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1 Introduction

Node replacement is one of the basic approaches to the rewriting of graphs.
For an overview on sequential node replacement, see the handbook article of
ENGELFRIET/ROZENBERG [3]. Parallel variants of node replacement gram-
mars were discussed in papers of JANSSENS/ROZENBERG/VERRAEDT [4, 5],
and in the dissertation of RODER [7]. In this paper we discuss those node
replacement grammars that are generalizations of DOL and HDOL systems.

The extension of (H)DOL systems to graphs is naturally obtained by
generalizing the notion of a homomorphism to labeled graphs. Such a gen-
eralized homomorphism consists of a node replacement, substituting nodes
by (disjoint) daughter graphs, and a set of connection instructions, substi-
tuting an edge by a set of edges between the respective daughter graphs. A
node replacement DOL systems (NR-DOL systems) is defined by an axiom
graph, and a generalized homomorphism, which is iterated to obtain the
graph language. In analogy to classic L systems, we can define NR-HDOL
systems where the graphs generated by a NR-DOL system are subject to a
final homomorphism. The respective families of graph languages generated
are denoted by G(NR-DOL), G(NR-HDOL).

2 Generative Power

Considering the generative power of NR-HDOL systems, an important result
follows from the simple fact that the sequences of numbers of nodes are HDOL
growth sequences (N-rational sequences).
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Theorem 1 For any NR-HDOL system, there is a constant k such that the
number of different graphs with the same number of nodes is bounded by k.

This generalizes the fact that HDOL languages are slender [6].

Surprisingly, NR-(H)DOL systems are equivalent to the seemingly com-
pletely different approach of graph generation by edge grammars, due to
BERMAN [1]. An edge grammar is a grammar that generates a binary word
relation, or equivalently, a language over some alphabet X x X. A pair
(v, w) with |v] = |w| = n is interpreted as an edge in the n-th graph. The
motivation for the introduction of edge grammars is that important graph
families (hypercubes, shuffle-exchange graphs, ...) can easily be described
by such word relations. The families of graph languages generated by [prefix-
closed] regular languages over alphabets of the form X x X are denoted by
G([Pref-]REG). To establish the claimed equivalence we consider the unla-
beled versions of NR-(H)DOL graph languages.

Theorem 2 G(NR-DOL) = G(Pref-REG),
G(NR-HDOL) = G(REG).

Closure and Decidability Results

Given a graph generating device, it is of interest to decide whether the ob-
tained graph language contains graph with particular properties. A related
question is whether a family of graph language is closed under a graph-
theoretic property. We are able to show many results for NR-HDOL systems,
using the representation by regular languages over alphabets of pairs. The
proofs can be found in the author’s dissertation [8].

Theorem 3 For a NR-HDOL system T" and a graph property ¢ expressible
in first order logic', the set {n : G(T) |= ¢} is effectively ultimately periodic.

Corollary 4 For a NR-HDOL system I" and a graph property ¢ expressible
in first order logic,

1. one can construct a NR-HDOL system © generating ezactly the graphs
derived by I' with property .

2. it is decidable whether some graph/all graphs in G(T') has/have prop-
erty .

!For the expression of graph properties by logic, see the article of COURCELLE [2].
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Theorem 5 For a NR-HDOL system, it is decidable whether the mazimal
degree of the generated graphs is bounded.

Theorem 6 1. G(NR-HDOL) is not closed under the property of being
acyclic (connected, k-colorable, Eulerian, ... ).

2. For NR-HDOL systems, it is undecidable whether some graph/all graphs
has/have a property mentioned above.

3. The equivalence problem is undecidable for NR-HDOL systems.

It is an open question which of the negative results in Theorem 6 are
valid for NR-DOL system. As a first step, we can give results for the property
of being acyclic.

Theorem 7 For a NR-DOL system T,
1. the set {n : G, (T") = ¢} is ultimately periodic (but not effectively).
2. it is decidable whether some graph generated by I' is acyclic.

3. it is undecidable whether all graphs generated by I' are acyclic.

3 Conclusions

We have established an equivalence between NR-(H)DOL systems and edge
grammars. Many theoretical results could be shown using the representation
by edge grammars, while NR-DOL systems seem to be more convenient for
the specification of graph languages.
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Zusammenfassung

Wir kénnen Biaume, die sich als Normalformen von Ersetzungssy-
stemen ergeben, in einigen Féllen auch durch iterierte Morphismen
beschreiben, und unendliche Normalformen von top—terminierenden
Systemen durch Fixpunkte von Morphismen.

1 Morphismen und HDOL

Das bekannte Fibonacci-Wort f = 01001010010010. .. (siehe [Lot97b]) ist
der Fixpunkt des Morphismus ¢:

f=14mfn, fn=¢"0), $:0—01,1—0
Das folgende Haskell-Programm berechnet die Liste der Buchstaben von f:
phi :: [ Char ] -> [ Char ]
phi (’°0’ : rest) = 0’ : ’1’ : phi rest

phi (1% : rest) = 0’ : phi rest

f :: [ Char ]
f =70": t where t = ’1’ : phi t

Das konnen wir ganz leicht als eine Wort—Ersetzungs—System R auffassen
mit der Regelmenge

R:T — 197,90 — 019,21 — 02
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Dieses System terminiert nicht, aber bei fairer Reduktion (kein Redex lebt
unendlich lange) wandern die Redexe nach rechts, und wir erhalten im Limes
das Fibonacci-Wort f = R*(0T).

Die Konstruktion war generisch; offensichtlich kénnen wir so jeden Fixpunkt
eines monotonen Morphismus als Links-Normalform eines Ersetzungssy-
stems darstellen.

Umgekehrt finden wir in einigen Fillen zu einem gegebenem Wort einen
passenden Morphismus. Betrachten wir

g=11010010001...

aus immer lingeren Blocken von 0.
Dieses konnen wir durch einen iterierten Morphismus f erzeugen,

f:8—= 51,1~ 10,0~ 0

von dem wir anschliefflend ein homomorphes Bild nehmen (um das ,Start-
symbol“ S zu 16schen)

g:S—¢€0—0,1—1; ¢g=Ilimg(f™(S))

Das Wachstum dieses Morphismus ist polynomiell (quadratisch) beschrankt.
Das Tupel (g, f,S) ist ein HDOL-System. (Fiir Definitionen fehlt hier der
Platz, siehe jedoch [KRS97] .)

Ein weiteres Beispiel (mit exponentiellem Wachstum) benétigen wir gleich:
Ny = h*(R) wobei h: R— RL,L — RR

Beispiel: N, = RLRR, N3 = RLRRRLRL. Offensichtlich ist |Ni| = 2k,
Wir bezeichnen mit w’ das Wort w ohne seinen letzten Buchstaben. Dann
zeigt man leicht durch Induktion

Ni,, = wenn 2 | k dann N, RN}, sonst N;LN;

Im Beispiel ist das N3 = RLRRRLR = RLR R RLR = N3RN;.

2 Normalformen fiir den Kombinator J
Wir betrachten Terme in CL(J), Kombinatorischer Logik mit Kombinator

J. Dort haben wir genau zwei Funktionssymbole, ein zweistelliges, das wir
als Operator @ schreiben, sowie ein nullstelliges, namlich J.
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Dann ist CL(J) ein Term-Ersetzungs—System mit der einzigen Regel
(((JQa)@b)@c)@d — (a@b)Q((a@d)Qc).

Nach Vereinbarung lassen wir @ und einige Klammern weg und schreiben
kiirzer

Jabed — ab(adc).

Bekannterweise ist {I, J} eine Basis. Umso grofier war die ["Jberra.schung, als
Probst und Studer kiirzlich zeigten [PS00], dafl CL(J) terminiert. Darauf-
hin habe ich einige J-Terme untersucht und folgende interessante Familie
gefunden:

Xo = J, Xp+1 = L{X}] wobei L[z] = JzJ, R[z] = JJz
Beispielsweise ist X3 = JXoJ = ... = J(J(JJJ)J)J. Dann gilt der
Satz 1 Die Normalform von Xy c d ist

wenn 2 | k dann Ni[J ¢ d] sonst N [J d c]

Hierbei sind Nj, € {L, R}* die Worter aus dem vorigen Abschnitt, diesmal
aufgefait als ineinandergesetzte Kontexte.

Beispiel: Ny = RLR, Nj[J ¢ d] = R[L[R[J ¢ d]]].

Der Beweis des Satzes erfolgt leicht per Induktion; im Fall 2 | £ so:

Xpprcd=IXpJ cd— XpJ(Xp d ¢) »* XxJ NL[T d (]
=" Ni[JI Ni[J d o]] = N[R[Ni[J d c]]] = Ny14[J d €]

Wir haben hier die Normalformen beziiglich eines Ersetzungsssystems durch
iterierte Morphismen beschrieben. Bei beiden Verfahren (Terme ersetzen
und Morphismen iterieren) werden Anderungen wiederholt ausgefithrt. Der
enge Zusammenhang ist jedoch nicht selbstverstiandlich: Termersetzen ist
lokal (jeweils nur an einer Stelle), Morphismus anwenden ist global (jeweils
iiberall). Wir sehen im néchsten Abschnitt ein weiteres Term-Ersetzungs—
System, bei dem das (anscheinend) funktioniert.

Ich kann bis jetzt nur dariiber spekulieren, woran das “wirklich” liegt. Es
wird sicher damit zusammenhéngen, dal man CL-Terme als Funktionen auf-
fassen sollte, das heifit, eine Betrachtung von J als Aab.)\cd.ab{adc) kénnte
weiterhelfen. In diesem Moment beginnen aber die bekannten Schwierigkei-
ten der Termersetzung hoherer Ordnung.
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3 Unendliche Normalformen fiir CL(S)

Wir betrachten jetzt den Kombinator S mit der Reduktionsregel
Szyz—ozz(y=2)

Dieses System ist nicht terminierend, aber top—terminierend [Wal99] (und
sowieso konfluent). Das bedeutet, daf fiir Terme X ohne Normalform alle
unendlichen (und fairen) Reduktionsketten, die bei X starten, dem gleichen
Limes zustreben. Das ist ein unendlicher Baum, den wir die (unendliche)
Normalform von X nennen.

Beispiel: Fiir die Familie Xy = S(SS)(SS), Xx+1 = SSX}, gilt
Satz 2 Kein Term X; X besitzt eine Normalform.

Beweis: es gilt Xo Xy — Xgr1Xk4+1 und X411 X = SXi (X Xg).-
Hier sehen wir auch die unendliche Normalform von Xy Xj:

X()X() —* X1X1 — SXI(X()Xl) —% SXl(Xng)
- SXl(SXQ(X1X2)) — SXI(SXQ(SXQ(XOXQ))) ZF

Das ist einfach, weil jeder Term genau einen Redex enthilt.

Wir erkennen auf dem rechten Riickgrat die Struktur des quadratischen
Wortes aus einem vorigen Beispiel: Es stehen dort ein SX;, dann zwei SX5,
dann drei SX3; usw. Es ist deswegen klar, daf dieser unendliche Baum als
(homomorphes Bild eines) Fixpunktes eines Morphismus auf Bidumen ent-
steht.

Ich vermute, daf solch eine Darstellung fiir unendliche Normalformen be-
liebiger S-Terme mdoglich ist. Bisher kann ich das aber nur experimentell
bestatigen. Fiir den Term XX, scheint das alles sehr einfach zu sein, aber
es gibt andere Startterme mit héchst komplizierten Entwicklungen.

4 Vergleichbarkeit von Fixpunkten

Angenommen, es 1a8}t sich beweisen, daff unendliche Normalformen in CL(S)
immer durch iterierte Morphismen beschrieben werden kénnen. Dann hitten
wir einen Ansatz, um das Wortproblem in CL(S) [Wal00] zu bearbeiten:
wegen Konfluenz sind zwei Terme konvertierbar, wenn sie die gleiche (un-
endliche) Normalform haben. Man bestimmt zu jeder den Morphismus, und
mufl dann ,nur noch“ entscheiden, ob beide Morphismen den gleichen un-
endlichen Baum erzeugen.
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Das ist im Wesentlichen die Frage nach der Aquivalenz von HDOL-Sprachen.
Fiir Worter ist das losbar [KRS97], benutzt aber Ehrenfeuchts Vermutung
und Makanins Algorithmus. Wie ist das fiir HDOL-Baumsprachen? Dort be-
steht wohl im Allgemeinen wenig Aussicht auf Erfolg, zum Beispiel ist die
Losbarkeit von Baumgleichungen bis heute offen [MR98] (Makanins Algo-
rithmus [Die97] lost Wortgleichungen, und ist schon hochst kompliziert).
Hoffentlich zeigt sich zwischendurch, dafl bei CL(S) nicht beliebige HDOL-
Sprachen entstehen, sondern vielleicht nur polynomiell beschrédnkte. Fiir die-
se konnte das Entscheidungsverfahren leichter zu finden sein.
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Zusammenfassung

Eine kontextfreie Grammatik heifit eindeutig, wenn jedes Wort der er-
zeugten Sprache einen eindeutigen Ableitungsbaum hat. Eine kontextfreie
Sprache L heifit inhédrent mehrdeutig, wenn es keine eindeutige Gramma-
tik gibt, die L erzeugt. Man kann fiir mehrdeutige Sprachen und Gramma-
tiken die Anzahl der Ableitungsbaume in Abhéngigkeit von der Wortlinge
untersuchen. In diesem Vortrag werden erste Beispiele fiir (linear) kon-
textfreie Sprachen mit sublinearer Mehrdeutigkeit vorgestellt.

1 Einleitung

Eine kontextfreie Grammatik heifit eindeutig, wenn jedes Wort der erzeugten
Sprache einen eindeutigen Ableitungsbaum hat. Eine kontextfreie Sprache heifit
inhdrent mehrdeutig, wenn sie von keiner eindeutigen Grammatik erzeugt wird.
Man kann mehrdeutige Grammatiken und Sprachen nach der Anzahl der Ab-
leitungsbdume differenzieren. Die Anzahl der Ableitungsbiume fiir ein Wort
hingt dabei i.a. von der Wortlinge ab. Jede kontextfreie Grammatik ist ent-
weder exponentiell mehrdeutig oder sie besitzt eine polynomiell beschrinkte
Mehrdeutigkeit. Bisher gab es nur Beispiele von Grammatiken und Sprachen
mit einer Mehrdeutigkeit von 29(™) bzw. ©(n?) fiir beliebiges d € Ny. In diesem
Vortrag werden erste Beispiele fiir (linear) kontextfreie Sprachen mit logarith-
mischer und quadratwurzelférmiger Mehrdeutigkeit vorgestellt.

2 Definitionen

Es wird vorausgesetzt, dass der Leser mit kontextfreien Grammatiken vertraut
ist. Wir bezeichnen die Menge der Nichtterminale und Terminale mit N bzw.
¥, das Startsymbol mit S und die Menge der Produktionen mit P. Dabei gilt
PCN x (NUZX)*.

Definition 2.1. Set G = (N,%, P,S) eine kontextfreie Grammatik, w € ¥*
und n € N. Wir definieren die Mehrdeutigkeit von w und die Mehrdeutigkeits-
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funktion von G wie folgt:

amg(w) := Anzahl der Ableitungsbiume fir w.

amg(n) = max{amc(w) | we )JS"}

Definition 2.2. Sei f : Ny — {r € R | r > 0} eine totale Funktion und L eine
kontextfreie Sprache. L heift inhirent f-deutig, wenn fir alle kontextfreien
Grammatiken G, die L erzeugen, amg = SUf) gilt und es eine kontextfreie
Grammatik Go ¢ibt, die L erzeugt und amg, = O(f) erfiillt.

3 Sublineare kontextfreie Sprachen
Definition 3.1. Sei ¥ = {0,1} und i > 1. Wir schreiben [i] kurz fir 0°"11.
Definition 3.2.

Liog = {[i1]...[leam-1] | M EN; i1,...,i2m—1 EN; T1 <k <m:
((VE< K : 2ig = inm_t) A (Vm > > k 2 ig = 2izmi1-2))}

Sei w = [i1]...[i2m-1] € Liog mit 21,...,92m—1 € Nundm € N. Fiir1 <k <
2m — 1 bezeichnen wir [ix] als k-ten Block von w. Die Blécke sind von den
Réndern zur Mitte paarweise korreliert. Im Bereich vom ersten bis zum Block
in der Mitte gibt es einen Block der mit keinem anderen korreliert sein muf.
Wir bezeichnen ihn als freien Block. Hinter diesem Block sind die Blécke in
der umgekehrten Richtung korreliert. Fiir Lj,g ist der Quotient der korrelierten
Zahlen 2. Will man eine Sprache L /- it quadratwurzelf6rmiger Mehrdeu-
tigkeit definieren, so geniigt es statt dem Quotient 2 eine Differenz von 1 fiir
korrelierte Paare zu verlangen. Die gemeinsame Struktur von Ljog und L e wird
im folgenden Diagramm illustriert.

[ A

[7:1]---[ik—l]@[ik+1]--~[im][7:m+1] Jiom—k]lt2m—k+1] - - - [l2m—1]
k kfrei j J

Die Sprachen Lj,z und L v werden von den nachfolgend definierten Grammati-
ken generiert.

Definition 3.3. G := ({4, B,C, D, S},{0,1}, Pew, S) mit:
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Pog:={ S — 1501 | 0401 | B
A = 0A00 | 1500
B = 0B |1C |1
C - 01C1 |00D1 | 011
D = 00DO|01C0 | 010 }
P,:={ S - 1801 |0Al |B
A = 040 | 1500
B — 0B |1C |1
C — 01C1|0D1 |o011
D — 0D0 |01C0|010 }

Man sieht leicht, dass die Grammatiken die gewlinschten Sprachen generie-
ren. Die Nichtterminale S und A erzeugen dabei die Blécke links von der freien
Position und die zugehorigen Partner. Das Nichtterminal B erzeugt den freien
Block, wiahrend C und D die iibrigen Paare generieren. Im folgenden wird nur
noch der logarithmische Fall behandelt. Der quadratwurzelférmige Fall verhilt
sich vollig analog.

3.1 Sublinear Mehrdeutigkeit der priasentierten Gramma-
tiken

Definition 3.4. Sei i1,...,i9m—1 € Nmit m € N, w = [i1]...[lom-1] und
1< £< m.

e Das Wort w hat eine Vorwirtskorrelation am Block £ genau dann wenn
£ < m und 2ip = i3m—¢. Es hat einen Vorwiartsbruch genau dann wenn

£ <m und 21p # i2m—¢-

e Das Wort w hat eine Riickwirtskorrelation am Block £ genau dann wenn
1<?< mundi; = 2iemi1—¢. Es hat einen Riickwartsbruch genau dann
wenn 1 <2< m und ip # 2iom+y1—¢.

Beispiel 3.5. Wir illustrieren diese Definitionen anhand des folgenden Dia-
gramms. Die fiir die Betrachtung relevanten Blockpaare findet man auf ei-
ner Spirale. Durchgezogene Pfeile stehen fiir Korrelationen, unterbrochene fiir
Briiche.

91 51 616081 ) Bl 2ol

. A




Die Blicke 1, 2 und 8 haben eine Vorwirtskorrelation. Die Blécke 4 und 5
haben einen Vorwdirtsbruch. Die Blicke 2, 8 und 4 haben einen Riickwdrtsbruch
und die Bldcke 5 und 6 haben eine Riickwdrtskorrelation.

Definition 3.6. Seien m,r €N, 41,...,i2m—1 € N und w = [i1]... [izm-1]-
o (rxw):=[ri1]...[rigm-1]

. I firm =1
i, == { [1](4 % zm-1)[2] firm > 1

Zum Beispiel z4 = [1][4][16]{64][32][8][2].
Satz 3.7. Seii € N. Das kiirzeste Wort mit der Mehrdeutigkeit © ist z;.

Beweis. Sei w ein beliebiges Wort aus Ljog mit einer Mehrdeutigkeit ¢ > 1.
Die Produktion korrelierter Blécke vollzieht sich in eindeutiger Weise. Die Po-
sition des freien Blocks ist hingegen nicht fiir jedes w € Ly, eindeutig be-
stimmt. Die Anzahl der Ableitungsbdume fiir w entspricht gerade der An-
zahl der moglichen Positionen fiir den freien Block. Sei Block Nummer &k der
am weitesten links stehende Block mit einem Vorwirtsbruch, oder der erste
Block, falls keine Vorwirtsbriiche existieren. Dann wissen wir, dass der k-te
Block sicher nicht von den Nichtterminalen S und A erzeugt wird. Daraus
folgt, dass alle auf der Spirale weiter innen liegenden Blécke von den Nicht-
terminalen C und D auf eindeutige Weise erzeugt werden. Deshalb konnen
wir all diese Blocke unter Erhalt der Mehrdeutigkeit 16schen und erhalten so
ein Wort w' ohne Vorwirtsbriiche, das héchstens so lang wie w ist und 7 Ab-
leitungsbiume hat. Sei nun Block Nummer £ in w’ der am weitesten rechts
stehende Block mit einem Riickwirtsbruch, oder der mittlere Block, falls kei-
ne Riickwirtsbriiche existieren. Dann wissen wir, dass der ¢-te Block sicher
nicht von den Nichtterminalen C und D erzeugt wird. Daraus folgt, dass alle
auf der Spirale weiter auflen liegenden Blocke von den Nichtterminalen S und
A auf eindeutige Weise erzeugt werden. Durch 16schen dieser Blocke erhalten
wir ein Wort w”. Wie zuvor bleibt die Mehrdeutigkeit bei dieser Kiirzung er-
halten. Das Wort w"” ist somit ein bruchfreies Wort mit ¢ Ableitungsbdumen,
das hichstens so lang wie w ist. D.h., es gibt 1 > 1 so, dass w"” = (r % z;)
gilt. Damit sind in w" alle Blécke vom ersten bis zum i-ten Block Kandida-
ten fiir den freien Block. Dieselben Uberlegungen gelten auch fiir das Wort
z;. Schliefllich erhalten wir amg(z;) = amg(w"”) = amg(w') = amg(w) = i

und |z;| < |(r * ;)] = |[w"”| < |w'| € |w|. Durch mehrdeutigkeitserhaltende
Langenkiirzungen haben wir somit aus einem beliebigen Wort der Mehrdeutig-
keit 7 das Wort z; erzeugt. O

Die Mehrdeutigkeitsfunktion wird also durch die Worter z; fiir beliebiges 7 > 1
dominiert. Die logarithmische Mehrdeutigkeit ergibt sich daher direkt aus der
nachfolgenden Tabelle.
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Mehrdeutigkeit | kiirzestes Wort | Lénge

1 z1 = [1] 1
2 z = [1][4][2] 7
; N 11

Satz 3.8. Ly ist inhdrent logarithmisch mehrdeutig.

Beweisskizze. Sei G eine beliebige kontextfreie Grammatik mit L(G) = Liog.
Sei p die Konstante von Ogdens Iterationslemma [1, Lemma 2.5] fiir die Gram-
matik G. Sei s := p+ 1 und 7 := s! +s. Wir zeigen die Behauptung indem
wir beweisen, dass fiir ein beliebiges m > 1 das Wort (7 * z,,) mindestens m
Ableitungen besitzt. Dazu werden m unterschiedliche Worter aus Liog gebildet.
Diese miissen alle mindestens einen Ableitungsbaum haben. In diesem Baum
kann man so pumpen, dass stets das Wort (7 * 2,,) entsteht. Man kann zeigen,
dass die so entstandenen Biume fiir (r * z,,) paarweise verschieden sein miissen.

Nun etwas genauer: Zur Bildung der m verschiedenen Ausgangsworter mul-
tiplizieren wir einen der ersten m Blocke von (7 * z;) mit £. An dieser Stelle
entsteht sowohl ein Vorwirts- als auch ein Riickwartsbruch. Wir markieren
die O-en in diesen Block gemifl Ogdens Lemma. Wir kénnen nun so pumpen,
dass eines der beiden gepumpten Teilworter komplett in der markierten Position
liegt. Der andere Teil darf keine 1-en enthalten, denn sonst wiirden neue Blocke
entstehen, die das Gefiige der Korrelationen durcheinander bringen. Fiir einen
strikten Beweis, dass dies mit der Definition der Sprache nicht vereinbar ist, zeigt
man das geniigend h&ufiges Pumpen zu einer geniigend weit iiber den Block in
der Mitte hinausragenden 2n-periodischen Blockstrucktur fithrt, die nicht mit
der Sprachdefinition vereinbar ist. Damit kénnen nur 0-en gepumpt werden. D.h
die Zahl der Blocke bleibt beim Pumpen konstant und neben dem markierten
Block gibt es hichstens einen weiteren Block, der gepumpt wird. Angenommen
es wird tatsichlich in einem weiteren Block gepumpt. Durch einmaliges Pumpen
konnen die Briiche des markierten Blocks nicht ,,geheilt“ werden, in dem weite-
ren gepumpten Block entstehen aber, im Widerspruch zur Sprachdefinition neue
Briiche. Es bleibt die Mdoglichkeit komplett im markierten Block zu pumpen.
Dann kann man wegen der Wahl von 7 und s nach endlich vielen Pumpschritten
das Wort (r x z,,) erzeugen. Wiirde durch pumpen aus einem anderen der oben
genannten m Worter der gleiche Ableitungsbaum entstehen, so hiefle dies, dass
wir in diesem Ableitungsbaum in zwei unterschiedlichen Blécken unabhingig
voneinander pumpen konnten. Damit kénnten wir uns durch je einen weite-
ren Pumpschritt in beiden Blocken aus der Sprache pumpen. Also miissen die
durch pumpen aus den m Ausgangswortern entstandenen Ableitungsbdume fiir

(7 * zy,) paarweise verschieden sein.
a
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4 Zusammenfassung

Wir haben je eine (linear) kontextfreie Sprache mit logarithmischer und mit
quadratwurzelférmiger Mehrdeutigkeit prisentiert. Gibt es sublogarithmische
Mehrdeutigkeit? Kann man die moglichen Mehrdeutigkeitsklassen charakteri-
sieren? In [3] wurde eine erste kontextfreie Sprache mit transzendenter Dichte
vorgestellt. Sie wurde aus zwei eindeutigen kontextfreien Sprachen entwickelt,
deren Durchschnitt eineblogarithmische Zensusfunktion hat. Das heifit, es gab
im Schnitt der beiden Sprachen nur O(logn) viele Worter bis zu einer Linge
n. Die Vereinigung der Ausgangssprachen bildet eine zweideutige Sprache, die
aber nur fiir logarithmisch viele Worter zwei Ableitungsbidume benétigt. Durch
Konkatenation der Sprachen mit einem dazwischengeschalteten freien Block ent-
steht eine logarithmisch mehrdeutige kontextfreie Sprache. Durch eine geeignete
Permutation der Blocke entstht die hier vorgestellte linear kontextfreie Sprache.
Wir haben also insgesamt die Zensusfunktion des Durchschnitts zweier kon-
textfreier Sprachen in inhirente Mehrdeutigkeit umgesetzt. Wenn sich diese
Methode generalisieren 148t, dann konnen wir ein ganzes Spektrum weiterer
Mehrdeutigkeitsfunktionen erwarten.
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A Normal Form for Church-Rosser Language
Systems

Jens R. Woinowski

Abstract

In [Woi00b] it was shown that under certain conditions it is possible
to build systems for prefix languages of Church-Rosser languages. One
seemingly restrictive condition was that the language is defined by
a Church-Rosser language system (CRLS) with rules that look like
context-sensitive rules of the form uvw—uzw with u, v, w being words,
w being nonempty and z being a single letter or empty. Because of the
aim of constructing a system for the prefix language this property was
called prefiz splittable. A natural question raised was whether prefix
splittable Church-Rosser language systems (psCRLS’s) are a normal
form for CRLS’s. In this text, a positive answer is given.

1 Basic definitions

The reader is assumed to be familiar with definitions and notations of con-
fluent string rewriting. For details, see [Jan88], [MNO88], and [BO98].
Definition 1. A Church-Rosser language system (CRLS) is a 6-tuple C =
(T, %, R, ki, ky,y) with finite alphabet T, terminal alphabet ¥ C T (T'\ X is
the alphabet of nonterminals), finite confluent weight reducing system R C
[* x I'™*, left and right end marker words ki, k. € (T' \ £)* NIRR(R), and
accepting letter y € T NIRR(R).

The language defined by C' is: Lo = {w € Z*|k; - w - k, =*gr y}

A language L is called a Church-Rosser language (CRL) if there ezists
a CRLS C with Lc = L.

The definition of Church-Rosser languages is due to McNaughton, Naren-
dran, and Otto [MNOS88].! The machine model for CRL is a variant of the
deterministic shrinking two pushdown automaton [MNOSS].

!The definition of Church-Rosser language systems given here is slightly different and
using a result of Niemann and Otto [NO97] about weight and length reduction.
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Definition 2. A CRLS C = (T, %, R, ¢, 8,y) is prefix splittable (C is a
psCRLS) if ¢,$,y € IRR(R) NI\ X (let the inner alphabet be T’ ... 1=
'\ {¢,8,y}) and for any rule r € R there exists a splitting (u,v,w,z) with:

1.
2.
3.

4.
J.

6.

r = (uvw, uzw).

v 48 non-empty.

uvw may contain at most one ¢ and if so at its beginning. Also it can
have at most one $ which only may appear at the end. All other letters
of uvw have to be elements of the inner alphabet ;o0

x 18 a single letter not equal to ¢ or $ or it is the empty word.
If v contains ¢ or $, then z = y, u and w are empty, and v 1is element

of the regular language ¢ - anner' $.
If x =y, then u and w are empty, and v is element ¢ - i SO 5.

The splitting (u,v,w,z) of a rule r allowed by this is called potential
prefix splitting, u and w are called left and right context. (“Potential”
because this definition is not unique.)

2 The normal form theorem

Theorem. Let C = (I',%, R, ki, kr,y) be a CRLS (without restriction of
generality let R be length reducing [NO97]) with language L. Then there
exists a psCRLS C" with L¢r = Le.

Proof. We will give an outline of a construction for the new psCRLS C'.
The construction principles: In order to construct a psCRLS C’, we will
make use of the following four principles:

1.

Our new system will have the property that during the whole reduction
process there is always exactly one place in the word where the next
reduction rule can be applied.

We use a compression alphabet which can store more than one letter
of I in one letter. This information will be represented by subscripts
of the compression letters.

These compression letters will be enriched by surplus letters in their
subscripts in order to spread weight reductions over more than one
letter.

Rules of the original system will, in most cases, be simulated by three
or four rules in the new system.
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The new confluent weight reducing system will be built of five parts R

to R5.
Definition 3. With I" being the alphabet of C which consists of all terminal
and nonterminal letters, let T' be a new alphabet, which is a disjunct copy of
[. Then ~ is the bijective morphism that maps T into T, e.g. a to @. Let f,
¢, and $ be new symbols. Let T'y :=T'U {§f} and Ty :=T U {f}.

We define: Wy := Ty - T3 0 ((§<2- (TUT) - )" - (CUT) - §=2) U 2),
where ﬂ52 is a shorthand for {O, 4, it}

Definition 4. Let p; = max{|u| | (u,v) € R} and p, = max{|v| | (u,v) €
R} be the mazimum sizes of the respective rule sides. Because R is length
reducing py > pr holds. Let p := max{uy,|ki|,|kr|}. The compression al-
phabet I'; is defined as: Ty := {&, | w € Wy wedge 1 < |w| < 3u + 5}.
The elements of I'1 are called compression letters. We can store at least one
more letter in a compression letter than the left or right end marker words
contain. For distinction, letters in the index of a compression letter will be
called index letters.

Translating the input: The first step in the simulation of C' is to translate
the input into the compression alphabet. At the same time, we will take
care of k; and k,. The new end marker letters(!) of C’ will be k} := ¢ and
kL == $.

Short words w € L¢, |lw| < 2 will be handled separately with a a set R;
of rules: R; := {(¢w$,y) | w € L¢ wedge |w| < 2} Obviously, R; can be
computed easily.

For translating the input a set of rules Ry will be used, which works
as follows: Decompose k; and k, into single letters in the following way:
ki = ajaz---ap, and k, = c1c2- - - ¢,|- Rz will be designed to be a suitable
confluent and weight reducing rewriting system such that for every w € £>2
with w = biby b+ -byy|,b; € (1 < i < |w|) we can make the following
reduction with Rp:

w8 ke 0z, it a1 1S 0 " Ebpuy 1yp Sy Bhex Bocatt-ci 3y
where the very last step of the translation shall introduce the first com-
pression letter of the result.

The last overlined letter will mark the position at which the simulation
of C will work. In general, the last overlined letter in the subscripts of a
compressed word can be identified with the head position of the automata
mentioned above. The {i’s are the surplus letters mentioned in the construc-
tion principles.

The next step is similar to the shift operations of automata for CRL’s.
Sometimes it is necessary to move right (that is, shift) the position, at which
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a reduction might take place. This is done with a further set of rules Rj.
Such a shift has to take place whenever the overlined letters within the
compression letters form an irreducible string w.r.t. R when the overlining
is removed. We ommit the details of Rg3, shifting corresponds to overlining
the first letter in the indexes which is in I'. If a shift is necessary but no next
such letter without overlining exists no next reduction is possible. Then the
simulated system also would have come to an irreducible word.
The “weight spreading” strategy: So far, everything in the construc-
tion is technically not very tempting. Although these preliminaries are nec-
essary, we now come to the core of the construction, which will be called
weight spreading. The idea is to reduce the length of the subscripts of each
compression letter changed by at least one.
Example: A rule in R could be (aaaa, bbb). Then one case in the simulation
would be:
EapradunanSatta
— 1. “lock” with new nonterminal
&atalopanée
— 2. change first letter
EppyCvanpe
— 3. change middle letter
‘Esugbiiﬁbgt

— 4. change last letter, remove lock

EyyContolita

The fi’s are used to spread the length reduction of the original rule over
the compression letters in the simulation. Observe that (especially) in the
last step of the example the result has three compression letters. This can
always be achieved during any rule simulation, because a right rule side
and the added §f’s fit into one compression letter (to be exact, sometimes
some unchanged context appears on the right). Basically, the weight of a
compression letter will be computed from the number of its index letters
(overlined letters add slightly less to the weight). Therefore in the worst
case—when the original rule has a length reduction of one—we reduce the
count of index letters by three and spread this reduction over the resulting
three compression letters. This is the cause for adding two {’s after each
index letter of I' UT during the translation with R.

In generalising this example, a lot of cases have to be handled. The
main idea is to identify all possibilities how the left side of an original rule
can be divided over one or more letters of the compression alphabet. Also,
sometimes it is necessary to allow some unchanged context in the first com-
pression letter. Furthermore, the question of finding the right place for the
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reduction to work has to be handled.

After identifying all possible cases, we get a set of new rules that work
similar to the example above. These will build R4. Also the example shows
a letter &. Just like in this case, in some cases further nonterminals are
necessary. They are collected in an alphabet I's. For details see [Woi00a).
The last steps: After achieving this, some final rules will be necessary
which end accepting reductions. They will be collected in Rj.

The resulting CRLS C' is defined as follows:

Let IV := YU{e,$,y} Ul uly, ¥ :=% R := Ry URyUR3U R4 UR;5.
Then C' := (I, ¥, R/, ¢,8,y) is a psCRLS and L = Le.

Correctness of the simulation: Finally, the correctness of the construc-
tion has to be proved. Mainly this covers the questions of weight reduction,
confluence, and language inclusion and is quite straight forward.

3 Conclusion

The normal form theorem shows that the property of prefix splittablity is
no restriction. Concerning prefix systems for CRL’s described in [Woi00b]
this raises some questions about the decidability of their correctness. Ad-
ditionally, it should be possible to expand the result to general growing
context-sensitive languages and even to their machine model.
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