Prof. Dr. Jiirgen Dassow
Otto-von-Guericke-Universitat Magdeburg
Fakultit fiir Informatik

PETRI—NETZE

Vorlesungsskript

Magdeburg, Oktober 2008 — Januar 2009



Inhaltsverzeichnis

Vorwort
1 Einfithrende Beispiele und Bemerkungen
2 Netzgraphen

3 Petri-Netze und ihr Verhalten
3.1 Grundlegende Definitionen . . . . . . . . ... oo
3.2 Beschranktheit und Erreichbarkeit . . . . . . . . . ... ... ... ... ..
3.3 Lebendigkeit . . . . . . ..o
3.4 Reduktionen . . . . . . . ... e
3.5 Invarianten . . . . . . . . L
3.6 Fairness und Synchronie . . . . . . .. ..o

4 Petri-Netze und formale Sprachen
4.1 FKiniges aus der Theorie formaler Sprachen . . . . . ... .. ... ... ..
4.2 Petri-Netz-Sprachen . . . . . . . . . . ...
4.3 Petri-Netze und Sprachen mit Auswahlkontext . . . . . . . . . ... .. ..

Literaturverzeichnis

11

21
21
31
38
45
93
61

77
77
78
88

92



Bei der zweiten Folge ist die Situation vollig anders. Jeder der Philosophen kann die
Chance zum Essen auch nutzen und isst wihrend des Ablaufs der Folge sogar ,,unendlich“
oft. Dieser Ablauf benachteiligt keinen Philosophen, ist also gerecht /fair.

Bei der dritten Folge kommt zwar jeder der Philosophen ,unendlich® oft mal zum
Essen, aber die Abstidnde zwischen zwei Essen werden fiir den ersten, dritten und vier-
ten Philosophen werden beliebig lang, was praktisch auch zum Verhungern dieser drei
Philosophen fiihrt.

In diesem Abschnitt wollen wir einige Konzepte einfithren, die die Gerechtigkeit /Fair-
ness/Parteilichkeit von Abldufen in Petri-Netzen beschreiben kénnen.

Definition 3.79 Es sei N = (S, T, F,V,mg) ein Petri-Netz und w = tity--- = (t;)i>1
eine unendliche Folge von Transitionen aus T. Wir nennen w einen Ablauf in N, wenn
es eine unendliche Folge mqy, mo, ... von Markierungen von N derart gibt, dass firi > 1
die Beziehungen

tz_ < m;_1 und M1 = My + A<t7«)

gelten.

Entsprechend der Definition kann die unendliche Folge (t;) also geschaltet werden und
dabei gilt
mo[tl >m1[t2 >m2[t3 >m3[t4> [tz >mi[t,-+1...

Fiir einen gegebenen Ablauf w = (t;) werden wir die zugehorige unendliche Folge von
Markierungen mit (m}’) bezeichnen. Es gelten dann m} = mg + A(tity...t;) fir i > 1
und m;” = m;” + A(ti+1ti+2 . tj) fir j > > 1.

Aus der Definition eines Ablaufs erhalten wir sofort die folgende Aussage.

Folgerung 3.80 Eine unendliche Folge w = (t;) von Transitionen eines Petri-Netzes N
ist genau dann ein Ablauf in N, wenn fir jedes i > 1 die Folge tity...t; in L(N,mg)
liegt. O

Die drei Folgen aus (3.2), (3.3) und (3.4) sind Ablaufe im Netz der fiinf Philosophen
aus Abbildung 1.5.

Satz 3.81 Fliir ein Petri-Netz N ist es entscheidbar, ob es einen Ablauf in N gibt.

Beweis. Wir untersuchen zuerst, ob N beschrankt ist. Ist N unbeschrinkt, so gibt es
offenbar einen Ablauf, da wir auf mindestens eine Stelle eine beliebig grofie Anzahl von
Marken bringen miissen.

Ist N beschréinkt, so berechnen wir den Erreichbarkeitsgraphen von N. Ein Ablauf
entspricht einem unendlichen Weg im Erreichbarkeitsgraphen. Die Existenz unendlicher
Wege in einem Graphen ist genau dann gegeben, wenn der Graph einen Kreis enthélt. Es
bleibt daher nur zu testen, ob der Erreichbarkeitsgraph von N einen Kreis enthélt. Dies
kann mit Varianten von Breitensuche oder Tiefensuche geschehen. O
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Definition 3.82 Es seien N = (S, T, F,V,mg) ein Petri-Netz, T' C T eine Menge von
Transitionen und w = (t;) ein Ablauf in N.

i) Wir nennen w unparteilich (bez. T"), wenn jede Transition (aus T") in w unendlich
oft mal vorkommdt.

ii) Wir nennen w gerecht (bez. T"), wenn fiir jede Transitiont (ausT") Folgendes gilt:
Wenn fiir fast alle* i > 1 die Beziehung t— < mY , erfiillt ist, so kommt t unendlich oft
mal in w vor.

iii) Wir nennen w fair (bez. T"), wenn fir jede Transition t (aus T") Folgendes gilt:
Wenn fiir unendlich viele i > 1 die Beziehung t— < m{ | erfillt ist, so kommt t unendlich
oft mal in w vor.

Bei der Gerechtigkeit und Fairness wird im Gegensatz zur Unparteilichkeit nur gefor-
dert, dass eine Transition unendlich oft mal vorkommt, wenn diese Transition unendlich
oft mal aktiviert ist. Ist eine Transition nur endlich oft mal aktiviert, so braucht sie bei
Gerechtigkeit und Fairness nicht betrachtet zu werden (oder anders, fiir eine derartige
Transition sind die Bedingungen fiir Gerechtigkeit und Fairness stets erfiillt). Der Unter-
schied zwischen Gerechtigkeit und Fairness besteht darin, dass bei der Gerechtigkeit die
Transition von einem Moment an stets aktiviert sein muss, wiahrend bei der Fairness die
Transition nicht von einem Zeitpunkt an stdndig, aber unendlich oft mal aktiviert sein
muss.

Wir betrachtet nun die Abldufe w; und ws aus (3.2) und (3.3) im Netz der fiinf
Philosophen aus Abbildung 1.5.

Der Ablauf w; ist unparteilich beziiglich {hg, ho} (weil diese beiden Transitionen un-
endlich oft mal in w; vorkommen), wihrend w; parteilich (bez. der Menge T aller Tran-
sitionen) ist (da z.B. h; hierin iiberhaupt nicht, also erst recht nicht unendlich oft mal
vorkommt). Die Folge w; ist gerecht, denn die Transitionen ng, hg, n1, h; kommen in der
Folge unendlich oft vor und keine der restlichen Transitionen ist fiir fast alle ¢ > 1 ak-
tiviert. Auflerdem ist w; fair beziiglich {ng,n1,n2}, da ng und ny unendlich oft in w,
vorkommen und 7 nie aktiviert ist. Dagegen ist w; nicht fair beziiglich {ng,ns}, da ns
unendlich oft aktiviert ist (immer nach dem Schalten von hs), aber nicht unendlich oft
mal in w; vorkommt.

Der Ablauf ws ist offensichtlich unparteilich, gerecht und fair.

Wir geben nun zwei einfache Beziehungen zwischen den in Definition 3.82 gegebenen
Konzepten.

Lemma 3.83 FEs seien N = (S,T,F,V,mq) ein Petri-Netz, T' C T eine Menge von
Transitionen und w ein Ablauf in T.

i) Wenn w unparteilich (bez. T") ist, dann ist w fair (bez. T").

ii) Wenn w fair (bez. T') ist, dann ist w gerecht (bez. T").

Beweis. 1) folgt sofort aus den Definitionen.

ii) Es sei w ein Ablauf. Wenn ¢ fiir fast alle m aktiviert ist, so ist ¢ unendlich oft
aktiviert. Aus der Fairness von w folgt nun, dass ¢ unendlich oft mal in w vorkommt.
Damit ist w als gerecht nachgewiesen. O

2Eine Aussage gilt fiir fast alle ¢ > 0, wenn sie nur fiir endlich viele ¢ nicht gilt. Dies bedeutet, dass es
ein j so gibt, dass die Aussage fiir alle ¢ > j gilt.
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Wir diskutieren nun die Umkehrbarkeit der Aussagen aus Lemma 3.83. Aus unseren
Beispielen ist zu ersehen, dass die Umkehrungen im Allgemeinen nicht gelten. Jedoch sind
sie unter schwachen Zusatzvoraussetzungen giiltig.

Satz 3.84 Wenn das Petri-Netz N konfliktfrei ist, dann ist jeder gerechte Ablauf auch
faar.

Beweis. Es sei N = (S,T, F,V,mg) ein konfliktfreies Petri-Netz, ¢ eine Transition aus
T und m eine erreichbare Markierung, bei der ¢ aktiviert ist. Ferner sei m’ eine von m
durch Schalten von t' # t erreichbare Markierung. Da N konfliktfrei ist, ist die Menge
{t,t'} nebenldufig. Nach Folgerung 3.15 sind dann ¢’ und ¢t Schaltfolgen fiir m. Daher
ist ¢ auch bei m’ aktiviert. Dieser Prozess kann fortgesetzt werden. Damit ist gezeigt, dass
eine Markierung, bei der ¢ nicht aktiviert ist, nur dann erreicht werden kann, wenn ¢ in
der zugehorigen Schaltfolge enthalten ist.

Es sei nun w ein gerechter Ablauf in V. Falls ¢ fiir fast alle m}” aktiviert ist, so kommt
t wegen der Gerechtigkeit von w in w unendlich oft vor. Sei t nun fiir unendlich viele,
aber nicht fiir fast alle m{’ aktiviert. Dann muss ¢ immer wieder schalten, da sonst ¢ von
einem ¢ an immer und damit fiir fast alle m{" aktiviert wére. Damit kommt ¢ unendlich
oft mal in w vor. a

Lemma 3.85 FEs seien N = (S, T, F,V,mq) ein konfliktfreies Petri-Netz, t und t' zwei
Transitionen aus T', q ein Wort diber T', in dem t nicht vorkommt und m eine erreichbare
Markierung mit (')~ < m und gt € L(N,m). Dann existiert ein Wort r diber T mit
folgenden Eigenschaften: t vorkommt in r nicht vor, |r| < |q| und t'rt € L(N, m).

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass ¢’ in ¢ nicht vorkommt. Wir zeigen durch
Induktion iiber die Linge von ¢, dass gt € L(N,m + A(t)). Fiir ¢ = X folgt die Aussage
daraus, dass dann ¢ und ¢’ bei m aktiviert sind und wegen der Konfliktfreiheit das Wort
't geschaltet werden kann (siehe Folgerung 3.15). Die Induktionsvoraussetzung ist dann,
dass

gt € L(N,m), (t')~ <m, #v(q) = 0 impliziert qt € L(N,m + A(t)).

Wir haben die Induktionsbehauptung
t'qt € L(N,m), (')~ <m, #¢(q) = 0 impliziert t*qgt € L(N,m + A(t"))

fiir jedes t* € T zu zeigen (wir vergroflern die Lénge von ¢ durch Anfiigen eines Buchsta-
ben t* zu Beginn des Wortes). Wegen t*qt € L(N,m) ist t* bei m aktiviert und es gilt
gt € L(N,m+ A(t*)). Da t’ bei m ebenfalls aktiviert ist, kann wegen der Konfliktfreiheit
t*t'geschaltet werden. Damit ist ¢ bei m + A(¢*) aktiviert. Aus der Induktionsvorausset-
zung (angewandt auf m + A(t*)) ergibt sich, dass gt € L(N, m+ A(t*) + A(¢')). Da t* bei
m aktiviert ist, erhalten wir damit t*qt € L(N, m+ A(t")). Wir wihlen nun einfach r = q.
Offenbar sind nach vorstehenden Uberlegungen nun alle Bedingungen erfiillt.

Wenn t' in dem Wort ¢ vorkommt, gibt es eine Zerlegung ¢ = ut’'v mit u € (T'\ {t'})*.
Wir wihlen nun r = wv. Dann gilt |r| < |g|. Es bleibt zu zeigen, dass t'uvt € L(N,m)
gilt. Fiir u = )\ ist dies wegen ¢ = t'v trivial. Fiir die nichtleeren Worter geben wir wieder
einen Induktionsbeweis iiber die Lange, der analog zu dem Beweis im anderen Fall gefiihrt
wird. O
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Satz 3.86 Wenn das Petri-Netz N konfliktfrei und lebendig ist, dann ist jeder gerechte
Ablauf auch unparteilich.

Beweis. Es seien N = (S,T, F,V,mg) ein konfliktfreies und lebendiges Petri-Netz und
w = (t;) ein gerechter Ablauf in N.

Es sei t eine Transition von N. Aus Satz 3.84 erhalten wir, dass w fair ist. Wenn ¢ bei
unendlich vielen Markierungen m’ aktiviert ist, so kommt daher ¢ unendlich oft mal in
w VOr.

Es sei 7" die Menge aller Transitionen ¢, die nur bei endlich vielen m{ aktiviert sind.
Dann gibt es ein j, so dass jedes ¢ € T” bei allen m}’ mit k > j nicht aktiviert ist.
Fiir jedes 7 > j sei I; die Linge des kiirzesten Wortes ¢;, fiir das ein ¢’ € T" mit ¢;t’ €
L(N,m¥) existiert. Da das Netz lebendig ist, gibt es fiir jedes ¢ € T" Schaltfolgen ¢’
mit ¢'t" € L(N,m}"); folglich existiert fiir derartige Schaltfolge eine mit minimaler Lénge,
d.h. [; existiert. Da aber kein ¢’ € T bei m}’ aktiviert ist, muss [; > 0 fiir i > j gelten.
Wir wéhlen nun k so, dass [, minimal unter den [;, ¢ > j, ist. Es seien ¢ ein Wort und
t € T eine Transition mit |¢| = lx und ¢t € L(N,m}’). Offensichtlich ist ¢ # t;, da
t bei my’ nicht aktiviert ist, aber t; aktiviert ist. Es gilt also noch ¢, < mj’. Wegen
der Minimimalitdt von ¢ hinsichtlich der Léange gilt sogar ¢ € (7"\ 7")*. Damit sind die
Voraussetzungen von Lemma 3.85 erfiillt. Es gibt folglich ein r mit tyrt € L(N,m})
und |r| < |g|. Damit ergibt sich 7t € L(N,mj’,,). Damit ist r eine bei der Bildung des
Minimums zugelassene Schaltfolge. Wegen der Minimalitdt von ¢ gilt daher |r| = |g|. Aus
dem Beweis von Lemma 3.85 ergibt sich, dass t; in ¢ nicht vorkommt und r = ¢ gewéhlt
werden kann (nur in diesem Fall gilt |r| = |q|). Wegen ¢ = r und rt € L(n, m}’,,) erhalten
wir analog zu Obigem

t 7é tk-i—la t];+1 S mz]—l—la q € (T \ T,)*> qt € L(TL, mzj—l—l)a

womit wir wie oben nachweisen kénnen, dass tx,1 nicht in ¢ vorkommt.

Wir fahren so fort und erhallten, dass keine der Transitionen ¢; mit ¢ > k in ¢ vor-
kommt. Nach Definition von 7" sind dies aber gerade alle Transitionen, die bei unendlich
vielen m¥ aktiviert sind. Da in ¢ auch keine Transitionen aus 7" vorkommen, ist ¢ das
leere Wort. Dies ist aber ein Widerspruch zur Wahl von ¢. Der Widerspruch kann nur
dadurch aufgelost werden, dass T” leer ist.

Also sind alle Transitionen unendlich oft aktiviert, und kommen in w unendlich oft
VOr. O

Wir geben nun einige Beziehungen zwischen Parteilichkeit und der Existenz von T-
Invarianten.

Satz 3.87 i) Wenn das Petri-Netz N eine realisierbare T -Invariante besitzt, deren Triger
nicht alle Transitionen enthdlt, so gibt es in N einen parteilichen Ablauf.

i) Ist das Petri-Netz N beschrankt und gibt es einen parteilichen Ablauf in N, so hat
N eine realisierbare T -Invariante, deren Trdger nicht alle Transitionen enthdlt.

Beweis. i) Wenn z eine realisierbare T-Invariante von N ist, so gibt es eine Markierung

m € R(N,mp) und eine Schaltfolge ¢ fiir m mit 7(¢)7 = 2 und m[g > m. Fiir ein
beliebiges Wort p mit mg [p > m ist dann pg“ ein Ablauf in N. Da der Tréiger von z nicht
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alle Transitionen enthélt, kommen in ¢ nicht alle Transitionen vor. Damit kommen nicht
alle Transitionen in pg* unendlich oft vor, d.h. pg¥ ist ein parteilicher Ablauf.

ii) Wenn w = (;) eine parteiliche Ausfiihrung ist, so gibt es eine Transition ¢ und ein
j > 1derart, dass t # t; fiir i > j gilt. Da N iiberdies beschrankt ist, gibt es zwei Zahlen k;
und ko derart, dass k; < kg gilt und die Markierungen mj und m;. tibereinstimmen. Wir
setzen ¢ = tp, 41tg 42 - . - t,. Damit gilt A(q) = 0 fiir die Schaltfolge ¢ fiir my’ . Folglich ist
7(q)T eine T-Invariante. Ferner kommt ¢ in ¢ nicht vor. Somit enthélt der Tréiger von 7(q)”
nicht alle Transitionen. Der Vektor 7(¢)” erfiillt daher alle geforderten Eigenschaften. O

Folgerung 3.88 i) Bei einem beschrinkten Petri-Netz ist genau dann jeder Ablauf un-
parteilich, wenn jede realisierbare T'-Invariante das Netz tiberdeckt.

it) In einem beschrdankten Petri-Netz, bei dem jede minimale T-Invariante das Netz
tberdeckt, ist jeder Ablauf in N unparteilich.

Beweis. 1) folgt aus Satz 3.87 sofort.

ii) Wenn die minimalen 7T-Invarianten das Netz iiberdecken, so iiberdecken alle T-
Invarianten das Netz, da diese als Linearkombination minimaler 7T-Invarianten mit ganz-
zahligen Koeffizienten dargestellt werden konnen. Damit folgt ii) aus i). a

Wir haben bereits bei der einleitend betrachteten Folge in (3.4) festgestellt, dass einige
Philosophen verhungern, obwohl sie unendlich oft essen, da ihre Denkphasen beliebig lang
werden. Es ist also nicht nur von Interesse, wie oft eine Transition schaltet, sondern auch
wie lang die Abschnitte werden kénnen, in denen eine Transition nicht schaltet. Dies wird
durch die Abweichung erfasst, die misst, wie oft eine Transition ¢ schalten kann, bevor ¢/
aktiviert ist.

Definition 3.89 Es seien N = (S, T, F,V,mg) ein Petri-Metz, m eine Markierung von
N und U und W zwei Teilmengen von T'.
i) Als Abweichung der Transitionsmenge U von W bei m in N bezeichnen wir die Zahl

Abw(m, U, W) = sup{#uv(q) | #w(q) =0 und ¢ € L(N,m") fir ein m* € R(N,m)}.

ii) Die Relation BA[m] der beschrinkten Abweichung bei m wird als Menge aller
Paare (U, W) definiert, fir die Abw(m,U, W) endlich ist.

Falls es keine Schranke fiir die Lange derartiger ¢ gibt, d.h. zu jeder Zahl k gibt es ein
qr mit den geforderten Eigenschaften und |g| > k, so ist das Supremum w.

Ferner kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass ¢ mit einer
Transition aus U beginnt. Wire dies nicht der Fall, d.h. ¢ = rtr’ mit #y (q) = 0, #¢(r) =
0,t € Uund q € L(N,m") fiir ein erreichbare Markierung m*. Es sei m*[r > mj.
Dann gilt #¢(q) = #u(tr'), #w(tr') = 0 und tr' € L(N, m}), wobei m} eine erreichbare
Markierung ist. Daher kénnen wir anstelle von ¢ auch ¢’ und erhalten den gleichen Wert
fiir die Abweichung.

Falls U = {t} und/oder W = {t'}, so schreiben wir anstelle von abw(U, W) auch
einfach Abw(t, W) bzw. Abw(U,t") bzw. Abw(t,t')
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13 p2

t1 ¢ )pi

Abbildung 3.13: Petri-Netz Ny

Beispiel 3.90 Wir betrachten das Netz Ny aus Abbildung 3.13 Wir geben in der fol-
genden Tabelle einige Werte fiir die Abweichung einer Transition ¢ von einer anderen
Transition ¢'. Zur Begriindung des Wertes fiir Abw(myg,t,t') geben wir auch stets die
Markierung m* und die Folge q.

t |t | Abw(mog,t,t") mex q

ty | to w my (t1tsty)" fiir beliebiges k
ty | w mo (tot4)F fiir beliebiges k
tl t3 1 mo tl

t3 tl 1 (O, 0, 1) tg(t4t2)rt4 fir alle r
ts | ta 1 (0,0,1) s

ty | t3 w mo (tot4)* fiir beliebiges k

Wir geben nur eine Begriindung fiir die erste, die dritte und die vierte Zeile der Tabelle;
die analogen Betrachtungen in den anderen Féllen bleiben dem Leser iiberlassen.

Das Wort t;t3t, ist eine Schaltfolge fiir my und produziert wieder die Anfangsmarkie-
rung. Daher ist ¢,¢5t4)" fiir jede positive natiirliche Zahl k eine Schaltfolge fiir mg. Da mq
trivialerweise erreichbar ist und ¢, nicht in (¢,¢3t4)" nicht vorkommt, ist jede Folge (¢,t5t4)"
bei der Bildung des Supremums zugelassen. Damit ist die Anzahl des Vorkommens von
t; in den zugelassenen Folge beliebig grofi. Also gilt Abw(my,t1,t2) = w.

Nach jedem Schalten von ¢; muss als néchste Transition ¢3 geschaltet werden. Folglich
ist die maximale Anzahl des Schaltens von t; bevor t3 geschaltet wird, genau 1.

Durch Schalten von t; erreichen wir die Markierung (0,0, 1), in der t3 aktiviert ist.
Nach dem Schalten von ¢3 kénnen wir nun beliebig oft die Folge t4t5 schalten, wodurch
die Anzahl der Vorkommen von #; zwar Null bleibt, aber auch die Anzahl der Vorkommen
von t3 nicht erhoht wird. Die andere Moglichkeit ist #4t1 zu schalten. Daher kann bis zum
erstmaligen Schalten von t; die Transition t3 hochstens einmal schalten.

Wir geben nun ein paar einfache Relation fiir die Abweichungen von Transitionsmen-
gen.

Folgerung 3.91 FEs seien N = (S,T, F,V,mg) ein Petri-Metz, m eine Markierung von
N und U und W zwei Teilmengen von T'.
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i) Wenn U C W ist, so gilt Abw(m,U, W) =0.
ii) Wenn U eine bei m lebendige Transition enthilt, ergibt sich Abw(m,U, ) = w.

Beweis. i) Wegen U C W erfiillt jedes Wort ¢ mit #w(q) = 0 auch #¢/(q) = 0.

ii) Die bei m lebendige Transition aus U kann in N beliebig oft geschaltet werden, d.h.
dass es zu jeder Zahl k eine Schaltfolge ¢ gibt, in der ¢ 6fter als k-mal vorkommt. Damit
gilt #u(q) > k. Andererseits ist natiirlich #¢(q) = 0. Damit wird Abw(m, U, () beliebig
groB, d.h. Abw(m,U,0) = w. O

Satz 3.92 FEs seien N = (S, T, F,V,mg) ein Petri-Metz, m eine Markierung von N und
U W, Uy, Uy, Wy und Wy Teilmengen von T'.

i) Wenn Uy C U, gilt, so ist Abw(m, U, W) < Abw(m, Uy, W).

ii) Wenn Wy C Wy gilt, so ist Abw(m,U, W) > Abw(m, U, Ws),

iii) Es gilt Abw(m, Uy U Uy, W) < Abw(m, Uy, W) + Abw(m, Uy, W).

Beweis. 1) Die Aussage folgt sofort aus #y, (q) < #uv,(q) fir alle Worter ¢ iiber 7.

ii) Da #w,(q) = 0 die Beziehung #w,(¢) = 0 impliziert, sind bei Abw(m, U, W)
weniger Worter bei der Bildung des Supremums zugelassen als bei Abw(m, U, W7). Damit
folgt die behauptete Relation.

iii) Die Behauptung folgt sofort aus #u,uv,(q) < #uv,(q) + #uv,(q) (Buchstaben aus
dem Durchschnitt werden auf der linken Seite nur einmal, auf der rechten Seite zweimal
gezahlt). O

Fiir disjunkte Mengen U; und U, gilt zwar #u,00,(¢) = #u,(¢) + #uv, (q), aber in Satz
3.92 iii) kann auch in diesem Fall das (echte) Kleinerzeichen stehen. Im Netz Ny, aus
Abbildung 3.13 gilt z.B.

Abw(myg, ty,ts) = Abw(mo, ta, t4) = Abw(mog, {t1,t2},t4) = 1,
wie man leicht erkennt.

Satz 3.93 Es seien N = (S,T,F,V,mgy) eine gewdhnliche Zustandsmaschine, m eine
Markierung von N und t; und ty zwei Transitionen aus T. Dann gilt Abw(m, t1,ts) €
{0,1,w}.

Beweis. Es seien N = (S, T, F,V,mg) eine gewohnlich Zustandmaschine, m eine Mar-
kirung von N und ¢; und ¢, zwei Transitionen aus T, fiir die Abw(m, t1,t3) > 2 gilt. Dann
gibt es Wort ¢ mit

#4,(q) > 2, #1,(q) =0 und ¢ € L(N,m’) fiir ein m' € R(N, m).

Offenbar muss ¢ eine Zerlegung ¢ = rt1¢'t;q” haben. Da in einer Zustandsmaschine je-
de Transition nur eine Stelle im Vor- bzw. Nachbereich hat und die Zustandsmaschine
gewohnlich ist, wird bei jedem Schalten einer Transition immer nur eine Marke vom
Vorbereich auf den Nachbereich verschoben. Daher gilt mit m/[r > m” die Bezichung
m” [tiq" > m”. Somit ist jedes Anfangsstiick von 7(¢1¢")* eine bei der Bildung des Supre-
mums zugelassene Schaltfolge. Folglich gilt Abw(m, t1,t2) = w.
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Damit sind 0, 1 und w die einzigen méglichen Werte fiir Abw(m, t1, t5) fiir Transitionen
t; und t5 einer gewohnliche Zustandsmaschine. Offensichtlich gelten fiir das Netz Ni; aus
Abbildung 3.14 die Beziehungen

Abw(mo,tl,tg) = 0, Abw(mo,tg,t4) =1 und Abw(mo,t4,t1) = w

(t; kann in Nj; bei keiner erreichbaren Markierung geschaltet werden; auf jedes Schalten

von t3 folgt ein Schalten von t4 und (¢5t4)" ist fiir jedes k eine Schaltfolge fiir mg). Hiermit

sind die drei moglichen Werte auch realisierbar. O
A~ PN

\ (e

tl t2 t3 t4

ks

Abbildung 3.14: Netz Nq;

Wir geben nun einen Zusammenhang zwischen der Abweichung und der Unparteilich-
keit.

Satz 3.94 FEs seien N = (S,T,F,V,mqy) ein Petri-Netz und m eine Markierung von
N. Wenn jedes Paar (t,t') von Transitionen in BA[my| liegt, so ist jeder Ablauf in N
unparteulich.

Beweis. Angenommen, es gibt einen parteilichen Ablauf w = (¢;). Dann gibt es eine
Transition ¢ € T, die in w nur endlich oft vorkommt. Dann gibt es eine natiirliche Zahl j
derart, dass fiir alle ¢ > j die Beziehung ¢; # t gilt. Wir setzen U = T\ {¢t} und ¢ =
tjt1...t fiir £ > j. Dann ergeben sich folgende Relationen

Hieraus folgt abw(mg,U,t) = w, da k beliebig grofl gewéhlt werden kann. Da U die
Vereingung von endlich Einermengen ist, die jeweils aus genau einer Transition bestehen,
folgt aus Satz 3.92 iii), dass fiir ein ¢’ in U auch Abw(mg,t',t) = w gilt. O

Die Umkehrung von Satz 3.94 gilt im Allgemeinen nicht. Dazu betrachten wir das
Netz Nio, das in Abbildung 3.15 mit seinem Uberdeckungsgraphen gegeben ist. Wenn
k die Anzahl der Marken auf p; ist, so kann hochstens k-mal #; geschaltet werden, und
dann muss wieder t, geschaltet werden. Analoges gilt fiir ¢ beziiglich der Marken auf
po. Daher gibt es in jedem Ablauf w = (;) zu jeder Zahl k Zahlen i; > k und iy > k
mit t;, = t; bzw. t;, = t». Daher enthilt jeder Ablauf unendlich viele Vorkommen von
t; und to, d.h. jeder Ablauf ist unparteilich. Andererseits gilt Abw(myg, t1,t2) = w, da auf
p1 eine beliebige Anzahl k von Marken gebracht werden kann und dann ¢; auch k-mal
hintereinander schalten kann.
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Abbildung 3.15: Petri-Netz N

Satz 3.95 Es seien N = (S, T, F,V,mg) ein beschrinktes Petri-Metz und m eine Mar-
kierung von N. Wenn jeder Ablauf in N unparteilich ist, so liegt jedes Paar (t,t") von
Transitionen in BA[my].

Beweis. Da N beschrankt ist, ist R(IV,my) eine endliche Menge, die aus K Markierungen
bestehen moge.

Angenommen, es gibt Transtionen ¢ und t’ fir die Abw(my, t,t') = w gilt. Dann gibt es
zu jeder Zahl k eine erreichbare Markierung my, € R(N,mg) und ein Wort g, € L(N, my,),
in dem ¢ mindestens k-mal und ¢ nicht vorkommt. Wir wihlen nun £ > K. Dann gibt
es eine Markierung m/’, die beim Schalten von ¢, mindestens zweimal erreicht wird und
daher Worter ¢, ¢, ¢" und p derart, dass

@ = qq'q" und mg [p > my [q > m' [¢ > m/

gelten. Somit ist w = pq(q’)* ein Ablauf in N, der aber nicht parteilich ist, da wegen
0 = #u(qr) > #v(¢') > 0 die Transition ¢’ in w nur endlioch oft vorkommt. Damit haben
wir einen Widerspruch zu unserer Annahme erhalten. a

Die Relation BA[my] steht nach den beiden letzten Aussagen in engem Zusammenhang
mit der Unparteilichkeit. Es ist daher von Interesse ein Verfahren zur Bestimmung von
BA[my] zu haben.

Es sei G der Uberdeckungsgraph des beschrinkten Petri-Netzes N = (S, T, F,V,m).
G habe die elementaren Kreise ki, ks, ... k. (dabei heifit ein Kreis k elementar, wenn kein
Teilweg von k ein Kreis ist). Fir 1 < ¢ < r sei ¢; die Schaltfolge, die dem Kreis k;
entspricht. Wir definieren dann fiir eine Teilmenge U C T der Transitionen den Vektor

d(U) = (#v(q), #v(g), -, #v(a))
und dessen Trager supp(d(U)) als die Menge der ¢ mit #y(g;) > 0.

Satz 3.96 Es sei N = (S, T, F.V,myg) ein Petri-Netz mit dem Uberdeckungsgraphen G.
i) Falls G keinen Kreis enthdlt, so gilt (U,W) € BA[my| fir beliebige U C T und
W CT.
ii) Wenn G die elementaren Kreise ky, ko, . .. k, enthdlt, so gilt (u,w) € BA[my] genau
dann, wenn supp(d(U)) = supp(d(W)) gilt. O
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Wir verzichten hier auf einen Beweis, da dafiir Kenntnisse iiber den Uberdeckungsgra-
phen erforderlich sind, die im Rahmen dieser Vorlesung nicht bereitstehen.

Satz 3.97 Fiir zwei gegebene Mengen U C T und W C T von Transitionen eines Netzes
N = (S,T,F,V,my) ist es entscheidbar, ob (U,W) € BA[my] gilt.

Beweis. Wir berechnen zuerst den Uberdeckungsgraphen HG von N. Als niichstes be-
stimmen wir die elementaren Kreise von G (dies kann mittels der Breitensuche dhnlichen
verfahren geschehen). Falls keine Kreise vorhanden sind, so gilt (U, W) € BA[my]. Im an-
deren Fall berechnen wir supp(d(U) und supp(d(W). Stimmen diese beiden Mengen iibe-
rein, so haben wir wegen Satz 3.96 (U, W) € BA[my]; anderenfalls gilt (U, W) ¢ BA[my).
O

Wir haben oben gesehen, dass die Abweichung kein Abstand sein kann, da sie nicht
symmetrisch ist. Wir wollen nun eine Modifikation vornehmen, die einen Abstand lifert.
Dabei werden wir auch noch eine Gewichtung der Transitionen vornehmen.

Definition 3.98 Es sei N = (S,T, F.V.mq) ein Petri-Netz, U C T und W C T zwei
Mengen von Transitionen und x eine Abbildung von T in die Menge N der positiven
natirlichen Zahlen.

i) Wir definieren den Spaltenvektor xyw tber den Transitionen durch

X(t) fallst €U undt & W,
xow =< x(t) fallst ¢ U undt e W, .
0 sonst

ii) Die Synchronieabweichung der Transitionsmenge U von der Transitionsmenge W
beziiglich x st die Zahl

SA(x, U, W) =sup{n(q) - xow | ¢ € L(N,m) fir ein m € R(N,mg)},
und der Synchronieabstand von U und W beziiglich x ist die Zahl

D(x,U, W) = max{SA(x,U, W), SA(x, W,U)}.

Beispiel 3.99 Wir betrachten das Netz N3 aus Abbildung 3.15. Es ist leicht zu sehen,
dass alle Schaltfolgen Anfangsstiicke des unendlichen Wortes (t1tat1t3)* sind.

Wenn wir den Vektor x = (1,1,1) wihlen, so erhalten wir SA(x,t1,t2) = w, da
fiir ein beliebiges k das Wort q = (titotit3)F den Wert 7(q)xs, 1, = 2k — k = k liefert,
womit das Supremum bei w liegt. Dagegen ist SA(x,2,t1) = 1, denn bei jedem Wort
aus mindestens zwei Buchstaben ist die Anzahl der ¢; mindestens so grof§ wie die Anzahl
der to, wihrend to € L(N,m) mit mg[t; > m den Wert 1 liefert. Folglich gilt auch
D(X7 tl? t2) = D(X(t27t1) = w.

Wihlen wir dagegen y = (1,2,2), so ergibt sich SA(y,t,¢) = 2 und damit auch
D(x,t,t') = 2 fir beliebige verschiedene Transitionen ¢ und ¢’ aus 7.
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Abbildung 3.16: Petri-Netz Ni3

Wir stellen nun eine Beziehung zwischen der Abweichung Abw und der Synchronieab-
weichung S A her. Diese ergibt sich aus den folgenden Beziehungen.

SA(x,U,W) = sup{n(q) - xuw | ¢ € L(N,m) fiir ein m € R(N,mg)}
sup{m(q) - xuvw | ¢ € L(N,m) fiir ein m € R(N,my), #w(q) =0}

sup{ Z #(Q)xuw(t) | ¢ € L(N,m) fir ein m € R(N,my), #w(q) =
teU\W

sup{#o\w(q) | ¢ € L(N,m) fiir ein m € R(N,my), #w(q) = 0}
Abw(mg, U\ W, W)

v

Wir geben zuerst einige elementare Eigenschaften von D an.

Folgerung 3.100 FEs secien N = (S, T, F,V,mq) ein Petri-Netz, U und W Mengen von
Transitionen und x eine Funktion von T in N.

i) Es gilt D(x, U, W) > SA(x,U, W) >0.

ii) Wenn U CW gilt, dann ist SA(x, U, W) = 0.

Beweis. i) Fiir das leere Wort A haben wir m(\) - xpw = 0. Damit muss das Supremum
mindestens 0 sein.

ii) Entsprechend der Definition hat ypw unter der Voraussetzung U C W bei allen
s € W\ U einen negativen Wert und sonst nur Nullen. Damit gilt fiir jedes Wort ¢ die
Beziehung 7(q)xuw < 0. Unter Beachtung von i) folgt die Behauptung. 0

Der folgende Satz zeigt, dass die Bezeichnung Synchronisationsabstand fiir D(y, U, W)
berechtigt ist.

Satz 3.101 FEs seien N = (S, T, F,V,mq) ein Petri-Netz, U und W Mengen von Tran-
sitionen und x eine Funktion von T in N. Wenn in N keine Transition tot ist, so ist D
bez. x ein Abstand in der Potenzmenge von T'.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass die folgenden drei Eigenschaften gelten:

D(x,U, W) =0 gilt genau dann, wenn U = W ist. (3.5)
D(x, U, W) = D(x,W,U) gilt fiir alle U, /W C T. )
D(x, U W) < D(x,UY)+ D(x,Y,W) gilt fiir alle U,W,Y C T. (3.7)
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Wir zeigen (3.5). Wenn U = W gilt, so folgt aus Folgerung 3.100 ii) sofort
SA(x, U W)= SA(x,W,U) = 0.

Somit ist auch D(x, U, W) = 0.

Ist umgekehrt D(x, U, W) = 0, so ergibt sich aus der Definition von D und Folgerung
3.1001) SA(x, U, W) = SA(x, W,U) = 0. Daher gilt fiir alle Markierungen m € R(N, mg)
und alle Wérter g € L(N,m)

m(@)xow <0 und 7(g)xwu < 0. (3.8)

Nun folgt aber aus der Definition von xyw sofort xpw = —xw,y. Falls also m(¢)xuw < 0
fiir ein ¢ wére, so wire 7(¢)xwu = —7(q)xv,w > 0 im Widerspruch zu (3.8). Damit haben
wir 7(q)xu,w = 0. Analog zeigen wir 7(q)xw,v = 0.

Die Aussage (3.6) folgt sofort aus der Symmetrie in der Definition von D(x, U, W).

Die Aussage (3.7) ist offenbar, wenn D(y,U,Y) = w oder D(x, Y, W) gilt. Wir kénnen
daher im Folgenden annehmen, dass SA(x,U,Y) und SA(x,Y, W) endlich sind. Ferner
kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass U, W und Y paarweise
disjunkt sind, da den Transitionen im Durchschnitt von A und B bei x4 p der Wert 0
zugewiesen wird.

Es sei L die Vereinigung aller Mengen L(N,m) mit m € R(N,my). Dann erhalten wir

SA(x, U,W) = sup{7(¢)xvw | ¢ € L}
= sup{>_#(q)x(t) = Y _#(a)x(t) | q € L}

= sup{g: #i(q)x(t) — g#t(q)x(t)
fz H#(q)x(®) t_ez #i(@)x(t) | g € L}

< sup{ie;t(@x(t) - fzt(q)x(t) g€ L}
qup{teZY #t(q);:(i) -~ ;W#t(q)x(t) lqe L}

= SA(,UY)+ SA(x, Y, W)

und
D(x, U, W) = sup{SA(x,U, W), SA(x,W,U)}
< sup{SA(x,U,Y) + SA(x, Y, W), SA(x,W,Y) + SA(x,Y,U)}
< sup{SA(x,U.Y) + SA(x,Y,U)} +sup{SA(x, W.Y), SA(x, Y, W)}
= D(x,UY)+ D(x,Y,W).
Folglich ist (3.7) auch bewiesen. O

Wir wollen jetzt untersuchen, unter welchen Umstdnden D(y, U, W) endlich ist. Ins-
besondere fragen wir nach der Entscheidbarkeit dieser Eigenschaft. Wir beginnen mit ein
paar einfachen Folgerungen aus D(y, U, W).
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Satz 3.102 Wenn x eine realisierbare T-Invariante eines Petri-Netzes N = (S, T, F,V, my),
x eine Funktion von T in N ist und SA(x,U,W) # w fir zwei Mengen U und W wvon
Transitionen gilt, so ist x{;y - < 0.

Beweis. Wenn z eine realisierbare T-Invariante ist, so gibt es im Erreichbarkeitsgraphen
von N einen Kreis derart, dass x der transponierte Parikhvektor der zum Kreis gehérenden
Schaltfolge ¢ ist. Damit haben wir mg[p > m[g > m fiir eine Schaltfolge p und eine
Markierung m. Da ¢ einen Kreis beschreibt, ist ¢™ fiir jedes n in L(N,m). Damit ist

wegen 7(q)T = x

T

SA(x, U, W) > w(q")xvw = nm(@)xvw = n(m(@)xvw)” = nxtwr(@)" = nxtwe.

Da fiir ngx > 0 der Wert SA(x, U, W) grofer als jede gegebene Zahl n ist, erhalten wir
SA(x,U, W) = wim Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Damit haben wir ngx <0.
O

Folgerung 3.103 Es seien N = (S,T,F,V,mg) ein Petri-Netz, x eine realisierbare
T-Invariante von N und x eine Funktion von T in N, und es gelte D(x, U, W) # w
fiir zwer Mengen U und W von Transitionen. Dann ist Xaw -z =0.

Beweis. Nach Definition gilt xyw = —xw,y. Aus der Voraussetzung D(x, U, W) # w
folgen SA(x,U, W) # w und SA(x, W,U) # w. Damit erhalten wir aus Satz 3.102

T T
OZXw,U'x:_XU,W'l’ZOa

woraus die Behauptung sofort folgt. O

Satz 3.104 Es seien N = (S,T, F,V,mg) ein beschrinktes Petri-Netz, U und W Teil-
mengen von T und x eine Funktion von T in N. Dann ist D(x, U, W) genau dann endlich,
wenn 7(r) - xuw = 0 fir alle Worter r € T* gilt, die einen elementaren Kreise im Er-
reichbarkeitsgraphen von N beschreiben.

Beweis. Es sei zuerst D(x,U, W) ein endlicher Wert. Da jeder Vektor m(r)T eine T-
Invariante ist, erhalten wir X/, 7(r)” = 0 aus Folgerung 3.103. Somit gilt 7 (r)xu,w = 0.

Es seien K die Anzahl der Markierungen in R(N,mg) und ry, 73, ...r, die Parikh-
Vektoren der Schaltfolgen zu elementaren Kreisen in EG(N, mg). Wir zeigen zuerst, dass
(*)  zu jeder Markierung m € R(N,mg) und jedem Wort ¢ € L(N, m) eine Funktion
von 7" in N (geschrieben als Zeilenvektor r,) und Koeffizienten ay, as, ..., oy so
existieren, dass
m(q) =71+ SoF  air; und 0 < ry(t) < K fiir t € T gelten.

Es sei ¢ = tity. .. t, € L(N,m). Dann gilt
mo [x >m =mg[t; >m][ta >my[ts > ... [t, >m).
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= n < K fiir jede Transition t € T. Wir

Es sei zuerst n < K gilt, so gilt #:(q) < |
= 0. Damit ergeben sich

withlen nun r, = 7(¢) und oy =g = - - -

ql

o7
k

0<#(q)=r,(t) < KfirteT und =(q)=r,=r,+ Zam,
i=1

womit die Aussage bewiesen ist.

Es sei nun n > K. Dann gilt sogar n + 1 > K und folglich sind zwei der n + 1
Markierungen mg, mj, ..., m;, identisch, sagen wir m; = m} mit i < j. Damit ergeben
sich

mo [* > m6 [tltg ot > mi [ti+1ti+2 . tj > m; [tj+1tj+2 oty > m;,
tita ... titjsitj1o . . . t, ist Schaltfolge fiir m = mg und ¢; 11,42 . . . t; beschreibt einen Kreis
uwin EG(N, mg). Als Kreis ist u aus elementaren Kreisen zusammengesetzt. Daher haben

k
W(ti_,_ltﬂ_g NN tj) = Z ;T .
i=1

Ist die Lénge des verbleibenden Wort 1ty ... ¢t 5418542 ..., € L(IN,m) kleiner als K,
withlen wir wie oben r, = w(t1t2 ... titj41t 42 . . . t,) und erhalten

k
7T(q) = 7T(t1t2 e titj+1tj+2 . tn) + W(ti+1ti+2 . t]) =Tyq + Z ;T
i=1

und wie oben 0 < r,(t) < K fiir t € T Ist die Lénge von t1ty...¢;tj 1140 . . 1, groBer als
K, so kénnen wir die gleiche Prozedur, die oben auf ¢ angewendet wurde, auf die Sequenz
tity. . . titjp1tj4e . . . t, anwenden und iteriert so weiterverfahren, bis sich ein Restwort mit
einer Liange < K ergibt.

Es seien nun y, U, W so gegeben, dass 7(r) - xyw = 0 fiir alle Worter » € T gilt, die
einen elementaren Kreise im Erreichbarkeitsgraphen von N beschreiben. Dann gilt unter
Beriicksichtigung von (*) und Folgerung 3.103 (man beachte, dass die 7! T-Invarianten
sind)

k
T(@)xvw = roxvw + > airixvw = roxow < Y rg(Hx(H) < > x(t)- K = K.
i=1 teU teU
Daher ist das Supremum bei der Definition von SA(x,U, W) durch K’ nach oben be-
schriankt. Analog weist man auch eine Schranke fiir SA(x, W, U) nach, womit D(y, U, W)
beschrankt ist. O

Folgerung 3.105 FEs ist entscheidbar, ob fir ein Petri-Netz N = (S, T, F,V,my), Teil-
mengen U und W von T und eine Funktion x : T — N der Abstand D(x,U, W) endlich
15t.

Beweis. Da der Erreichbarkeitsgraph eines beschrinkten Netzes endlich ist, kénnen wir
den Erreichbarkeitsgraphen konstruieren und dann mittels Breitensuchen alle elementaren
Kreise darin finden. Fiir alle diese Kreise r kénnen wir iiberpriifen, ob 7(r) - xuw = 0
gilt. Im positiven Fall ist D(x, U, W) endlich; anderenfalls ist D(x, U, W) = w. a
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Kapitel 4

Petri-Netze und formale Sprachen

In diesem Kapitel werden wir auf der einen Seite die Mengen von Schaltfolgen eines Petri-
Netzes aus der Sicht der Theorie formaler Sprachen untersuchen, und auf der anderen Seite
wollen wir mit Hilfe von Petri-Netzen ein Problem aus der Theorie formaler Grammatiken
mit gesteuerten Ableitungen l6sen. Zuerst wollen wir aber einige Notationen und Fakten
aus der Theorie formaler Sprachen geben, die wir im Folgenden benutzen werden.

4.1 Einiges aus der Theorie formaler Sprachen

Hinsichtlich der Theorie der formalen Sprachen gehen wir davon aus, dass die Leserin
/ der Leser iiber die Grundkenntnisse aus einer Vorlesung zur Theoretischen Informatik
verfiigt (siehe z. B. [?]). Insbesondere erwarten wir die Kenntnis der Chomsky-Normalform
fiir kontextfreie Grammatiken, der Aquivalenz der reguliren Sprachen und der von end-
lichen Automaten akzeptierten Sprachen und der Schleifenséitze (Pumpinglemmata) fiir
regulidre und kontextfreie Sprachen. Wir geben hier nur kurz einige Bezeichnungen und
einige Resultate an, die iiblicherweise nicht in den Grundvorlesungen zur theoretischen
Informatik vorkommen.

Ein endlicher Automat wird als Quintupel A = (X, Z, 2o, F, 0) spezifiziert, wobei X die
Menge der Eingabesymbole, Z die Menge der Zusténde, 2y € Z der Anfangszustand, F' C
Z die Menge der akzeptierenden Zusténde und § : Z x X — Z die Uberfithrungsfunktion
sind.

Eine Regelgrammatik wird als Quadrupel G = (N, T, P, S) spezifiziert, wobei N die
Menge der Nichtterminale, 7" die Menge der Terminale, P die Menge der Regeln und S das
Startsymbol oder Axiom sind. Wir bezeichnen die Mengen der reguliren, kontextfreien
und kontextabhéngigen Sprachen mit L(REG), L(CF) und L(C'S).

Lemma 4.1 i) R, = {a™™ | n>m >0} ¢ L(REG).
i) Rope={a"b’c" | r>s>t>0} ¢ L(CF).

Beweis. i) Wir nehmen an, dass R, regulér ist. Dann gibt es einen endlichen Automaten
A = ({a,b}, Z, 2y, F,6), der R, akzeptiert. Die Anzahl der Zusténde von Z sei k. Wir
betrachten das Wort a** 1051, Wegen a**10" 1 € R, ist (a*"1bF+! € F. Wir betrachten
die Zusténde z, = (2o, ak“bq), 1 < g < k+1. Dies sind k 4+ 1 Zustande. Da es aber nur
k Zusténde in Z gibt, existieren Zahlen ¢ und j mit 1 <7 < j < k+1 derart, dass z; = z;
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gilt. Damit erhalten wir §(z;, %) = 2; und daraus zuerst §(z;, b"U=9) = z; fiir alle n > 2
und dann §(zg, a*1HHPUTDYEHITI) € F. Damit wird a*THFHIH=DE) akzeptiert. Also
haben wir a*t1pF+1+(n=D0G=) ¢ R, Da aber (n—1)(j —i) > 0 ist, ist wegen der Struktur
der Woérter in R, auch aF+1pf+1+(n=00-9 ¢ R . Der dadurch erhaltene Widerspruch
zeigt, dass unsere Annahme falsch, womit die Aussage i) des Lemmas bewiesen ist.

ii) Wir verzichten hier auf einen vollsténdigen Beweis. Wir nehmen an, dass R, . eine
kontextfreie Sprache ist und G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-
Normalform ist, die R, . erzeugt. Die Grammatik G habe k Nichtterminale. Wir betrach-
ten das in R, . liegende Wort w = a2 2" 2" Dann enthélt der Ableitungsbaum fiir
w einen Teilbaum der Tiefe k + 1, dessen Blétter alle ¢ sind. In diesem Baum gibt es
einen Pfad, der ein Nichtterminal doppelt enthélt. Mittels dieses Nichtterminals konnen
ein Pumping von zwei Teilwortern ¢? und ¢ mit p + ¢ > 0 erreichen. Hierdurch ent-
steht ein Wort mit mehr Vorkommen von ¢ als Vorkommen von a. Folglich wird ein Wort
abgeleitet, dass nicht in R, . liegt, womit wir einen Widerspruch hergeleitet haben. O

Es sei G = (N, T, P, S) eine Regelgrammatik. Fiir eine Ableitung
D:S—w —=w—...—w,=w
von w € T* in GG, defieren den Arbeitsplatz von w bei D als
Wsa(w, D) = max{|w;| | 1 <i<r}
und den Arbeitsplatz von w als
Wsa(w) = min{Wsg(w, D) | D is a derivation of w in G}.

Ohne Beweis geben wir die folgende Aussage an; ein Beweis ist in [?] zu finden.

Satz 4.2 Wenn es fiir eine Regelgrammatik G = (N, T, P,S) eine Konstante k € N
derart gibt, dass Wsg(w) < k|w| fir allew € L(G) gilt, so ist L(G) eine kontextabhingige
Sprache. O

4.2 Petri-Netz-Sprachen

Das Verhalten von Petri-Netzen wird in entscheidendem Mafle von den im Netz realisier-
baren Schaltfolgen bestimmt. Wir haben bereits im Abschnitt 3.1 fiir jedes Petri-Netz
N = (S,T, F,V,mg) die Menge

L(N,my) = {q | mo[g > m fiir eine Markierung m}

definiert. Offensichtlich ist L(N,mg) eine Sprache iiber dem Alphabet 7. Wir nennen
L(N,mg) die Sprache des Petri-Netzes. Da mit N die Anfangsmarkierung my festgelegt
ist, schreiben wir nur einfach L(NV) anstelle von L(N,my).

Petri-Netz-Sprachen haben die folgende einfache Figenschaft, die oft den Nachweis
gestattet, dass eine gegebene Menge keine Petri-Netz-Sprache ist.
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Lemma 4.3 i) Es seien N = (S, T, F,V,mq) ein Petri-Netz und q ein Wort aus L(N).

Dann ist auch jedes Anfangsstiick q' von q ein Wort aus L(N). Insbesondere gilt \ € L(N).

i) Fir jedes Petri-Netz N = (S, T, F,V,my) gilt L(N) = Pref(L(N)).!

Beweis. 1) folgt aus der Tatsache, dass mit ¢ auch jedes Anfangsstiick von ¢ eine Schalt-

folge ist. ii) ergibt sich direkt aus i). O
Die folgende Aussage ergibt sich sofort aus der Definition der Lebendigkeit von Petri-

Netzen.

Lemma 4.4 Essei N = (S,T,F,V,mg) ein Petri-Netz. Dann ist N genau dann lebendig,
wenn L(N) die folgende Eigenschaft (%) besitzt.
(x) Fiir jedes ¢ € L(N) und jedes t € T' gibt es ein v € T* mit qrt € L(N). O

Folgerung 4.5 Die Sprache eines lebendigen Petri-Netzes ist unendlich. a

Wir definieren nun einige Mengen von Petri-Netz-Sprachen:

L(P) = {L(N) | n ist ein Petri-Netz},
L(PB) = {L(N) | n ist ein beschrinktes Petri-Netz},
L(P) = {L(N) |n ist ein lebendiges Petri-Netz}.

Wir vergleichen zuerst die gerade definierten Familien von Petri-Netz-Sprachen unter-
einander und mit den Familien der der Chomsky-Hierarchie.

Satz 4.6 FEs gilt das folgende Diagramm aus Abbildung 4.1, das wie folgt zu interpretieren
ist: A — B steht fir A C B; sind zwei Familien nicht durch einen gerichteten Weg
verbinden, so sind sie unvergleichbar.

L(CS)
/ \
L(CF) L(P)
E(RTEG)

™

L(PB)  L(PL)

Abbildung 4.1: Hierachie der Petri-Netz-Sprachen

Beweis. Die Inklusionen L(REG) C L(CF) C L(CS) und ihre Echtheit sind aus der
Vorlesung Theoretische Informatik bekannt (siehe z. B. [?]). Da beschrénkte und lebendige
Petri-Netze spezielle Petri-Netze sind, folgt aus den Definitionen von £(PB), L(PL) und
L(P) sofort L(PB) C L(P) und L(PL) C L(P).

'Fiir eine Sprache L C V* ist Pref(L) durch Pref(L) = {u | uv € L fiir ein v € V*} definiert.
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i) Es gibt eine regulidre Sprache R, die nicht in £(P) liegt.

Offensichtlich ist die endliche Sprache R = {t°} iiber dem einelementigen Alphabet
{t} regulér. Nach Lemma 4.3 i) ist R aber keine Petri-Netz-Sprache. Also gilt R ¢ L(P).

ii) L(PB) C L(REG).

Es sei L € L(PB). Dann gilt L = L(N) fiir ein beschrénktes Petri-Netz N =
(S, T, F,V,mg). Dann ist die Menge R(N,mq der erreichbaren Markierungen endlich. Wir
konstruieren nun den endlichen Automaten

A = (T, R(N> mO)amOa R(Na m0)76)?

wobei 0 durch §(m,t) = m’ mit m[t > m’ definiert ist. Da jede erreichbare Markierung
zu den akzeptierenden Zusténden gehort, ist jede Schaltfolge in der von A akzeptierten
Menge. Folglich ist T'(A) = L und damit L regulér.

Da jede Sprache aus L£(PB) regulér ist, gilt L(PB) C L(REG).

Die Sprache R aus i) erfiillt offenbar R ¢ L(PB). Folglich ist die Inklusion £(PB) C
L(REG) sogar echt.

iii) Es gibt eine Sprache in £(PL), die nicht kontextfrei ist.
Wir betrachten das gewthnliche Netz

N = ({Sl, 82}, {tl, tQ, tg}, {(tl, 81), (Sl, tg), (tg, 82), (82, tg)}, V, (0, O))

Da in N zu jedem Zeitpunkt die Folge t,t5t3 geschaltet werden kann, ist NV lebendig. Die
Petri-Netz-Sprache von N ist

L(N) = {u | fiir jedes Wort v € Pref(u) gilt #¢,(v) > #4,(v) > #4,(v) }.

Wir zeigen nun, dass L(V) nicht kontextfrei ist. Angenommen, L(N) ist kontextfrei.
Dann ist auch L(N) N {t;}*{t2}*{t3}* als Durchschnitt einer kontextfreien Sprache mit
einer reguléren Sprache kontextfrei. Wegen

L(N) N {ta} {t}"{ts} = {titsts | r = s > ¢ > 0}

erhalten wir einen Widerspruch zu Lemma 4.1 ii).

iv) Aus den Inklusionen L(REG) C L(CF) und L(PL) C L(P) und den Aussagen
in i) und iii) folgt sofort die Unvergleichbarkeit von £L(REG) und L(CF) einerseits und
L(PL) und L(P) andererseits.

v) L(PL) und L(PB) sind unvergleichbar.

Die Sprache L(N) aus iii) liegt in L(PL), aber ist nicht kontextfrei. Wegen L£(PB) C
L(REG) C L(CF) ist auch L(N) ¢ L(PB).

Andererseits ist fiir das gewohnliche Netz N’ = ({s},{t},{(s,?)},V, (1)) die Erreich-
barkeitsmenge R(N’, (1)) durch {(1),(0)} gegeben. Somit ist N’ ein beschrinktes Petri-
Netz. Daher gilt L(N') = {\,t} € L(PB). Wegen Folgerung 4.5 gilt noch L(N') ¢ L(PL).

vi) L(PL) C L(P).
Wir haben schon festgestellt, dass £L(PL) C L(P) gilt. Die Sprache L(N’) aus v) liegt
in L(PB) und folglich in £(P), aber nach i) nicht in £(PL). Damit gilt L(PL) C L(P).
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vii) L(P) C L(CS).
Es sei N = (S, T, F,V,mg) ein Petri-Netz. Dabei sei S = {s1, s9,...,S,}. Mit jeder
Transition ¢ und jeder Stelle s assoziieren wir die Mengen

Mt - {Xt7 Y%? Zt}7
Ms,t = {At,s,la At,s,27 ceey At,s,t*(s)—l—l}a

Ns,t - {Bt,s,la Bt,s,2a ) Bt,s,n(s,t)}>
wobei n(s,t) durch
| =A@ (s)+1 fur A(t)(s) <0
n(s,t) = { ! fiir A(t)(s) > 1

definiert ist.
Wir konstruieren nun die Regelgrammatik G = (N, T, P, S), wobei

N={$,S XYY Zyu{A|1<i<npu{4|1<i<n}ulJMul]M,Ul] N,

teT teT teT
sesS SES

gilt und P aus allen Regeln der folgenden Art besteht:
S — Y X AT x AT x grmolen) xg
(durch diese Regel wird eine Beschreibung der Anfangsmarkierung
mo = (mo(s1), mo(s2), ..., mo(sn))
erzeugt),

$YX —$XA 1 fix teT,

ApsirAi = AiA g rpn fiir teT, 1<i<n, 1<r <t (s),
Apsit—s)+14i = AiAy s s+ fiir teT, 1<i<n,
Apsii-s+1X = XAy, 0 fir teT,1<i<n—1,
Aoy X = X, X fir teT

(die Symbole A;,, wandern von links nach rechts iiber das Wort und markieren dabei
durch Ubergang zur gestrichenen Variante jeweils soviel Symbole A;, wie t~(s) angibt; sind
nicht geniigend A; vorhanden, so wird die Ableitung blockiert, wenn A; ;, mit r < ¢~ (s)
direkt vor einem X steht; sind stets ausreichend viele Symbole A; vorhanden, so wird X,
eingefiihrt),

AiXt — XtAZ fir te T, 1 S 1 S n,
AlXy — XA, fir teT, 1<i<n,
XXt — XtX fU.l" t € T
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(das Symbol X; bewegt sich von rechts nach links iiber und iiberfiithrt dabei alle A} wieder
in Az)a

$X, X — $XBMOEV A, fiir te T, Alt)(s1) >0,

Bis,+A; = Bigppr fur teT, 1<i<n, 1<r<nf(ts),

Bt,si,n(t,s)Ai - AiBt,si,n(t,s) fir te T> 1<i< n,

BiamenX — XAXWEIR, 0 fir teT, 1<i<n—1,A0)(si1) >0,
Bt75n’n(57t)X — X}/:f fU_l" t e T

(wenn A(t)(s;) < 0 gilt, so werden —A(t)(s;) Symbole A; gestrichen; ist A(t)(s;) > 0,
so werden A(t)(s;) Symbole A; zusitzlich eingefiihrt; folglich wird die Anzahl der 4; um
A(t)(s;) geandert; nach dieser Anderung wird wird Y; erzeugt),

Yit' =Y, fir t,t €T,
Y,$ — Zt$ fir teT

(das Symbol Y; bewegt sich weiter nach rechts und fiigt vor der Endmarkierung $ ein ¢
ein und wird zu Z geéndert),

t7 — 7t fir teT,
A, Z — ZA; fir 1<i<n,
XZ — 7X,$7Z — §Y

(das Symbol Z wandert nach links und wird vor der Anfangsmarkierung in Y geéndert;
insgesamt wird damit ein Wort $Y XA X A,,, X ... XA™ X¢$ mit ¢ € T* ins Wort

$YXAT/1XAmr2X .. .XA;nl"th$ tiberfiihrt, wobei die Markierung m = (my, ma, ..., my,)
durch Schalten von ¢ in die Markierung m' = (m}, mj, ..., m, ) iibergeht),

SYX Y VX =Y YV$— )\
Y'A; =Y fir 1<i<n,
Yt -tY' fir teT

(das Symbol Y’ wird erzeugt, bewegt sich von links nach rechts und 16scht dabei alle
Symbole, die nicht in T" liegen).
Aus den Erklarungen zu den Regeln folgt, dass

FY XAV X ATl X AT0bn) X§ s §Y XAV X A, X .. XA Xp§ —> p

genau dann gilt, wenn mg[p > (u1, ug, . .., u,) giiltig ist. Hieraus ergibt sich L(G) = L(N).
Wenn k£ = max{A(t)(s) | t € T, s € S} ist, so wird bei jedem Hinzuftigen einer
Transition der vordere Teil aus Nichtterminalen héchstens um n x k& Symbole verlangert.
Daher hat jede Satzform einer Ableitung von p héchstens die Lange kn|p| +n + 4 + [p|p.
Aus Satz 4.2 folgt nun, dass L(G) und damit auch L(N) kontextabhéngig ist.
Damit ist L(P) C L(C'S). Da die Sprache R aus i) in £(C'S) aber nicht in £L(P) liegt,
ist die Inklusion sogar echt. O
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Wir geben nun Abschlusseigenschaften beziiglich der in der Theorie formaler Sprachen
iiblichen mengentheoretischen Operationen Vereinigung, Durchschnitt und Durchschnitt
mit reguldren Mengen und der algebraisch motivierten Operationen Konkatenation, Ho-
momorphismen und inversen Homomorphismen.

Satz 4.7 Die Mengen L(P), L(PB) und L(PL) sind nicht abgeschlossen unter Vereini-
gung, Konkatenation, Homomorphismen und Durchschnitten mit requldren Mengen.

Beweis. 1) Vereinigung
Wir betrachten die gewéhnlichen Netze

Ny = ({s1}, {t1}, {(s1,t1), (t1,81) 1, V, (1)) und No = ({2}, {ta}, {(s2, t2), (t2,52)}, V; (1)).

Offensichtlich sind die Netze beschrénkt und lebendig. Folglich sind die zugehorigen Petri-
Netz-Sprachen
L(Ny) ={t7 ] 0<n}und L(Ny) ={t5 | 0 <n}

sowohl in £(P) als auch in L(PB) und L(PL).
Wir beweisen nun, dass

nicht in £(P) liegt.

Wir nehmen an, dass es ein Petri-Netz N = (S, t1,ts, F, V,mg) mit L(N) = L; gibt.
Wir merken zuerst an, dass A(t;) > 0 gilt. Dies folgt daraus, dass im anderen Fall eine
Stelle s mit A(¢1)(s) < 0 existiert, fiir die nach k-maligem Schalten von t; dann mg(s) +
k- A(t1)(s) Marken auf s liegen und fiir hinreichend grofies k wird dieser Wert kleiner als
t7 (s), d.h. t; wére nicht mehr aktiviert; aber aus der Struktur von L(N) folgt, dass t;
nach beliebig oftmaligen Schalten von ¢; immer aktiviert ist. Es sei m; durch mg[t; > my
definiert. Wegen my = mg + A(t1) > mg und der Schaltbarkeit von ts bei mg ist ty auch
bei m; aktiviert. Somit ist ¢;¢5 eine Schaltfolge in N und damit in L(N). Anderrerseits
ist t1t5 nicht in L;. Dies widerspricht L(N) = L;.

ii) Konkatenation

Wir betrachten erneut die Netze N7 und N, aus i) und die Sprache

Wir nehmen erneut an, dass es ein Petri-Netz N’ = (S', {t1,t2}, F', V', my) mit L(N') =
Lo gibt. Wie in Teil i) kann gezeigt werden, dass A(t;) > 0 und A(ty) > 0 gelten. Es
sei my die Markierung nach Schalten von t;. Wegen m; = mqg + A(ty) > my ist to bei
my aktiviert. Die Markierung mo entstehe aus m; durch Schalten von t,. Dann gilt auch
my = mq + A(ty) > my > mg, womit t; bei my aktiviert ist. Damit ist t1t5t; eine Schalt-
folge in N, aber ttotq liegt nicht in Ls. Der damit erhaltene Widerspruch zeigt, dass Lo
keine Petri-Netz-Sprache ist.

iii) Durchschnitt mit regulédren Mengen
Wir betrachten wieder das Netz N; aus i) und betrachten die Sprache

R=L(N)U{t]} = {3},
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ty

A=

o=

ts

Abbildung 4.2: Netz K

die als Durchschnitt einer Petri-Netz-Sprache mit einer reguldren Menge entsteht. Im Teil
i) des Beweises von Satz 4.6 haben wir bereits nachgewiesen, dass R keine Petri-Netz-
Sprache ist.

iv) Homomorphismen

Wir betrachten das Netz K aus Abbildung 4.2. Es ist leicht zu sehen, dass K be-
schriankt ist (zu jedem Zeitpunkt ist genau eine Marke im Netz) und die zu K gehérige
Petri-Netz-Sprache

LK) = {q1ga---qx | k>0, ¢ € {tstts | n >0} U {tatt) [ n >0} fir 1 <i < k-1,
qx € Pref({tstity | n > 0} U {t4t]t, | n > 0})}

ist. Aufgrund der Struktur von L(K) ist auch sofort zu sehen, dass K beschréankt ist (vgl.
Lemma 4.4).

Wir definieren den Homomorphismus A durch
Dann ergibt sich

hL(K)) = {2t % [ k>1, i;€{1,2} fir 1 < j <k, n; >0fiw1<j<k}
UE et 0 k> 1, 0 € {1,2) fir 1 < j <k, ny >0 fiir 1 < j <k}

1

In h(L(K)) steht zwischen zwei verschiedenen ¢; und ¢; immer ein ¢. Wir nehmen jetzt
wieder an, dass es ein Netz N” mit L(N"”) = h(L(K)) gibt. Analog zum Teil i) dieses
Beweises konnen wir zuerst A(t;) > 0 und A(ty) > 0 fiir N” zeigen und dann nach-
weisen, dass tttat; eine Schaltfolge in N” ist. Wegen t1ttot; ¢ h(L(K')) haben wir den
gewiinschten Widerspruch erhalten. O
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Satz 4.8 Die Menge L(P) ist abgeschlossen unter Durchschnitten und inversen Homo-
morphismen.

Beweis. 1) Durchschnitt

Es seien L; und Ly zwei Sprachen aus L£(P). Ferner seien Ny = (51,711, F1, Vi, mq)
und Ny = (Ss, Ty, Fy, Vo, my) zwei Petri-Netze mit L(N;) = L; und L(Ny) = Ly. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass S; N Sy = () gilt.

Der Durchschnitt L; N Ly ist offenbar eine Sprache iiber T) N 75, da eine Transition
aus 1) \ Ty bzw. aus Ty \ T} nicht in Ly bzw. L; vorkommen kann. Folglich kénnen wir
die Transitionen aus (77 \ T5) U (T3 \ T}) streichen.

Wir konstruieren nun das Petri-Netz

= (Sl U SQ,Tl ﬂTg,Fl/ U FQ/,‘/,mo),

wobei folgende Beziehungen bestehen:

. F’ (F1N (St x (ThnTy))) U (Fy N (T NTy) x Sh)),

= (F2N (S x (T1N1T3)) U (BN ((ThNT2) x 52)),
Vs,t) Vl(,)undV(,s):Vl(,s)furSESl,
V(s,t) = Va(s,t) und V(t, s) = Vi(t, s) fiir s € s,

(

(
o m(s) =my(s) fiir s € S; und
(

) (
s) = ma(s) fir s € Ss.

3 3

Entsprechend der Konstruktion ist eine Transition ¢ € 77 N7y in N genau dann
aktiviert, wenn sie sowohl im N; entsprechenden Teilnetz und im N, entsprechenden
Teilnetz aktiviert ist. Folglich ergibt sich, dass eine Schaltfolge aus N sowohl Schaltfolge
in N; als auch Schaltfolge in N ist. Daher gilt L(N) = L(N1)NL(Ny), und L(N;)NL(Ny) €
L(P) ist gezeigt.

ii) Inverse Homomorphismen.

Es seien L eine Sprache aus £(P) und N = (S, T, F,V, my) ein Petri-Netz mit L(N) =
L. Ferner sei ein Homomorphismus h : (7")* — T gegeben. Dann ist 7" = T} U T, wobei

Ty={A|AcT, WA £)\} und Tp={A| AT, h(A) =}

Es sei ¢ € TT. Wenn my und msy zwei Markierungen von N sind, so dass ¢ € L(N,my)
und ¢ € L(N,ms), so liegt ¢ auch in L(N,m), wobei m durch die Setzungen m(s) =
min{m(s), ma(s)} fiir s € S definiert ist, da die minimale Anzahl von Marken ausrei-
chend ist, um ¢ schalten zu kénnen. Damit gibt es fiir jede Schaltfolge ¢ eine minimale
Markierung H(q) mit ¢ € L(N, H(q)). Dabei ist H(gq) durch

H(q)(s) = min{m'(s) | ¢ € L(N,m’)}

definiert.
Wir betrachten das Netz Ny = (S, T3, Fi, Vi, mg). Dabei sind F; und V; wie folgt
bestimmt. Fiir A in 77 mit h(A) = ¢ setzen wir

A =H(q) und A" =Aq+ H(q).
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Durch diese Setzungen sind F; und V; eindeutig bestimmt. Dann erhalten wir
A(A)=AT - A" = A(q) + H(q) — H(q) = A(g).

Dadurch ist A;As ... A, genau dann eine Schaltfolge in Ny, wenn h(A;)h(As)...h(A,)
eine Schaltfolge in N ist. Somit haben wir L(N;) = hy'(L(N)) fiir den Homomorphismus

hy Ty — T
Es bleibt nun, eine Erweiterung des Netzes N; vorzunehmen, damit auch die Transi-
tionen aus T5 erfasst werden. Da h(A) = A fiir A € T;, gilt, haben wir die Konstruktion so
vorzunehmen, dass A € T, immer aktiviert ist. Dies geschieht einfach durch Hinzunahme
einer Stelle p, die mit jedem A € T3, in beiden Richtungen jeweils mit der Vielfachheit 1
verbunden wird und in der Anfangsmarkierung eine Marke erhélt. Es ist nun dieses Netz
mit N; so zu verbinden, dass ein zusammenhéngendes Netz entsteht, die Schaltungen
aber unabhéngig voneinander erfolgen kénnen. Diese Verbindung schaffen wir durch eine
zusétzliche Transition z, deren Nachbereich aus einer beliebigen Stelle aus S besteht, deren
Vorbereich aus p besteht und V' (p, z) = 2 erfiillt. Da auf p stets nur eine Marke liegt, kann 2z
nie geschaltet werden. Fiir das so konstruierte Netz N’ gilt L(N’) = h™'(L(N)) = h=(L).
]

Die Frage der Abgeschlossenheit unter dem Kleene-Abschluss lassen wir offen.

Nach den Abschlusseigenschaften wenden wir uns nun den Entscheidbarkeitsproble-
men zu. Dabei beschrinken wir uns auf das Mitglieds-, Leerheits-, Endlichkeits- und
Universalitdatsproblem, die wie folgt spezifiziert sind:

Mitgliedsproblem:
Gegeben: Petri-Netz N = (S,T, F,V,mg), g € T*
Frage: Gilt ¢ € L(N)?

Leerheitsproblem:
Gegeben: Petri-Netz N,
Frage: Enthélt L(N) ein nichtleeres Wort?

Endlichkeitsproblem:
Gegeben: Petri-Netz N,
Frage: Ist L(N) endlich?

Leerheitsproblem:
Gegeben: Petri-Netz N = (S, T, F,V, my),
Frage: Gilt L(N)=T*7?

Wir bemerken, dass wir das Leerheitsproblem gegeniiber der iiblichen Variante aus der
Theorie formaler Sprachen leicht modifiziert haben. Das liegt daran, dass jede Petri-Netz-
Sprache das leere Wort enthilt. Folglich ist L(/V) nie leer. Es bleibt daher die Frage, ob
L(N) \ {A} leer ist. Dies ist offenbar unsere obige Frage.

Offenbar gilt ¢ € L(N) genau dann, wenn ¢ eine Schaltfolge in N (mit Start in my)
ist, d.h. wenn wir in N der Reihe nach die Transitionen von ¢ schalten kénnen. Dies ist
einfach zu iiberpriifen. Daher gilt die folgende Aussage.

Satz 4.9 Das Mitgliedsproblem ist fiir beliebige Petri-Netze N = (S,T,F,V,mg) und
beliebige Worter g € T™* entscheidbar. O

86



Wenn es ein nichtleeres Wort ¢ in L(N) gibt, so ist ¢ = t¢’ fiirein t € T und ein g € T*
und ¢ liegt auch in L(N). Folglich enthédlt L(NN) genau dann ein nichtleeres Wort, wenn es
ein t € T mit t € L(N) gibt. Da fiir jedes t € T die Frage ,,Ist ¢ in L(N)?* entscheidbar
ist, erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 4.10 Das Leerheitsproblem ist fiir beliebige Petri-Netze entscheidbar. O
Satz 4.11 Das Endlichkeitsproblem ist fiir beliebige Petri-Netze entscheidbar. O

Beweis. Wir entscheiden zuerst, ob das Petri-Netz N = (S, T, F,V, mg) beschriankt ist.
Falls es beschréankt ist, so konnen wir aus dem endlichen Erreichbarkeitsgraphen einen
endlichen Automaten A konstruieren, der L(NV) akzeptiert (siche Beweis von Satz 4.6, Teil
ii)). Da fiir endliche Automaten (oder fiir die dazu dquivalenten reguléren Grammatiken)
entscheidbat ist, ob T'(A) endlich ist oder nicht, kénnen wir die Endlichkeit von L(N)
entscheiden.

Wenn N nicht beschrinkt ist, so gibt es eine Stelle s, auf die beliebig viele Marken
geschaltet werden kénnen. Es sei r = max{A(t)(s) | t € T}. Bei einem Schalten einer
Transition kommen also hochstens r zusédtzliche Marken auf s geschaltet werden. Um k
Marken s zu erreichen, sind somit n Schaltungen erforderlich, wobei n die kleinste Zahl
mit k — mg(s) > n - r ist. Offenbar wichst mit & auch n und wir haben daher in L(N)
beliebig lange Schaltfolgen, womit L(NV) als unendlich nachgewoiesen ist. a

Satz 4.12 Das Universalititsproblem ist fiir beliebige Petri-Netze entscheidbar. a

Beweis. Wir beweisen die folgende Aussage: Fiir ein Ptri-Netz N(S,T,F,V,mqg) gilt
L(N) = T* genau dann, wenn A(t) > 0 fir alle t € T gilt und jedes t € T bei my
aktiviert ist. Da diese Eigenschaft offensichtlich entscheidbar ist, erhalten wir sofort die
Aussage des Satzes.

Sei zuerst L(N) = T*. Dann ist ¢t € L(N) fiir jede Transition ¢. Damit ist jede
Transition ¢ aktiviert bei mg. Auflerdem haben wir ¢" € L(N) fiir jede Transition ¢ und
jede natiirliche Zahl n. Wie im Beweis von Satz 4.8 (Teil 1)) kénnen wir nun nachweisen,
dass A(t) > 0 gilt.

Ist umgekehrt jede Transition ¢ bei mg aktiviert, so kann jede Transition bei mg ge-
schaltet. Somit ist jedes Wort der Lénge 1 in L(N). Sei nun schon bewiesen, dass alle
Worter der Lénge n in L(N) liegen. Wir betrachten ein beliebiges Wort ¢ der Lénge
n+1. Dann gilt ¢ = ¢t fiir ein ¢ € T" und t € T. Wegen A(t) > 0 fiir jedes ¢t € T erhalten
wir auch

Altity. . tp) = A(ty) + Aty) 4+ -+ A(t,) > 0

fiir jedes Wort t1ts ... tginT™*. Damit ist A(q¢’) > 0. Somit gilt fiir die nach Schalten von
¢’ erhaltene Markierung m die Beziehung m = mgy + A(q") > my. Daher ist ¢ aktiviert bei
m und g = ¢'t eine Schaltfolge in N. Folglich gilt ¢ € L(N). Deshalb liegt jedes Wort der
Lénge n + 1 in L(N). Damit haben wir L(N) = T*. O
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4.3 Petri-Netze und Sprachen mit Auswahlkontext

Es ist bekannt, dass nicht alle Aspekte und Phenomena, die bei natiirlichen und Pro-
grammiersprachen auftreten, durch kontextfreie Sprachen beschrieben werden koénnen.
Wir geben ein Beispiel.

Wir betrachten die Programmiersprache ALGOLG60, einer der klassische deklarativen
Programmiersprachen (dhnliche Konstruktionen lassen sich aber auch fiir andere Pro-
grammiersprachen durchfiithren). Bei ALGOLG0 ist es erforderlich, jede auftretende Va-
riable zu deklarieren. Wir betrachten das Programm

begin integer z;
y:=1
end

wobei die beiden auftretenden Variablen x und y jeweils durch ein Wort iiber {a, b} gege-
ben seien. Damit das Programm richtig ist, muss an beiden Stellen des Auftretens einer
Variablen jeweils das gleiche Wort stehen. Wenn wir den Durchschnitt von ALGOL60 mit
der regulidren Menge S aller obigen Programme bilden und durch einen Homomorphismus
h dann alle von a und b verschiedenen Symbole l6schen ergibt sich

R=1"(ALGOLNS) ={zx |z € {a,b}"}

Wenn ALGOLG60 kontextfrei wére, so wiirde auch R kontextfrei sein, was aber nicht der
Fall ist. Damit ist ALGOLG60 keine kontextfreie Sprache.

Zur Beschreibung von natiirlichen Sprachen und Programmiersprachen bedarf es al-
so Mechanismen, die auch gewisse nicht-kontextfreie Sprachen erzeugen konnen. Dies ist
sicher fiir die kontextsensitiven Grammatiken der Fall, die aber zwei negative Aspekte
haben: Einige Entscheidbarkeitsprobleme sind fiir kontextsensitive Grammatiken unent-
scheidbar bzw. sehr schwer; so sind z.B. das Endlichkeits- und das Leerheitsproblem un-
entscheidbar. Zum anderen gibt es fiir kontextsensitive Grammatiken keine verniinftigen
Ableitungsbaume, da mehrere Nichtterminale aus verschiedenen Schichten des Baumes
von einer Regel betroffen sein konnen. Ableitungsbdume haben sich aber als sehr gutes
Instrument fiir die Analyse von Sédtzen in natiirlichen Sprachen bzw. von Programmen
erwiesen.

Daher ist man an Erweiterungen der kontextfreien Grammatiken interessiert, die zum
einen Ableitungsbdume ermdoglichen (d.h. jede angewendete Regel muss kontextfrei sein)
und zum anderen moglichst einfach zu entscheidende Probleme haben. Wir prasentieren
eine derartige Grammatik.

Definition 4.13 i) Eine Grammatik mit Auswahlkontezt ist ein Quadrupel G = (N, T, P, S),
wober

o N, T, S die Menge der Nichtterminale, die Menge der Terminale bzw. das Startwort
(Aziom) sind,

o P cine endliche Menge von Paaren p = (ry, E,) ist, wobei jeweils r, = A, — w,
eine kontextfreie Regel ist, und E, eine Teilmenge von N ist.
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it) Fiir zwei nichtleere Worter x und y iber N UT sagen wir, dass y aus x durch
Anwendung von p = (A — w, E) erzeugt wird (geschrieben als X =, y), wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:
— x =uAv, y = uwv (kontextfreie Ersetzung)
— jedes Symbol aus E kommt in uv vor.
Wir sagen, dass y aus x in G durch einen Ableitungsschritt entsteht (geschrieben als
T =>¢ y), wenn es eine Regel p mit x =, y gibt.

iii) Die von einer Grammatik G = (N, T, P,S) mit Auswahlkontext erzeugte Sprache
L(G) ist

LG)={w| S = w, weT"},

wobei =7, der reflexive und transitive Abschluss von = ¢ ist.

Bei einer Regel p = (A — w, E) heifit E der geforderte Kontext der Regel A — w.

Die Definition der Grammatiken mit Auswahlkontext ist speziell darauf abgestellt,
einen Zusammenhang zwischen Deklaration und Benutzung von Variablen in Program-
miersprachen zu ermoglichen, d.h. den Grund dafiir, dass oben im dritten Beispiel eine
nicht kontextfreie Sprache auftritt, zu eliminieren. Dies geschieht dadurch, das eine Be-
nutzung einer Variablen entsprechend einer Regel nur moglich ist, wenn diese schon in
der Satzform vorkommt.

Wir bemerken weiterhin, dass Grammatiken mit Auswahlkontext eine Erweiterung
der kontextfreien Grammatiken sind, denn bei der Wahl von E = () fiir jede Regel, ergibt
sich eine kontextfreie Grammatik, da nun keine Bedingungen mehr fiir die Anwendung
von Regeln vorliegen (also jede Regel jederzeit anwendbar ist); und umgekehrt kann jede
kontextfreie Grammatik als eine Grammatik mit Auswahlkontext aufgefasst werden, bei
der alle geforderten Kontexte leer sind.

Wir zeigen nun, dass Grammatiken mit Auswahlkontext Sprachen erzeugen kénnen,
die nicht kontextfrei sind.

Beispiel 4.14 Wir betrachten die Grammatik mit Auswahlkontext
Gl = ({57 Aa Ala Aaa Ab> Ba B/}a {CL, bv C}a {p0>p17 C apl()}a S)

mit den Regeln

po = (S — AB,0), m = (A — aA,, {B}), po = (A — bAy, {B}),
b3 = (B — aB’, {Aa})a Py = (B — bB', {Ab})> b5 = (Aa — A, {B/})>
pe = (Ay — A, {B'}), pr= (B — B,{4}) ps = (A — A {B}),
po = (B — A\ {A'}), po = (A" — X\, 0).

Offensichtlich beginnt jede Ableitung mit der einzigen Regel fiir S, d.h. wir erhalten
S = AB. Wir wollen etwas allgemeiner von einer Satzform wAwB ausgehen (das in
einem Schritt erhaltene Wort AB wird gerade bei w = A erhalten). Wir kénnen keine
der Regeln mit linker Seite B anwenden, da der jeweilige geforderte Kontext A, bzw. A,
bzw.A’ in der Satzform nicht vorhanden ist. Folglich muss eine Regel mit linker Seite A
verwendet werden. Wir unterscheiden drei Félle.

Fall 1. Es wird die Regel p; angewendet. Dadurch erhalten wir waA,wB. Da die einzige
Regel fiir A, den geforderten Kontext B’ hat, ist eine Regel fiir B anzuwenden. Es kommt
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nur Regel p3 in Frage, da bei den anderen Regeln wieder der geforderte Kontext fehlt.
Daher ergibt sich waA,waB’. Jetzt ist nur Regel ps anwendbar, wodurch waAwaB’ ent-
steht. Nun ist Regel p; anzuwenden, und wir erhalten waAwaB. Damit haben wir wieder
die Ausgangssituation erhalten, nur dass das Wort an beiden Stellen um den Buchstaben
a verldngert wurde.

Fall 2. Es wird die Regel p, angewendet. Dann ergibt sich analog zu Fall 1 als einzig
mogliche Ableitung

wAwB =, wbA,wB =>,, wbA,wbB' =, WbAwbB' —>,,. wbAwbB,

d.h. wir haben das Wort an beiden Stellen um den Buchstaben b verlédngert.

Fall 3. Es wird die Regel ps angewendet. Dann ergibt sich die eindeutige Ableitung
wAwB =, wA'wB =, wA'w =>,,, ww

(man beachte, dass die Anwendung von pyg auf wA'wB zwar moglich ist, aber ww B liefert,
worauf keine Regel mehr anwendbar ist und somit kein terminales Wort erreicht werden
kann).

Aufgrund der drei Félle ist sofort zu sehen, dass
L(Gh) = {ww | w € {a,b}"}
gilt.
Beispiel 4.15 Wir betrachten die Grammatik
Gy = ({58, A B, A, B}, {a,b.c} {qo. a1, - - 4, 9),

wobei die Regeln durch

Po = (S_)ABaQ)a b1 = (AéaA/ba {B})> P2 = (B_>B/C> {A/})a
ps=(A"—= A{B}), ps=(B — B,{4}), ps = (A — A" {B}),
pe = (B — ¢, {A"}), pr = (A" — ab, ()

gegeben sind. Es ist leicht — in Analogie zum vorhergehenden Beispiel — zu sehen, dass
ausgehend von einem Wort der Form a™ Ab™ B¢™ mit n > 0 (durch Anwendung der einzigen
Regel fiir das Axiom entsteht ein Wort dieser Form mit n = 0) nur die beiden folgenden
Ableitungen moglich sind:
a"Ab" Bc" = a"aA'bb" Bc" = a"aA'bb" B'cc” = a" T AT B/ T = q" LAY Bt
a"Ab"Bc" = a" A" Bc" = a"A"b"cc” = a"abb" " = " tEentt
Hieraus folgt sofort

L(Gy) = {a™"c" | n > 1}.

Es sei eine Grammatk G = (N, T, P, S) mit Auswahlkontext gegeben. Dabei kénnen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass bei jeder Regel p = (4, —
wy, E,) die Beziehung A, ¢ E, gilt (die Forderung nach der Existenz von A, in der
Satzform, auf die die Regel angewendet werden soll, ist nicht notwendig, da nur bei Exis-
tenz von A, die Regel A, — w, anwendbar ist). Wir definieren den Homomorphismus
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h:(NUT)* — N* durch h(A) = A fir A € N und h(a) = A fiir a € T. Fiir ein Wort
w e NUT)* wird h(w) offenbar, dadurch gebildet, dass alle Terminale in w gestrichen
werden.

Wir konstruieren nun das Petri-Netz H = (N, P, F,V,mg), bei dem die Menge der
Stellen durch die Menge der Nichtterminale von G und die Menge der Transitionen durch
die Regeln von G gegeben ist und F.,V und mg durch folgende Setzungen definiert sind.
Fiir eine Regel p = (4, — w,, E,)

1 for Ac E,
p (A) = 1 forA=A4, ,
0 otherwise
—',—(A) _ 1+ #A(h(wp)) for A S Ep
P #a(h(wp)) otherwise ’

mo(4) = {1 for S

0 otherwise

Bei der Anfangsmarkierung ist genau eine Marke im Netz, die auf der Stelle S liegt.
Offensichtlich ist die Transition p aktiviert, wenn auf jeder Stelle A aus E, und auf der
Stelle A, jeweils mindestens eine Marke liegt, d.h. wenn p als Regel anwendbar ist. Beim
Schalten von p wird die Marke von A, abgezogen, jeweils eine Marke auf den A aus E, wird
abgezogen und wieder hingelegt und zuséatzlich werden auf jede Stelle A soviel Marken
abgelegt, wie A in w, vorkommen. Aus diesen Bemerkungen folgt, dass jeder Ableitung

S =Wy ==p, W1 ==p, Wy ==>p, W3 ==p, ... =>p,_, Wh—1 ==p, W € T
eine Folge
mo[p1 > ma[pa > molps > mg[ps > -+ - [Pr—1 > Mu—1[pr > My

mit

mi(A) = #a(h(w;))
entspricht und umgekehrt. Da wy in T* liegt, gilt #4(wg) = 0 fir alle A € N. Daher
wird genau dann ein Wort iiber dem Terminalalphabet erzeugt, wenn die 0-Markierung in
Herreichbar ist. Somit ist die von G erzeugte Sprache L(G) genau dann nicht leer, wenn
die 0-Markierung in H erreichbar ist. Da die Erreichbarkeit einer Markierung in einem
Netz nach Satz 3.31 entscheidbar ist, erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 4.16 Das Leerheitsproblem fiir Grammatiken mit Auswahlkontext ist entscheidbar.

Da die Regeln einer Grammatik mit Auswahlkontext kontextfrei sind, konnen wir fiir
diese Grammatiken Ableitungsbaume definieren. Aulerdem sind wir in der Lage auch ei-
nige nicht-kontextfreie Sprache zu erzeugen (darunter die Sprachen, die man aus der Sicht
natiirlicher Sprachen fiir erforderlich hélt). Wéahrend das Leerheitsproblem fiir kontext-
sensitive Grammatiken unentscheidbar ist, ist es fiir Grammatiken mit Auswahlkontext
entscheidbar. Damit sind Grammatiken mit Auswahlkontext ein moglicher Kandidat zur
Beschreibung von natiirlichen und Programmiersprachen.
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