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4.3 Regulire Sprachen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns etwas ndher mit den reguldren Sprachen, insbesondere mit
der Moglichkeit verschiedener Charakterisierungen und den Eigenschaften.

4.3.1 Endliche Automaten

Zur Definition der regulédren Sprachen benutzten wir regulére Grammatiken. Grammatiken kénnen
Worter iiber einem gewissen Alphabet erzeugen und so eine Menge von Wértern, eine Sprache,
beschreiben. Jetzt wollen wir einen anderen Mechanismus zur Beschreibung benutzen: Die end-
lichen Automaten. Der Automat erhilt ein Wort als Eingabe, ,,arbeitet” iiber diesem Wort und
erkennt (oder akzeptiert) es oder auch nicht. Alle Worter, die ein Automat akzeptiert, bilden die
von ihm beschriebene Sprache.

Definition 4.23 (Deterministischer endlicher Automat) Fin deterministischer endlicher
Automat (Wir wollen ihn kurz mit DEA bezeichnen) A ist ein 5-Tupel A = (Z,%, 6, 20, E), wobei
Z das Zustandsalphabet und ¥ das Eingabealphabet mit ZNY = 0 sind. zg € Z ist der Anfangszu-
stand, E C Z die Menge der Endzustinde. Mit § bezeichnen wir die Zustandsiberfihrungsfunktion
0: ZxX¥— 7.

Wir interpretieren einen DEA als endliche Kontrolle, die sich in einem Zustand z € Z befindet und
eine Folge von Symbolen aus ¥, die auf einem Band geschrieben stehen, liest (sieche Abbildung 4.4).
In einem Schritt bewegt sich der Lesekopf des Automaten, der augenblicklich iiber der Zelle des

ay | az <o a; |41 ce Qp ay | ag e a; |41 cee Qp

=
z fir §(z,a;) = 2/ z

/

Abbildung 4.4: Interpretation der Arbeitsweise eines endlichen Automaten

Bandes mit dem Inhalt a; € ¥ steht und sich im Zustand z € Z befindet, einen Schritt nach rechts
und geht in den Zustand §(z, a;) = 2’ iiber. Ist 6(z,a;) = 2’ € E, d. h. ein akzeptierender Zustand,
so hat der DEA das ganze Wort, das er, beginnend in Startzustand zg, gelesen hat, akzeptiert.

Um die von einem DEA akzeptierte Sprache, d. h. die Menge aller von ihm akzeptierten Worter,
formal beschreiben zu kénnen, erweitern wir die Zustandsfunktion ¢ zur Funktion 5:ZxXY*— 7
rekursiv durch folgende Definition.

Definition 4.24 (Erweiterte Zustandsiiberfithrungsfunktion eines DEA) Sei A ein de-
terministischer endlicher Automat A = (Z,%,9, 20, E), die erweiterte Zustandsiberfihrungsfunk-
tion 0: Z x ¥* — Z wird definiert durch

(i) 0(z,e) = 2 fir alle z € Z,
(ii) 6(z,wa) = 6(6(z,w), a) firalle z€ Z,a € X, we X*.

Ich erwihne, dass in der Literatur é oft auch nur als § bezeichnet wird. Das ist in der Tatsache
begriindet, dass fiir alle z € Z und fiir alle a € 3 die Gleichheit 5(2,(1) = §(z,a) gilt, d.h. ¢ ist
eine Einschrankung der Funktion 6 auf Z x 2.

Jetzt konnen wir die von dem Automaten akzeptierte Sprache definieren:

Definition 4.25 (Akzeptierte Sprache eines DEA) Fiir einen DEA A = (Z,%,0,20, E) sei
die von ihm akzeptierte Sprache T(A) definiert durch T(A) = {w € £* | 0(z0,w) € E}.

Nun ist es Zeit fiir ein Beispiel.
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Beispiel 4.26 Wir betrachten den deterministischen endlichen Automaten

A.::({20,21,22,23},{a,b},5,207{23}%
wobei § durch die Tabelle

5‘ Z0 k1 k2 Z3

a|z1 Z1 23 Z3

b Z0 22 20 <3
gegeben ist. Um zu entscheiden, ob zum Beispiel die Worter ab, aaba oder bababb von dem Au-
tomaten akzeptiert werden, miissen wir 0(zg, ab), d(29, aaba) und 6(zo, bababb) bestimmen. Dazu

benutzen wir die Definition von ¢ und natiirlich die Definition des Automaten, insbesondere der
Uberfiithrungsfunktion 4.

5(20,ab) = 6(5(2’0,(1),17)
= 6(3(3(20.¢), a),b)
= §(6(20,0a),b)
= d(z1,b)

Also gilt 5(20, ab) = zo und somit ab € T(A), da 2z ¢ E gilt, 29 also kein akzeptierender Zustand
ist.

6(z20, aaba) = 8(b(zo, aab), a

Wegen z3 € E gilt demnach: aaba wird vom Automaten akzeptiert.

4(z0, bababb) = 5(5(zo,aab) a)

Wegen z3 € F gilt auch bababb € T(A).
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Wir haben also ab ¢ T(A) und aaba, bababb € T(A). Nun gilt es zu bestimmen, welche Sprache
T(A) von diesem deterministischen endlichen Automaten A akzeptiert wird. Eine genaue Analyse
der Uberfiihrungsfunktion § wiirde ergeben (den exakten Beweis fithren wir nicht, wird auch vom
Hérer dieser Vorlesung nicht verlangt)

T(A) ={w € {a,b}" | w = uabav fir Wérter u,v € {a,b}"},
also akzeptiert der Automat alle Worter iiber dem Alphabet {a,b}, die das Teilwort aba besitzen.

Im obigen Beispiel ist es nicht so leicht, die akzeptierte Sprache des Automaten zu bestimmen.
Oft wird es etwas leichter, falls wir die Darstellung eines gerichteten Graphen, des sogenannten
Uberfiihrungsgraphen oder auch Transitionsgraphen des deterministischen endlichen Automaten
benutzen. Diese Darstellung sieht folgendermaflen aus.

Die Menge der Zustinde Z wird die Knotenmenge des Graphen, 6(z1,a) = 2o wird durch
eine gerichtete Kante von z; zu 29, die mit a markiert ist, dargestellt. Der Anfangszustand wird
durch einen zum Knoten gehenden Pfeil dargestellt, Endzustéinde durch zwei konzentrische Kreise
(siehe Abbildung 4.5). Wollen wir jetzt wissen, ob ein Wort vom Automaten akzeptiert wird, dann

Zustand zp: @
Anfangszustand z: —>
Endzustand z; € E:

d(z1,a) = za: @ @ @

Abbildung 4.5: Konstruktion des Uberfithrungsgraphen eines DEA

miissen wir, beginnend im Zustand zy die Kanten des Graphen entsprechend des Wortes entlang
wandern.
In Abbildung 4.6 ist der Uberfithrungsgraph zum DEA aus Beispiel 4.26 dargestellt. Wenn man

BB -

Abbildung 4.6: Uberfithrungsgraph des DEA aus Beispiel 4.26

sich diesen Graphen genauer ansieht, erkennt man eher als aus der Tabelle, dass die akzeptierte
Sprache genau die Menge aller Worter mit dem Teilwort aba ist. Die Zusténde sind assoziert mit
den Teilen des Wortes aba, die bereits eingelesen wurden: zg: noch nichts von aba, z1: schon das a
von aba, zy: schon das ab von aba, z3: das gesamte Teilwort aba. Wenn aba gelesen wurde (Zustand
23), bleibt der Automat immer in diesem akzeptierenden Zustand.

Betrachten wir ein weiteres Beispiel.

Beispiel 4.27 Es sei A der deterministisch endliche Automat

A= ({Z07 ARR R 23}5 {07 1}7 67 20, {ZQa Z3})a
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mit der Uberfiihrungsfunktion &, gegeben durch folgende Tabelle.

5‘20 21 29 23

0 Z0 k3 23 20
1 Z1 R2 Z2 21

Der dazugehorige Graph ist in Abbildung 4.7 dargestellt. Auch hier nutzen wir wiederum die

L‘))x /

Abbildung 4.7: Uberfithrungsgraph des DEA aus Beispiel 4.27

Zusténde, um Informationen iiber den Teil des Wortes zu speichern, der bereits eingelesen wurde.
Man erkennt, dass der Zustand die beiden zuletzt gelesenen Buchstaben reprisentiert. Der Zustand
zo bedeutet, die letzten beiden Buchstaben waren 00, bei z1: 01, bei z9: 11 und bei z3: 10. Akzeptiert
wird im Zustand zs und z3, also genau dann, wenn das vorletzte Zeichen eine 1 war. Also gilt

T(A) ={w e {0,1}" | w = ulz mit v e {0,1}*, z € {0,1}}

fiir die akzeptierte Sprache T'(A), also ist T'(A) die Menge aller Worter iiber {0, 1}, deren vorletztes
Symbol eine 1 ist.

Es stellt sich natiirlich die Frage, welche Sprachklasse durch deterministische endliche Auto-
maten beschrieben wird. Die akzeptierten Sprachen in den Beispielen 4.26 und 4.27 sind regulér.
Gilt das fiir alle von DEA akzeptierten Sprachen? Die Antwort gibt folgender Satz.

Satz 4.28 Sei A ein deterministischer endlicher Automat. Dann ist die von A akzeptierte Sprache
T(A) reguldr (vom Typ 3).

Beweis. Sei A = (Z,%,0,2p, F) ein DEA. Wir konstruieren eine Grammatik G = (V,%, P, S)
folgendendermaflen: wir setzen V = Z und S = z3. Weiterhin sei

P={z —az|diz,a)=2}U{z —a|d(zn,a) € E}.

Zusitzlich miissen wir zu P noch die Regel zp — ¢ hinzunehmen, falls ¢ € T'(A), also zy € F gilt.

Offensichtlich ist die so konstruierte Grammatik G vom Typ 3, also reguldr und erzeugt die
gleiche Sprache, die A akzeptiert, was noch zu beweisen wéire. Wir verweisen aber an dieser Stelle
fiir den interessierten Leser auf die Literatur. O

Wir wollen die Konstruktion aus obigem Beweis an einem Beispiel demonstrieren.

Beispiel 4.29 Sei A = ({20, 21, 22,23}, {a,b},d,20,{23}) der DEA aus Beispiel 4.26 mit der
Uberfithrungsfunktion §:

5‘ Zo k1 k2 %3

a|z1 21 23 Z3

b Z0 <22 20 <3
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Wir konstruieren jetzt die fiquivalente Typ-3-Grammatik G = (V, X, P, S):

V= {20,2172’2,23},

Y = {a,b},

S = 20,

P ={z9 — az1, z0 — bzo, 21 — az1, 21 — bza, 29 — azs, 29 — bzg, 23 — azs, z3 — bzs}
U{z2 — a, 23 — a, z3 — b}.

Bei der Konstruktion von P handelt sich in der ersten Zeile um die Regeln, die ausgehend von
d im ersten Schritt konstruiert werden, also zum Beispiel zop — az; wegen 6(zp,a) = z; oder
z0 — bzg wegen 6(zg,b) = zg. In der zweiten Zeile kommen die terminierenden Regeln hinzu fiir
die Uberfiihrungen, die in einen Endzustand gehen, also zum Beispiel 2y — a wegen 0(z9,a) = z3
und z3 € E.

4.3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Nachdem wir wissen, dass jede von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptierte Spra-
che vom Typ 3, also regulér ist, interessiert natiirlich die Umkehrung, also ob jede Typ-3-Sprache
auch von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptiert werden kann. Eine naheliegende
Idee wire, die Konstruktion aus dem obigen Beweis einfach entsprechend zu invertieren.

Das fiihrt allerdings zu zwei Schwierigkeiten.

1. Wenn wir zum Beispiel eine regulire Grammatik mit den Regeln A — aB und A — aC
hitten, dann miissten gleichzeitig 6(A,a) = B und §(A4,a) = C gelten, was nicht moglich
ist.

2. Wenn wir zum Beispiel eine regulére Grammatik mit einer Regel A — aabB hitten, miifiten
wir eine Uberfithrung vom Zustand A zum Zustand B mit aab erzeugen, was nicht moglich
ist.

Um die Idee der Invertierung des Beweises von Satz 4.28 jedoch nicht fallen zu lassen und
zu zeigen, dass reguldre Sprachen von DEA akzeptiert werden koénnen, fithren wir einfach neue
Modelle ein, um die Schwierigkeiten 1 und 2 zu iiberwinden.

Um die Schwierigkeit 2 zu beseitigen, betrachten wir eine Normalform von reguldren Gram-
matiken:

Satz 4.30 Zu jeder reguliren (Typ-2) Grammatik G = (V, 3, P, S) gibt es eine dquivalente Gram-
matik G' = (V', %, P',S"), die nur Regeln der Form A — aB oder A — a mit A,B € V' und
a € ¥ hat, mit der Ausnahme S’ — ¢, falls S" nicht auf der rechten Seite einer Regel vorkommt.

Beweis. Der Beweis wiirde in zwei Schritten ablaufen: zuerst miissen wir die Regeln A — ¢ fir
A # S der Grammatik G beseitigen. Das wollen wir hier nicht ausfithren, sondern auf den ent-
sprechenden Satz fiir kontextfreie Sprachen verweisen, dessen Beweis hier vollstindig iibernommen
werden kann.

Zweitens miissen wir dann die Regeln A — wB oder A — w mit |w| > 2 ersetzen. Sei also
A — ajas . ..a,B eine solche Regel mit A, B € V und n > 2, dann nehmen wir neue Nichtterminale
A1, Az, ..., Ay in die Menge V' auf, die noch nicht verwendet wurden und ersetzen die Regel
A — ajas...ap,B durch die Regeln

AﬂalAl, A1 HCLQAQ gy An—l HanB

in P’. Entsprechend ersetzt man eine Regel A — ajas...a, mit A € V und n > 2 durch die
Regeln

A—a1By, B —axBs ,..., Bp_1 — ay

mit den neuen Ncihtterminalen By, Bs,...,B,_1 in V.
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Man kann dann leicht zeigen, dass dann die Regeln A — ajas...a,B und A — ajas...a,
durch die Ableitungen

A— a1A1 = a1a04y — - - = a1a2a3...ayp_1An_1 = a1a2a3...0,_10, B
bzw.
A= a1B; = a1a3By — -+ — a1a2a3 . ..0n—1B,_1 = ajasasz...an_1a,

simuliert werden und andererseits aber keine neuen Worter durch die Grammatik G’ erzeugt
werden konnen, also L(G) = L(G’) gilt. O

Zur Umgehung der oben genannten Schwierigkeit 2 fithren wir ein neues Automatenmodell ein,
indem wie den Begriff des DEA erweitern und solche Uberfithrungen §(4,a) = B und 6(A,a) = C
gleichzeitig zulassen, indem wir Nichtdeterminismus benutzen.

Definition 4.31 (Nichtdeterministischer endlicher Automat) FEin nichtdeterministischer
endlicher Automat (kurz mit NEA bezeichnet) A ist ein 5-Tupel A = (Z,%,6, 20, E), wobei Z
das Zustandsalphabet und ¥ das Eingabealphabet mit Z N'YX = O sind. 29 € Z ist der Anfangszu-
stand, £ C Z die Menge der Endzustinde. Mit 0 bezeichnen wir die Zustandstberfihrungsfunktion
§:Zx% — 2%,

Wie man an der Definition erkennt, ist der NEA gar nicht so weit vom DEA entfernt. Der einzige
Unterschied liegt in der Definition der Uberfithrungsfunktion §. Funktionswerte von § sind nicht
einzelne Zustéinde (wie beim DEA) sondern Mengen von Zustinden, d.h. 6(z,a) = {z1,22,..., 2}
mit {21, 22,...,2-} € Z. Wir bemerken, dass 6(z,a) auch die leere Menge sein kann.

Auch den NEA kénnen wir wiederum in derselben Art und Weise wie beim DEA als Graph
darstellen, wobei von einem Zustand fiir ein und dasselbe Symbol mehrere Pfeile ausgehen kénnen
(oder auch keiner), siche Abbildung 4.8.

Abbildung 4.8: Nichtdeterminismus beim endlichen Automaten

Die Interpretation der Arbeitsweise des NEA ist analog der des DEA, wobei wir d(z,a) =
{#z1,22,..., 2} so interpretieren, dass der Automat, wenn er sich im Zustand z befindet und ein
a einliest, in einen der Zustinde 21, zs, .. ., 2, libergehen kann. Das heisst, der NEA kann ein und
dasselbe Wort iiber verschiedene Wege einlesen, wobei alle Wege gleichwertig sein sollen. Das hat
natiirlich zur Folge, dass der NEA beim Einlesen ein und desselben Wortes einmal einen akzep-
tierenden Zustand erreichen kann und einmal nicht. Wir werden sagen, dass der NEA genau dann
ein Wort akzeptiert, wenn er beim Einlesen des Wortes einen akzeptierenden Zustand erreichen
kann, also wenn es fir das Wort einen Pfad vom Anfangszustand zu einem Endzustand gibt. Man
kann diesen Nichtdeterminismus in gewisser Weise als Parallelverarbeitung auffassen.

Um die von einem NEA akzeptierte Sprache formal definieren zu kénnen, benétigen wir wieder
die erweiterte Zustandsfunktion 6: Z x ©* — 2Z. Im Prinzip wird sie wieder wie beim NEA defi-
niert, allerdings ist ja jetzt ) (z,w) eine Menge von Zusténden und kann nicht direkt als Argument
verwendet werden.
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Definition 4.32 (Erweiterte Zustandsiiberfithrungsfunktion eines NEA) Sei A ein NEA
mit A= (Z,%,0, 20, F), die erweiterte Zustandsfunktion 0: Z x ¥* — 2% wird definiert durch

(i) 6(z,¢) = {z} fiir alle z € Z,

(ii) 6(z,wa) = U 5(2',a) das heift

2'€8(z,w)
= {2 € Z |32 € Z mit 2 € d(z,w) und 2" € §(2',a)} firze Z, a €L, we L,

Definition 4.33 (Akzeptierte Sprache eines NEA) Fiir einen NEA A = (Z,%,0,20, E) sei
die von thm akzeptierte Sprache T (A) definiert durch T(A) = {w € * | §(z0, w) N E # 0}.

Bemerkung 4.34 Bitte beachten Sie, dass die Definitionen des NEA sowie der erweiterten Zu-
standsfunktion von den Definitionen bei SCHONING in [9] etwas abweichen. Man kann aber sehr
leicht zeigen, dass die Klasse der akzeptierbaren Mengen gleich sind.

Sehen wir uns ein Beispiel an, um den Mechanismus des Nichtdeterminismus besser zu verste-
hen.

Beispiel 4.35 Sei A = ({20, 21,22}, {0,1},0, 20, {22}), wobei § durch die Tabelle

1) ‘ z0 Z1 z9

0 {20} {22} 0
1| {z0,21} {22} 0

gegeben ist, ein nichtdeterministischer endlicher Automat. Der dazugehérige Graph ist in der
Abbildung 4.9 dargestellt. Betrachten wir nun die Eingabe 111 und fragen nach d(zp, 111), also

0,1

ORI oy W o

Abbildung 4.9: Uberfithrungsgraph des NEA aus Beispiel 4.35

nach den Zusténden, die bei der Eingabe von 111 durch den NEA erreicht werden kénnen. Beim
Einlesen des ersten Symbols (eine 1) kann der Automat wéhlen zwischen dem Folgezustand zg
oder zj. Im letzteren Fall liest er dann die zweite 1 ein und landet (keine Wahlmoglichkeit) im
Zustand 2o, von dem aus er die dritte 1 nicht mehr einlesen kann (es gibt keine Uberfithrung mehr),
also erreicht er iiber diesen Weg keinen Zustand. Im ersteren Fall jedoch kann er bei der Eingabe
der zweiten 1 wiederum wihlen zwischen den Folgezusténden zy und z;: W&hlt er z;, landet er
mit der letzten 1 in z5, wihlt er jedoch zp, so kann er bei der letzten 1 wiederum zwischen den
Folgezustianden zy und z; wihlen. Summa summarum kann der Automat beim Einlesen von 111
die Zustéande zg, z1, 29 erreichen, also

(5(2:0, 111) = {Zo, 21, 22}.

Nun gilt

5(20, 111) NE = {20,21,22} N {ZQ} = {ZQ} # @,

das heif3t, fiir die Eingabe 111 gibt es einen Weg vom Anfangszustand in einen akzeptierenden
Zustand, also gilt 111 € T'(A), d. h. die Eingabe 111 wird akzeptiert, gehort also zur akzeptierten
Sprache.
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Fiir weitere Eingaben gilt:

0(20,0) = {20},

0(20,1) = {z0, 21},
(20,01) = {21},
(zo, 1) = {20, 21, 22},

6(20,001) = {20, 21},

6(20,011) = {20, 21, 22},
also werden 11 sowie 011 akzeptiert und 0, 1, 01 sowie 001 nicht akzeptiert. Fiir die akzeptierte
Sprache T'(A) gilt:

T(A) ={w € {0,1}* | w=wlz mit u € {0,1}*, z € {0,1}},
also ist T(A) die Menge aller Wérter iiber {0, 1}, deren vorletztes Symbol eine 1 ist.

Man kann jeden DEA natiirlich als NEA auffassen, ndmlich fiir den dann 6(z,a) immer eine
Einermenge ist. Also:

Folgerung 4.36 Jede von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptierbare Sprache
ist auch von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierbar. O

Die Menge, die vom NEA im Beispiel 4.35 akzeptiert wurde, kann auch von einem DEA ak-
zeptiert werden (siehe Beispiel 4.27). Natiirlich ergibt sich sofort die Frage, ob jede von einem
NEA akzeptierte Sprache auch von einem DEA akzeptiert werden kann. Die Antwort liefert der
folgende Satz.

Satz 4.37 Jede von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierbare Sprache ist
auch von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptierbar.

Beweis. Sei A = (Z,%,6, 20, E) ein NEA. Wir konstruieren einen DEA A’ = (Z/,%,¢, 2}, E')
durch:

7! — QZ

26 = {ZO}v

E' ={eZ|ZnE#0},
sowie

'a) = U 5(z,a)

z€z!

fiir alle 2’ € Z’ und a € X. Dann gilt
T(A) =T(A"),
was wir an dieser Stelle nicht beweisen werden. O

Im obigen Beweis ist die Zustandsmenge des konstruierten DEA genau die Potenzmenge der
Zustandsmenge des gegebenen NEA. Falls man zu einem konkret gegebenen DEA den dquivalenten
NEA konstruiert, stellt man fest, dass oft nicht alle Teilmengen von Z auch wirklich erreicht werden
kénnen. Folglich reicht es aus, wenn wir, beginnend mit der Menge {zo} jeweils fiir alle 2’ € Z’
die Teilmengen §'(2, z) fiir alle z € X berechnen und die neu erzeugten Teilmengen in die Menge
der Zustéinde Z’ aufnehmen, falls sie noch nicht enthalten sind. Kommt kein neuer Zustand mehr
hinzu, wiren wir fertig mit der Konstruktion von ¢’. Wir wollen dieses Vorgehen an einem Beispiel
demonstrieren.
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Beispiel 4.38 Wir nehmen den NEA
A= ({ZO7 21, 22}7 {07 1}7 67 20, {ZQ})
aus Beispiel 4.35 mit der in folgender Tabelle gegebenen Uberfithrungsfunktion 4.

1) ‘ z0 Z1 Z9

0] {20} {2z} 0
1| {z0,21} {22} 0

Wir konstruieren jetzt den dquivalenten DEA

A= (Z'{0,1},8, 2 E")

geméf Beweis des Satzes 4.37. Zuerst gilt 25 = {z0}. Die weiteren Zustinde sowie die
Uberfiihrungsfunktion berechnen wir per Definition in folgender Tabelle (spaltenweise).

0| {=} {z,21}  {z0,2} {20,712}
0] {20} {20, 22} {20} {20, 22}

1| {z0,21} {20,21,22} {20,21} {20,21,22}

Also gilt

Z' ={{z0}, {20, 21}, {20, 22}, {20, 21, 22} }

und da nur die Zustinde {zo, 22} und {zo, 21, 22} einen Zustand aus E enthalten, sind sie die
einzigen neuen Endzusténde, also

E" = {{z0, 22}, {20, 21, 22} }

Damit wire der dquivalente DEA A’ zum NEA A konstruiert. Zur besseren Lesbarkeit bezeichnen
wir die Zustinde um: {20} =: qo, {20, 21} =: ¢1, {20, 22} =: g2 und {20, 21, 22} =: ¢3. Dann gilt

A" = ({q0, 01,92, 43}, {0,1},8", g0, {q2, 43})
mit

0w @ @ g
019 92 g ¢
11 3 @1 g3

In Abbildung 4.10 finden Sie den Graphen zum Automaten A’. Man erkennt, dass die Automaten in

Abbildung 4.10: Uberfiihrungsgraph des DEA A’ aus Beispiel 4.38

den Abbildungen 4.7 und 4.10 bis auf Bezeichnungen der Zusténde identisch sind. Also akzeptieren
Sie auch die gleiche Sprache.
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Bemerkung 4.39 1. Beim Konstruieren des dquivalenten DEA zum gegebenen NEA im obi-
gen Beispiel haben wir den gleichen Automaten (bis auf Bezeichnungen) erhalten, den wir
auch schon vorher betrachtet hatten. Das muss natiirlich nicht immer sein. Insbesondere
erhélt man im Allgemeinen bei dieser Konstruktion Automaten, die nicht minimal in dem
Sinne sind, dass man dquivalente DEA finden kann, die eventuell weniger Zustéinde haben.

2. Im obigen Beispiel hatte der NEA drei Zusténde, der DEA vier. Fiihrt man den gleichen
Ubergang vom NEA zum DEA fiir die (von der Struktur gleiche) Sprache

T(A) = {w € {0,1}* | w = ulv mit u € {0,1}*, v € {0,1}"}

durch, also fiir die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {0, 1}, deren zehntletztes Symbol
eine 1 ist, so bendtigt der NEA 11 Zustinde, der DEA aber 2!° Zustinde. Es lisst sich
zeigen, dass es keinen DEA fiir diese Sprache mit weniger Zustéinde gibt. Dieses Resultat
kann man fiir beliebiges n verallgemeinern. Die Anzahl der Zustinde beim Ubergang vom
NEA zum DEA kann also exponentiell wachsen.

Wir haben das Modell des nichtdeterministischen endlichen Automaten eingefiihrt, weil wir
letztendlich beweisen wollten, dass die Klasse der Typ-3-Sprachen und die Klasse der Sprachen, die
von deterministischen endlichen Automaten akzeptiert werden, identisch sind. Mit dem folgenden
Satz kommen wir diesem Beweis sehr nahe.

Satz 4.40 Sei G eine requldre Grammatik, also vom Typ 3, dann existiert ein nichtdeterministi-
scher endlicher Automat A mit T(A) = L(G).

Beweis. Wie bereits angekiindigt, benutzt der Beweis eigentlich die gleiche Idee wie beim Uber-
gang vom DEA zur reguldren Grammatik. Sei G = (V, X, P,S) die reguldre Grammatik. Wir
konstruieren einen NEA A = (Z,%, 0, 20, E) wie folgt:
Z =V U{X},
20 = S,
5o {5, X} fir S —e€P,
| {X} firS—e¢gP,

Des weiteren definieren wir die Uberfithrungsfunktion 6 durch

{B|A—aBePtU{X} fir A—a€P,

0(A,a) =
(4,9) {{B|AHaB€P} fir A—a¢ P,

firAeVund a e X.

Jetzt konnten und miiiten wir beweisen, dass T(A) = L(G) gilt, worauf wir aber an dieser
Stelle wiederum verzichten wollen. 0

Die Abbildung 4.11 fasst die Ergebnisse der Sétze 4.28, 4.40 sowie 4.37 zusammen. Damit gilt:

Folgerung 4.41 Die Klasse der requliren Sprachen (Typ 3) ist gleich der Klasse der von nicht-
deterministischen endlichen Automaten akzeptierten Sprachen (L(NEA)) und der Klasse der von
deterministischen endlichen Automaten akzeptierten Sprachen (L(DEA)), also

Typ 3 = L(NEA) = L(DEA).
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Regulére
Grammatik
Satz 5.31 Satz 5.42
DEA Satz 5.39 NEA

Abbildung 4.11: Beweisschema fiir Mechanismen zur Beschreibung regulédrer Sprachen

4.3.3 Regulidre Ausdriicke

Nachdem wir in den vorhergehenden Kapiteln die Menge der reguléren Sprachen (oder Typ-3-
Sprachen) durch Grammatiken und Automaten beschrieben haben, wollen wir in diesem Kapitel
eine Beschreibungsart betrachten, die algebraischer Natur ist, ndmlich die reguldren Ausdriicke.
Obwohl die Beschreibung auf algebraische Operationen zuriickgeht, also eigentlich recht mathe-
matischer Natur ist, werden regulidre Ausdriicke in vielen Gebieten der Informatik angewendet,
zum Beispiel bei der Suche in Editoren.

Die Menge der regulidren Ausdriicke iiber einem Alphabet ¥ werden wir induktiv definieren.

Definition 4.42 (Regulire Ausdriicke) Sei ¥ ein Alphabet, dann gilt:
(i) 0 ist ein regulirer Ausdruck tiber 3.
(ii) € ist ein regulirer Ausdruck diber 3.
(iii) Fiir jedes a € ¥ ist a ein regulirer Ausdruck iber X.
) Wenn a und 8 regulire Ausdriicke iber ¥ sind, so auch af, (a| ) und (a)*.

(iv

Reguldre Ausdriicke {iber einem Alphabet ¥ sind also erst einmal nur Worter spezieller Art
iiber diesem Alphabet. Nun ordnen wir solch einem Wort eine Sprache zu. Die Definition dieser
Zuordnung erfolgt wiederum rekursiv.

Definition 4.43 (Sprache eines reguldren Ausdrucks) Sei ¥ ein Alphabet und ~ ein re-
gulirer Ausdruck iber X, dann wird die von -y beschriebene Sprache L(vy) C X* wie folgt definiert.

(i) Fir~y=0 gilt L(y) = 0.
(i) Fir~=e gilt L(vy) = {e}.
(iil) Firy=a mita € X gilt L(y) = {a}.
Fir v = af gilt L(y) = L(a) - L(B3).

Fir v = (o | 8) gilt Tv) = L(a) UL(6).
Fiir oy = ()" gilt L(y) = (L(a))".

(iv
(v

(vi

)
)
)
)
)
)

Beispiel 4.44 Wir betrachten den reguldren Ausdruck
(0] (0] 1)700).

Dann kénnen wir die zugeordnete Sprache wie folgt gemif der Definition bilden (hier fiir ein erstes
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Beispiel sehr ausfiihrlich aufgeschrieben):
L((0 [ (0] 1)700)) = L(0) U L((0 [ 1)"00)

= L(0) U (L((0 | 1)*0) )
= L(0) U ((L((0 | 1)7)) - L(0)) - L(0))
= L(0) U (((L((0 | )" - L(0)) - L(0))
= L(0) U ((L(0) U L(1))" - L(0)) - L(0))
= {0} U ((({oy uf{1y”-{o}) - {0})

= {0} U (({0,1}"-{0}) - {0})

= {0} U ({0,137 - {00}),

das heifit, die vom reguléren Ausdruck (0 | (0 | 1)*00) beschriebene Sprache ist die Menge aller
Worter iiber dem Alphabet {0, 1}, die gleich 0 sind oder auf 00 enden.

)
) - L(0)

Bemerkung 4.45 1. Wir vereinbaren, dass wir Klammern, die nicht notwendigerweise ge-
braucht werden, weglassen kénnen. Zum Beispiel kénnen wir statt (o | (8 | 7)) auch
(o | 8] v) schreiben. Wir schreiben auch Lo | 8) statt L((« | §)) sowie a* statt (a)*.
2. Wir benutzen die abkiirzende Schreibweise o™ fiir ac . . . a.
—
n-mal
3. Wir benutzen die abkiirzende Schreibweise at fiir a*a.
4. In der Literatur findet man oft auch abweichende Definitionen der reguldren Ausdriicke. Zum

Beispiel findet man fiir (o | 8) auch (a4 ) oder auch (o U 8). Auch wird natiirlich oft «- 8
fiir a8 zugelassen.

5. Oft wird in der Literatur zwischen reguldrem Ausdruck und beschriebener Sprache nicht
unterschieden, das heifit, man identifiziert einen reguléren Ausdruck mit der beschriebenen
Sprache.

Ich gebe noch ein paar weitere Beispiele an:

Beispiel 4.46 Weitere Beispiele fiir reguliire Ausdriicke iiber ¥ = {a, b} und deren zugeordneten
Sprachen sind:

(a | b)* beschreibt die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {a, b}.

(a|b)T beschreibt die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {a, b}, die nicht dem leeren Wort
entsprechen.

(a | b)*aba(a | b)* beschreibt die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {a, b}, die das Teilwort
aba haben.

(a | b)*a(a | b)? beschreibt die Menge aller Wérter iiber dem Alphabet {a,b}, deren drittletztes
Symbol ein a ist.

((a]b)(a]b))* beschreibt die Menge aller Wérter iiber dem Alphabet {a,b}, deren Linge gerade
ist.

(b| e)(ab)*(a | €) beschreibt die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {a, b}, die nicht das Teil-
wort aa und nicht das Teilwort bb enthalten.

Wenn man sich die reguléren Ausdriicke und die beschriebenen Sprachen im obigen Beispiel an-
schaut, erkennt man, dass alle Sprachen vom Typ 3 sind, also reguldr. Man stellt sich natiirlich die
Frage, ob alle durch regulire Ausdriicke beschreibbaren Sprachen regulér sind und ob umgekehrt
fiir jede regulidre Sprache ein reguldrer Ausdruck existiert, der sie beschreibt. Die Bezeichnung
requldre Ausdriicke suggeriert natiirlich die Antwort.

Satz 4.47 (KLEENE) Die Menge der durch regulire Ausdriicke beschreibbaren Sprachen ist genau
die Menge der reguldren Sprachen.
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Beweis. Der Beweis muss in zwei Richtungen gefiihrt werden.

Teil 1: Einerseits muss gezeigt werden, dass jeder reguldre Ausdruck eine regulére Sprache be-
schreibt. Diesen Teil wollen wir an dieser Stelle skizzieren. Wir werden zeigen, dass zu jedem
reguldren Ausdruck ein NEA existiert, der genau die vom regulidren Ausdruck beschriebene Spra-
che akzeptiert, womit wegen Folgerung 4.41 diese Sprache regulér oder vom Typ 3 ist.

Sei 3 ein Alphabet und 7 ein regulidrer Ausdruck iiber ¥. Wir betrachten zuerst die Fille,
in denen ~y die Form v = (), v = € oder v = a@ mit a € X hat. In Abbildung 4.12 sind NEA’s

@ a ( :

Abbildung 4.12: DEA’s fiir L((), L(e) sowie L(a) (von links nach rechts)

angegeben, die jeweils die Mengen L(0) = 0, L(¢) = {e¢} sowie L(a) = {a} akzeptieren.
Wir nehmen jetzt an, dass v ein reguldrer Ausdruck ist, der per Definition schon aus reguléren
Ausdriicken zusammengesetzt ist. Dann gibt es fiir v die drei Félle v = a8, v = (a | §) und

7= ()"

Sei zunéichst v ein regulérer Ausdruck der Form v = a8. Dabei kénnen wir annehmen, dass es
bereits NEA’s fiir L(a) und L(5) gibt, also dass NEA’s A, und Ag existieren mit T'(A4,) = L(«a)
und T(Ag) = L(F). Nun konstruieren wir den Automaten A, indem wir die Automaten A, und

e

Abbildung 4.13: Schema des NEA’s fir L(af)

Ap im Prinzip hintereinander schalten (,,in Reihe®) (siche Schema in Abbildung 4.13).

Die genaue Konstruktion fiir den NEA A ist folgende: Die Automaten A, = (Zu, 2, 04, 2a0; Ea)
und Ag = (Z3, %, 08, 250, Eg) seien die Automaten mit T'(A,) = L(a) und T(Ag) = L(B). Wir
konstruieren A = (Z,3%, 4, 29, E) wie folgt.

e Jeder Zustand von A, und Ag ist auch Zustand von A, also Z = Z, U Z3.
e Der Anfangszustand von A, ist auch Anfangszustand fiir A, also zg = zn0-
e Die Menge der Endzustdnde von Ag wird die Menge der Endzustidnde von A, also E = Eg.

° Allg Uberfithrungen von A, und Ap gelten auch fiir A. Von allen Zusténden von A, fir die
es Uberfithrungen zu Endzustéinden von A, gibt, gibt es zusétzlich Uberfithrungen fiir das
gleiche Symbol zum Anfangszustand von Ag. Formal gilt fiir alle z € Z und a € X:

ds(z,a) fir € Zg,
d(z,a) = ¢ da(z,a) fiir z € Z, und 64(z,a) N Ey = 0,
da(z,a) U{zgo} fiir z € Z, und 64(2,a) N E, # 0.

Fiir den Fall ¢ € L(a)) muss man noch Sonderregelungen treffen, darauf verzichten wir hier.

Wie man nachweisen kann, gilt dann T'(A4) = L(af), das heifit A akzeptiert ein Wort genau dann,
wenn ein erster Teil des Wortes von A, und der Rest des Wortes von Ag akzeptiert wird.

Habe v nun die Form v = (a | ). Wir setzen wieder voraus, dass die Automaten A, =
(Zoy X, 00, Za0, Bo) und Ag = (Z3, X, 08, 280, Eg) die Automaten mit T'(A,) = L(a) und T'(Ag)
L() seien. Wir konstruieren dann den Automaten A in folgender Art und Weise (wir schalten die
Automaten A, und Ag im Prinzip ,,parallel“, siche Abbildung 4.14):

A= (Za UZgu {Zo}, 3,0, z0, Eq U Eﬁ),
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_>/ =
T

Ap

Abbildung 4.14: Schema des NEA’s fiir L((« | 8))

die Funktion 0 ist dabei wie folgt definiert.

da(z,a) fir z € Z,,
d(z,a) = § d5(z,a) tir z € Zg,
90 (2a0,a) Udg(zp0,a) fir z = 2.
Der Automat akzeptiert dann ein Wort genau dann, wenn es von A, oder Ag akzepterit wird.
Also gilt T(A) = Ao U Ag, das heifit T(A) = L((a | §)).

Habe v nun die Form v = (a)*. Wir setzen wiederum voraus, dass der Automat A, =
(Za, 2, 00y 200, o) der Automat mit T'(A,) = L(«) ist. Wir konstruieren A, indem wir im Prinzip

Abbildung 4.15: Schema des NEA’s fiir L((«)*)

eine Schleife erzeugen (siehe Abbildung 4.15). Exakt wird dann A = (Z, X, §, 29, E) folgendermafien
konstruiert.

Z = Za U {Zo}, E = {Zo}
und fiir die Uberfiithrungsfunktion § gilt fiir alle z € Z und a € X:

0a(Za0, @) fiir z = 2o,
0(z,a) = ¢ 04(z,0a) fir z € Z, und 64(2,a) N E, = 0,
da(z,a) U{z} fiir z € Z, und 64(2,a) N E, # 0.

Zur Interpretation: Anfangszustand ist also ein neuer Zustand, der auch gleichzeitig der einzige
Endzustand ist. Vom Anfangszustand gibt es dann die gleichen Uberfithrungen wie vom Anfangszu-
stand des Automaten A,. Von allen Zustéinden von Ay, fiir die es Uberfithrungen zu Endzustéinden
von A, gibt, gibt es zusitzlich Uberfithrungen fiir das gleiche Symbol zum Anfangszustand z.

Damit wird das leere Wort akzeptiert (wegen zo € F) und auch alle Worter, die auch A, akzep-
tiert. Weiter konnen wir natiirlich die Schleife mehrmals durchlaufen, das heif3t fiir die akzeptierte
Sprache von A gilt

T(A) = {e} UT(Aa) U (T(4a))* U (T(Aa))* U-
= (T(Aa))" UT(Aa)' U (T(4a))* U (T(Aa))
= (T(Aa))",
also T(A) = (L(a))*.
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Damit hétten wir alle Félle behandelt und haben den ersten Teil des Beweises vollendet (ab-
gesehen von den Liicken, die wir hier nicht vollstéindig bewiesen haben). Das heifit, wir haben
gezeigt, zu jedem regulidren Ausdruck gibt es einen dquivalenten nichtdeterministischen endlichen
Automaten, also ist jede von einem regulidren Ausdruck beschriebene Sprache regulér.

Noch eine allgemeine Bemerkung zu den obigen Konstruktionen, natiirlich miissen wir Z, N
Zg = () fordern, und falls wir einen Anfangszustand zo neu hinzunehmen, darf er natiirlcih in den
gegebenen Automaten nicht vorkommen. Das ist aber keine Einschrinkung, da wir durch einfache
Umbenennungen der Zustdnde diese Bedingungen immer absichern kénnen.

Teil 2: Im zweiten Teil des Beweises zeigen wir, dass jede regulidre Sprache von einem reguldren
Ausdruck beschrieben wird.

Sei L eine reguldre Sprache. Dann wird L von einem deterministischen endlichen Automaten
A= (Z,%,6,z0, F) akzeptiert, wobei ¥ = {a1,aqs,...,a;} gelte. Fiir jeden Zustand z € Z definie-
ren wir die Wortmenge L, = {w € X* | §(z,w) € E}. Fiir alle diese L. werden wir zeigen, dass sie
von regulidren Ausdriicken beschrieben werden kénnen. Wegen L = T(A) = L., wiirde dann die
Behauptung folgen.

Die Mengen L, stehen in folgenden Beziehungen zueinander.

k

L. = U {a’b} : L5(z,ai) fiir z g FE und
i=1
k

L.= U {ai} - Ls(z,0,) U{e} fiir z € E.
i=1

(4.2)

Wir werden jetzt dieses System von Gleichungen, in denen die L, als Unbekannte auftreten,
schrittweise auflosen, wobei wir nur die Operationen Vereinigung, Konkatenation und Iteration
verwenden, so dass letztendlich nur L., stehen bleibt und somit von einem reguléren Ausdruck
beschrieben werden kann.

Die Tatsache, dass Unbekannte auf beiden Seiten ein und derselben Gleichung auftreten
konnen, fiihrt dazu, dass hier ein ,normales“ Eliminieren nicht mdoglich ist.

Hier hilft folgendes Lemma,

Lemma 4.48 Fir B,C € ¥* qilt: Iste € B, so ist L = B* - C die einzige Losung der Gleichung
L=B-LUC.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch das Zeigen der Inklusionen B* - C C L sowie L C B* - C.

Teil 1: B* - C C L. Wir zeigen durch Induktion iiber k, dass jedes B* - C in jeder Losung L
enthalten ist.
Induktionsanfang. Fir k = 0 gilt:

B C={-C=CCB-LUC=L.
Induktionsschritt. Mit der Induktionsvoraussetzung B¥ . C C L schlieBt man

Bl.c=B.(B*.C)CB-LCB-LUC=L.

Teil 2: L C B* - C. Wir zeigen durch Induktion iiber die Lénge des Wortes w, dass aus w € L
stets w € B* - C folgt.

Induktionsanfang. Ist |w| = 0, so ist w = e. Gilt ¢ € L, so folgt aus L=B-LUC und ¢ ¢ B
sofort € € C. Dann ist aber auch e € B* - C.

Induktionsschritt. Es sei jw| > 0, und nach Induktionsvoraussetzung folge fiir alle v mit |v| < |w|
aus v € L stets v € B* - C.

Esseinun w € L =B-LUC. Im Falle w € C folgt sofort w € B*- C. Im Falle w € B - L gibt
eseinu € Bund ein v € L mit w=u-v. Wegen ¢ € B gilt |u| > 0 und folglich |v| < |w|. Nach
Induktionsvoraussetzung haben wir damit v € B* - C, und wir schlieflen w = u-v € B-(B*-C) C
B*-C. U
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Mit diesem Lemma konnen wir jetzt L,, bestimmen, indem wir schrittweise alle anderen Men-
genvaraiblen L, wie folgt eliminieren. Kommt in der Gleichung, bei der links L, steht, auch rechts
L, vor, so wird das Lemma angewendet. In jedem Fall hat man dann eine Gleichung L, = R,
wobei in R die Variable L, nicht mehr vorkommt. Ersetzt man jetzt in allen anderen Gleichungen
L, durch R, so ist L, eliminiert.

Wenn wir alle Variablen bis auf L, eliminiert haben, ist L, dargestellt als endlich oftmalige
Anwendung der Operationen Konkatenation, Vereinigung und Iteration iiber Symbolen aus X.
Somit kann L,, = T(A) durch einen reguléren Ausdruck beschrieben werden.

Somit ist der zweite Teil des Satzes von Kleene und damit auch der Satz bewiesen. O

Wir betrachten ein Beispiel fiir die Konstruktion eines dquivalenten reguldren Ausdrucks fiir
einen gegebenen deterministischen endlichen Automaten.

Beispiel 4.49 In der Abbildung 4.16 ist ein ein DEA iiber dem Alphabet ¥ = {a,b} durch

Abbildung 4.16: Ein deterministischer endlicher Automat

einen Uberfithrungsgraphen gegeben. Das dazugehérige Gleichungssystem fiir die Wortmengen L
besteht somit aus den drei Gleichungen

L.,={a}-L,,u{b}-L.,,
L., ={a}-L;, U{b} - L, (4.3)
L,,={a} L, U{b} L, U{e}

Die Variable (Wortmenge) L,, in der ersten Gleichung kénnen wir ohne Probleme eliminieren,

indem wir sie durch die rechte Seite der dritten Gleichung ersetzen. Somit erhalten wir das zu
(4.3) dquivalente Gleichungssystem

Lz =A{a} - Lo U{b} - ({a} - Lz, U{b} - L, U{e}),
L., ={a} L U{b}- L,
oder, indem wir die rechte Seite der ersten Gleichung zusammenfassen,
Lz, = ({a} U{bb}) - L, U{ba} - L., U {b},
L, ={a} -L,,u{b} -L,,.

Nun wenden wir auf die zweite Gleichung das Lemma 4.48 an und erhalten L,, = {b}*{a} - L,,.
Damit konnen wir jetzt L., in der ersten Gleichung des Gleichungssystems ersetzen.

L,, = ({a}U{bb}) L, U{ba}- L, U{b}
= ({a} U {0b}) - Ly U{ba} - ({b}"{a} - Ls,) U {0}
= ({a} U {bb} U {ba} - {b}"{a}) - Lz, U{b}.

Nun wenden wir abermals unser Lemma an und erhalten

Ly = ({a} U {bb} U {ba} - {b}"{a})"{b}.
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Somit kénnen wir L., also die vom gegebenen Automaten akzeptierte Sprache, durch den re-
guldren Ausdruck

(a | bb| bab*a)*b
beschreiben.

Betrachten wir weiteres Beispiel.

Beispiel 4.50 Es ist ein regulidrer Ausdruck zu bestimmen, der die Menge aller Worter iiber dem
Alphabet {a, b}, die nicht das Teilwort bab enthalten, beschreibt.

Wir konstruieren zuerst den DEA, der die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {a, b}, die
das Teilwort bab enthalten, beschreibt (siehe Abbildung 4.17). Jetzt konnen wir daraus sehr einfach

a b

B

a

Abbildung 4.17: Ein DEA fiir die Menge aller Woérter iiber {a, b}, die das Teilwort bab enthalten

einen DEA konstruieren, der die Komplementédrmenge akzeptiert, ndmlich durch Vertauschen der
akzeptierenden und nichtakzeptierenden Zusténde (sieche Abbildung 4.18).

—an-

Abbildung 4.18: Ein DEA fiir die Menge aller Woérter iiber {a, b}, die nicht das Teilwort bab enthalten

Nun kénnen wir fiir den DEA aus Abbildung 4.18 das Gleichungssystem der Wortmengen fiir
die einzelnen Zustédnde aufstellen.
L,, ={a} L, U{b}- L, U{e},
L., ={a} L., U{b} L. U{e},
L., ={a} L,,U{b}- L., U{e},
L., ={a}-L,,U{b} -L,,.
Aus der vierten Gleichung erhalten wir L., = {a,b}- L,, und durch Anwendung des Lemmas 4.48

schlieBlich L,, = {a,b}* - 0 = (). Setzen wir dies in die dritte Gleichung ein, erhalten wir folgendes
neue Gleichungssystem.

LzU = {(Z} ’ ng U {b} ' Lzl U {6}3
L, ={a} -L,,U{b} L, U{e},
L., ={a} L, U{e}.
Mittels der dritten Gleichung kénnen wir L, in der zweiten Gleichung ersetzen und erhalten
L., ={a}-L.,U{b} L. U{e}
={a}-({a} - Lz, U{e}) U{b} - L., U {e}
={aa} L, U{b} L, U{e, a}
={b}-L,, U{aa}-L,, U{e,a}.
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Wenden wir nun auf diese Gleichung unser Lemma an, erhalten wir

Lz, ={b}" - ({aa} - Lz, U{e,a})
= {b}" - {aa} - L., U{b}" - {e,a}.
Setzen wir nun dieses Ergebnis in die Gleichung fiir L., ein, so haben wir
L, ={a} L, U{b} L, U{e}
={a} - Lo, U{b} - ({0}" - {aa} - Lo, U{b}" - {e,a}) U{e}
= ({at U {b}-{0}" - {aa}) - L., U{b} - {b}" - {e,a} U {e}.

Daraus erhalten wir nach Anwendung unseres Lemmas

Lz = ({a} U{b} - {0} - {aa})™ - ({b} - {b}" - {e,a} U {e}),

und somit beschreibt der reguldre Ausdruck
(a | bb*aa)*(bb*(e | a) | €)

unsere gegebene Menge der Worter iiber dem Alphabet {a, b}, die nicht das Teilwort bab enthalten.

4.3.4 Das Pumping Lemma

In diesem Kapitel behandeln wir einen Satz, mit dem man zeigen kann, dass eine Sprache nicht
regulér ist.

Satz 4.51 (Pumping Lemma) Sei L eine regulire Sprache. Dann gibt es eine Konstante k € N,
so dass fir alle Worter z € L mit |z| > k Wérter u, v und w ezistieren, so dass gilt:

(i) 2z = wow,
(i) |wv| <k and |v] > 1,
(iii) fiir alle i € N gilt uv'w € L.

Beweis. Sei L eine regulire Sprache, dann gibt es einen DEA A, der L akzeptiert. Sei nun k die
Anzahl der Zustidnde von A.

Wir betrachten ein Wort z, welches von A akzeptiert wird und fiir das |z| > k gilt. Beim
Einlesen von z durchlduft der DEA offensichtlich |z] + 1 > k + 1 Zustéinde (einschlieBlich des
Startzustands). Da der Automat aber nur & Zustédnde hat, mufl der DEA A beim Einlesen von z
zweimal denselben Zustand durchlaufen, also durchlauft der Automat eine Schleife. Wir bezeichnen
mit v den Teil des Wortes, den A vor Erreichen der Schleife eingelesen hat, mit v den Teil, der
wihrend der Schleife eingelesen wurde, mit w den Rest des Wortes. Offensichtlich gilt |uv| < k
und v > 1.

Da wir eine Schleife durchlaufen haben, kann der Automat natiirlich auch die Schleife meiden
(i = 0) oder zweimal durchlaufen (i = 2) oder beliebig oft durchlaufen. Mit anderen Worten, fiir
alle i > 0 gilt uv'w € L, was zu beweisen war. O

Bemerkung 4.52 Schaut man sich die logische Struktur des Pumping Lemmas an, erkennt man,
dass es sich um eine Implikation handelt, dass heif3t, die Umkehrung muss nicht wahr sein. Hier
ist es tatséchlich so, es gibt Sprachen, die nicht reguldr sind, fiir die aber die Behauptungen des
Pumping Lemmas erfiillt sind (siehe Abbildung 4.19). Damit eignet sich das Pumping Lemma gut,

um zu zeigen, dass gewisse Sprachen nicht reguldr sind, man kann aber auf keinen Fall zeigen,
dass gewisse Sprachen reguldr sind!!!.

Beispiel 4.53 Wir betrachten die Sprache

L={a"b"|n>1},
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/ Menge aller Sprachen \

Sprachen, die die Behauptung
des Pumping Lemmas erfiillen
( Typ-3-Sprachen )

Abbildung 4.19: Hierarchie mit Menge der Sprachen, die die Behauptung des Pumping Lemmas erfiillen

von der wir schon ldnger vermuten, dass sie nicht regulér ist. Das wollen wir jetzt mit dem Pumping
Lemma durch die indirekte Beweismethode beweisen.

Dazu nehmen wir an, L sei reguldr. Dann gibt es laut Pumping Lemma eine Konstante k, so
dass fiir alle Wérter z € L mit |z| > k Worter u, v und w existieren, so dass gilt:

(i) z = wvw,
(ii) |uwv| <k and |v] > 1,
(iii) fiir alle ¢ € N gilt uwv'w € L.

Betrachten wir speziell das Wort z = a*b*, dann gilt offensichtlich |z| = 2k > k, also gibt es
eine Zerlegung z = a*b* = wvw mit |uv| < k and |v| > 1. Daraus ergibt sich:

wo =a" fur r <k,
w = akfrbk,

v=a® firl<s<r<k.
Nach (iii) ist jedes Wort uv‘w € L, also auch
w?w € L. (4.4)
Andererseits gilt
ww = wovw = a"a®a* T = aF TP
mit s > 1, also k + s # k, das heifit
ww ¢ L, (4.5)

was einen Widerspruch zu 4.4 darstellt. Folglich war unsere Annahme (L regulér) falsch, also kann
L ={a™b" | n > 1} nicht regulir sein.
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Beispiel 4.54 Mit Hilfe des Pumping Lemmas kann man auch die Nichtregularitdt der Sprachen

L={a"|n>1}
L={a* |n>1}

L = {a? | p Primzahl},
L={a"b"c" | n>1},

L = {ww | w € {a,b}*},
L ={ww|we {a,b}"},
L = EXPR

und vielen anderen zeigen.

4.3.5 Abschlusseigenschaften

Wir wollen in diesem Kapitel untersuchen, unter welchen Operationen die Menge der reguléren
abgeschlossen ist. Eine Menge M ist unter der Operation o abgeschlossen, falls fiir alle a,b € M
auch (aob) € M gilt.

Satz 4.55 Die Menge der reguldren Sprachen ist unter den Operationen
(i) Vereinigung,

(ii) Durchschnitt,

(iii) Komplement,

(iv) Produkt (Konkatenation) und

(v) Kleene-Stern

abgeschlossen.

Beweis. (i), (iv) und (v): Der Abschluss unter den Operationen Vereinigung, Produkt und Kleene-
Stern ist eine direkte Folgerung aus der Definition der reguldren Ausdriicke, da mit zwei gegebenen
reguldren Ausdriicken « und § auch af, («|3) sowie (a)* reguldre Ausdriicke sind und somit die
beschriebenen Sprachen regulér sind.

(iii): Der Abschluss unter der Operation Komplementbildung wird folgendermaflen nachgewie-
sen. Sei L eine regulire Sprache. Dann existiert ein DEA A = (Z,%, 4, 29, F) mit T(A) = L. Wir
konstruieren den DEA A’ = (Z,%,6, 2, % \ E). Offensichtlich gilt dann T'(A’) = L, d.h., durch
das Vertauchen von akzeptierenden und nichtakzeptierenden Zustéinden akzeptiert A’ genau die
Worter, die A nicht akzeptiert hat, also das Komplemt von L.

(ii): Offensichtlich gilt
LiNLy=1LyULy

(folgt direkt aus Gleichung 1.42 auf Seite 11), damit ist durch den Abschluss unter Komplement
und Vereinigung auch der Abschluss unter Durchschnitt gegeben.

Der Abschluss unter Durchschnittsbildung kann allerdings auch direkt durch Konstruktion des
sogenannten Produktautomaten nachgewiesen werden (siehe z. B. [9]). t

4.3.6 Wortproblem und andere Entscheidbarkeitsprobleme

Nach Satz 4.21 ist das Wortproblem fiir Typ-3-Grammatiken entscheidbar, dann natiirlich auch
fiir deterministische endliche Automaten, denn wir konnen zu einem deterministischen endlichen
Automaten eine dquivalente Typ-3-Grammatik konstruieren. Allerdings weist der Algorithmus,
der im Beweis des Satzes 4.21 benutzt wurde, eine exponentielle Laufzeit aus, fiir praktische
Anwendungen nicht brauchbar.

Wir betrachten jetzt das Wortproblem fiir DEA.
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Gegeben: DEA A = (Z,%,4, 29, E), und Wort w € ¥*,
Frage: Gilt w € T(A)?
Dann gilt.

Satz 4.56 Das Wortproblem fiir deterministische endliche Automaten ist in linearer Zeit ent-
scheidbar.

Beweis. Der Beweis ist trivial: Nach dem ,Einlesen“ des Wortes w wissen wir, ob w € T'(A)
gilt oder nicht (je nachdem ob ein akzeptierender Zustand erreicht wurde oder nicht). Und das
Einlesen benétogt genau n Schritte, falls das Wort w die Lénge n hat. O

Man betrachtet noch andere Entscheidbarkeitsprobleme fiir deterministische endliche Automa-
ten.

Leerheitsproblem:

Gegeben: DEA A.

Frage: Gilt T(4) = 07
Endlichkeitsproblem:

Gegeben: DEA A.

Frage: Ist T(A) endlich?
Schnittproblem.:

Gegeben: Zwei DEA’s A1 und As.

Frage: Gilt T(4;) NT(As) = 0?
Aquivalenzproblem:

Gegeben: Zwei DEA’s A1 und As.

Frage: Gilt T(4;) = (42)?

Zusammenfassend gilt folgender Satz, den wir aber hier nicht beweisen wollen.

Satz 4.57 Das Leerheitsproblem, das Endlichkeitsproblem, das Schnittproblem sowie das Aquiva-
lenzproblem fiir DEA sind entscheidbar. O



