Fakultat fur Informatik Universitat Magdeburg Jirgen Dassow

Signatur einer pradikatenlogische Sprache

Das Alphabet einer pradikatenlogische Sprache (erster Stufe) besteht aus

— den logischen Funktoren A, V, —, <, 4 and V

— den Klammersymbolen ( und ) und dem Komma ,

— einer (abzahlbar unendlichen) Menge var von Variablen,
— einer (abzahlbaren) Menge K von Konstantensymbolen,

— einer (abzahlbaren) Menge R,, von n-stelligen Relationssymbolen
fur jedes n > 1, und

— einer (abzahlbaren) Menge F;, von n-stelligen Funktionssymbolen
fur jedes n > 1.

Signatur S einer pradikatenlogischen Sprache — (K, Rq, F1, Ro, F5, .. .)

Logik - Pradikatenlogik 32



Fakultat fur Informatik Universitat Magdeburg Jirgen Dassow

Terme einer pradikatenlogische Sprache

Definition:
Die Menge T'(S) der Terme liber der Signatur S definieren wir induktiv
durch die folgenden Bedingungen:

i) Jede Variable ist ein Term uber § (d.h. z € T'(S) fur jede Variable
T € var).

ii) Jedes Konstantensymbol ¢ € K ist ein Term iiber S (d.h. ¢ € T(S) fir
ce K).

iii) Ist f ein n-stelliges Funktionssymbol, d.h. f € F},, und sind t1,ts,...,t,
Terme aus T'(S), so ist auch f(t1,%2,...,t,) ein Term uber S.

iv) Ein Wort liegt nur dann in T(S), wenn dies aufgrund von endlich
oftmaliger Anwendung von i), ii) und iii) der Fall ist.
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Ausdrucke einer pradikatenlogische Sprache

r kommt im Wort w vollfrei vor, falls z in w vorkommt, aber weder Vz
noch dz Teilworter von w sind.

Definition: Die Menge A(S) der pradikatenlogischen Ausdriicke tiber der
Signatur S definieren wir induktiv durch die folgenden Bedingungen:

i) Ist » € R,, ein n-stelliges Relationssymbol und sind t1,ts,...,t, Terme
aus T'(S), so ist r(t1,...,t,) ein pradikatenlogischer Ausdruck lber S.

ii) Sind A und B pradikatenlogische Ausdriicke aus A(S), so sind auch — A4,
(AANB), (AVB), (A — B) und (A < B) pradikatenlogische Ausdriicke
uber S.

iii) Ist A ein pradikatenlogischer Ausdruck liber S und kommt die Variable x
in A vollfrei vor, so sind auch Vx A und dx A pradikatenlogische Ausdriicke
uber S.

iv) Ein Wort liegt nur dann in A(S), wenn dies aufgrund von endlich
oftmaliger Anwendung von i), ii) und iii) der Fall ist.
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Basisausdrucke

Definition:

Fir einen pradikatenlogischen Ausdruck A uber der Signatur S definieren
wir die Menge B(A) der Basisausdriicke von A als die Menge aller Teilworter
r(t1,t2,...,tx) von A, bei denen r ein Relationssymbol und tq,to,... 1%
Terme uber S sind.
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Pradikatenlogische Sprache — Beispiel 1

SlmltK {C} R2 {’I"'} Rl F1:F2:RZ:FZ:@1CUFZZ3
T(S1) = {c} Uvar

)
r(c,c), r(c,x), r(x,c) und r(x,y) € A(S1), =,y € var,
((7“(56, y) Ar(y,z)) Vric,z)) € A(Sr),
((r(c,c) = r(y,y)) < (r(c,x)) € A(S1),
((T(ﬂf, y) Ar(y,z)) Vr(cz)) € A(S1),
Jz((r(c,c) = r(y,y)) < (r(c,z)) € A(S1),
( (y,2)) Vr(c, z)) € A(S1),

(
var(z,y) Ayr(y,z)) Vricz)) ¢ A(S1),
) ¢ A(S1)
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Pradikatenlogische Sprache — Beispiel 2

82 mithz{r}, Flz{f}, RleQIRZ:Fz:@fUFZZ3

. f(x)...)) |z € var, n > 0}

r(f(fgr]i(ac) )),f(fi]i(y)))) e A(S), x,y € var, n,m € Ny,
n mal m mal

By =Vxr(x, f(x)) € A(S,),
By =Vr—r(z,z) € A(S?),
B3 =VavVyVz((r(x,y) Ar(y,z)) — r(z, 2)) € A(Ss),

vaf(f(z)) & A(S2)
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Pradikatenlogische Sprache — Beispiele 3 und 4

Sz mit
K = {6} R2 {g} F1 = {91} F2 {gg} Rl Rz == Fz = (Z) fur 2 2 3

r, ¥, 91(7), g2(x,y), g1(92(w,y)) € T(S3),
g2(x,91(x)), g2(92(92(z,€),¢e),y) € T(S3)

Cy =Va(g(z,g2(z,e)) A g, ga(e, 1)) € A(S3),
Co =V (g(g2(x,91(x)), e) A g(g2(91(x),x),e)) € A(S3),
C3 = VaVyvzg(g2(r, 92(y, 2)), g2(92(, ), 2)) € A(S3)

S4 mitK:{e}, Flz{h}, RlzRi:FZ‘Z(bﬁjr’l:ZQ
T(S4) = {h(h(...h(z)...)) [ n > 0,2 € var oder x = e}

7

WV
n mal

A(Sy) =10
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Interpretation

Definition:

Sei § die Signatur einer padikatenlogischen Sprache. Unter einer Interpre-
tation I von S verstehen wir ein Paar I = (U, T), wobei U eine nichtleere
Menge ist und 7 eine Abbildung ist, die

e jedem Konstantensymbol ¢ € K ein Element 7(c¢) € U zuordnet,

e jedem n-stelligen Funktionssymbol f € F), eine n-stellige Funktion
7(f) : U™ — U zuordnet, und

e jedem n-stelligen Relationssymbol r» € R,, eine n-stellige Relation
7(r) C U™ zuordnet.

Unter einer Belegung o bez. der Interpretation I verstehen wir eine
Funktion, die jeder Variablen z ein Element a(xz) € U zuordnet.
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Wert eines pradikatenlogischen Terms

S — Signatur einer pradikatischen Sprache,
I = (U, T) — Interpretation von S,
o — Belegung bez. 1.

Definition:
Wir definieren den Wert w! (t) € U fiir t € T(S) induktiv durch:

1

e w,(r) = afx) fir eine Variable x.

e w!(c) = 7(c) fiir ein Konstantensymbol c.

e Ist f ein n-stelliges Funktionssymbol und haben fur 1 < i < n die Terme
t; die Werte w!(¢;), so gilt

wo(f(t,ta, - tn)) = T()(wa(tr), wa(ta), ... wa(tn)).
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Wert eines pradikatenlogischen Ausdrucks
S — Signatur, I = (U, 7) — Interpretation von S, a — Belegung bez. I.

Definition: Wir definieren den Wert w’ (A) € {0,1} fiirr A € A(S) induktiv
durch:

e Firre R,und t; € T(S), 1 <i < n, setzen wir

wl (r(ty,ta,...t,)) = 1 genau dann, wenn
(wa(t1), wa(ta), ..., wo(ty)) € 7(r).

e Fir A€ A(S) und B € A(S) setzen wir

w!(=A) = 1 genau dann, wenn w!(A) =0,

wl ((A A B)) =1 genau dann, wenn wl(A) =wl(B) =1,
wl((AV B)) = 0 genau dann, wenn wl(A) = wl(B) =0,

w! ((A — B)) = 0 genau dann, wenn w!(A) =1 und wl(B) =0,
w! ((A < B)) =1 genau dann, wenn w’!(A) = w!(B).
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Wert eines pradikatenlogischen Ausdrucks — Fortsetzung

o Fur A€ A(S) und in A vollfrei vorkommendes x setzen wir

— w! (Vo A) = 1 genau dann, wenn fiir jedes d € U die Beziehung
w! (A) =1 erfiillt ist,

AOy.d

— w!(3xA) = 1 genau dann, wenn es ein d € U mit wéxd(A) = 1 gibt.

Dabei definieren wir fiir eine Belegung o bez. I = (U, 7), eine Variable x
und ein d € U die Belegung a, 4 bez. I durch

| d fury==x
oealy) = { aly) firy# 2
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Beispiel 1 — Fortsetzung — Interpretation 1

S1 mitK:{c}, RQI{T‘}, R1:F1:F2:RZ:F@:@1CUFZZ3
I=U,7)mtU=N, 7(¢c) =2und 7(r) = R— = {(a,a) | a € N}
A= ((T(C, C) — T(yay)) — ?“(C,:U))

a mit a(x) =5 und a(y) =4 o' mit o (r)=2und a(y) =4
Nr. | Ausdruck A wl(A) | w!,(A) | Begrindung
a) | r(c,c) 1 1 da2=2
b) | r(y,y) 1 1 dad4=4
c) | (r(c,c) —=r(y,y)) |1 1 wegen a) und b)
d) | r(c,x) 0 1 da2#5und2=2
e) | A 0 1 wegen ¢) und d)
wl (Ga((r(e.) = r(e,2)) = r(e,a)) = 1
wl(F((r(e, &) — r(z,2)) < r(c,z)) = 0
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Beispiel 1 — Fortsetzung — Interpretation 2

S1 mitK:{c}, RQI{T‘}, R1:F1:F2:RZ:F@:@1CUFZZ3
J=UT1)mitU=N, 7(c)=1, 7(r) = R< = {(a,b) | a < b}
A= ((T(C, C) — T(yay)) N ?“(C,:U))

a mit a(x) =5 und a(y) =4 o' mit o (r)=2und a(y) =4
Nr. | Ausdruck A wy(A) | w!,(A) | Begriindung
a') | r(c,c) 1 1 dal1<1
b') | r(y,y) 1 1 da4 <4
c) | (r(c,c) —=r(y,y)) |1 1 wegen a') und b’)
d) | r(c,x) 1 1 dal1<5und1<2
e) | A 1 1 wegen c¢') und d’)
wy (Vz((r(c,c) — r(y,y)) < r(c, 7)) =1
wy (Fz((r(c,c) = r(y,y)) < r(c, 7)) =1
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Tautologie — Kontradiktion —Erfullbarkeit

Definition: i) Ein Ausdruck A liber der Signatur S heiBt allgemeingiiltig
oder Tautologie (bzw. Kontradiktion oder unerfiillbar) bez. einer Interpre-
tation I von S, falls fiir jede Belegung o bez. I die Beziehung wl(A) =1
(bzw. wl(A) = 0) gilt. A heiBt erfiillbar bez. I, falls es eine Belegung o

(07

bez. I mit w!(A) =1 gibt.

ii) Sei A eine Menge von Ausdriicken iiber S. Eine Interpretation I von S
heiBt Modell fiur A, falls jeder Ausdruck von A eine Tautologie bez. I ist.

iii) Ein Ausdruck A lber der Signatur S heiBt allgemeinglltig oder
Tautologie (bzw. Kontradiktion oder unerfiillbar), falls A Tautologie (bzw.
Kontradiktion) bez. jeder Interpretation von S ist. Ein Ausdruck A uber
S heiBt erfullbar, falls es eine Interpretation I von S und eine Belegung o
bez. I mit wl(A) =1 gibt.
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Semantische Aquivalenz 1

Definition: Zwei pradikatenlogische Ausdriicke A und B tiber der Signatur
S heiBen semantisch aquivalent, falls fur jede Interpretation I von & und

jede Belegung o bez. I die Beziehung wl(A) = wl(B) gilt.

Folgerung: Zwei pradikatenlogische Ausdriicke A und B lber der Signatur
S sind genau dann semantisch aquivalent, wenn (A < B) eine Tautologie
ist.

Lemma: Es seien A und B aussagenlogische Ausdriicke mit var(A) U
var(B) C {p1,p2,...pn}. Ferner seien C1,Cy,...C,, pradikatenlogische
Ausdriicke tber einer Signatur & und A’ und B’ die pradikatenlogische
Ausdriicke, die aus A und B entstehen, indem man fir 1 < i < n jedes
Vorkommen von p; durch Cj; ersetzt. Dann gelten folgende Aussagen.

i) Ist A eine Tautologie, so ist auch A’ eine Tautologie.
i) Aus A= B folgt A’ = B'.
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Semantische Aquivalenz 2

Lemma: Sind A und B beliebige pradikatenlogische Ausdriicke, so gelten
die folgenden semantischen Aquivalenzen:

1) "VzA = dz-A,
i) ~dzA = VA,
i) (VzAAVzB) =Vz(AA B),
iv) (3xAV dxB) = Jx(AV B),
v) VaVyA = VyVx A,
vi) dzdyA = JydzA.
Kommt uberdies x in B nicht vor, so gelten noch
vii) (VxA A B) =Vax(A A B),
viii) (VeAV B) =Vz(AV B),
ix) (JxA A B)=3dx(AANB),
x) (dxAV B) =3dx(AV B).
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Substitutionen

Seien s ein Term uber &, A ein pradikatenlogischer Ausdruck tber S, x
eine Variable und ¢t ein Term uber S, der 2 nicht enthalt.

sub(s,z,t) und sub(A,x,t) entstehen aus s bzw. A, indem jedes freie
Vorkommen von z in s bzw. A durch t ersetzt wird

a sei eine Belegung bez. einer Interpretation I von S

o= {2 72

w Yy =1
Lemma: i) wl(sub(s,z,t)) = wéx’t(s)
i) wl(sub(A,z,t)) = wéx,t(A).

Lemma: Sei A = QxB mit @ € {V,3} ein pradikatenlogischer Ausdruck
uber einer Signatur §. Ferner sei y eine Variable, die in A nicht vorkommt.
Dann gilt

Qxr B = Qy sub(B,x,y) .
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Pranexe Normalform

Definition:
Wir sagen, dass ein pradikatenlogischer Ausdruck A in pranexe Normalform
ist, wenn folgende Bedingungen gelten:

—A=0Q1x1Q222...Q,x, A" fur ein n > 0,
- Q; € {V,3} fur1 <i <n,

— fur 1 <17 < nist z; eine Variable und
—in A" kommen V und 3 nicht vor.

Satz:
Zu jedem pradikatenlogischen Ausdruck A gibt es einen zu A semantisch
aquivalenten pradikatenlogischen Ausdruck B in pranexer Normalform.
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Pranexe Normalform — Beispiel

(m3zR(z,y) VVzQ(f(x))) ANVy—P(z,9(y)))

a) R(x,y), Q(f(x)) und =P(x,g(y)) sind pranexe Normalformen.

b) —JxR(x,y) hat pranexe Normalform Vx—R(x,y)
VxQ(f(x)) pranexe Normalform
Vy—P(x, f(y)) pranexe Normalformen

c) (=3zR(z,y) VVzQ(f(z)) = (Va-R(z,y)VVzQ(f(x)))

(Vw=R(w,y) VVoQ(f(v)))
Vw(=R(w,y) VVuQ(f(v)))
Vuvu(=R(w,y) vV Q(f(v)))
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Pranexe Normalform — Beispiel — Fortsetzung

d) ((m3zR(z,y) vVzQ(f(x))) ANVy—P(x,9(y)))
= (VuvVv(=R(w,y) VQ(f(v))) AVy=P(x,9(y)))
= (VuVo(~R(w,y) V Q(f(v))) ANVz=P(z,9(2)))
= Vw(Vo(~R(w,y) V Q(f(v))) ANVz=P(z,g(2)))
= VuVv((—R(w,y) V Q(f(v))) ANVz=P(z,9(z)))
= VuVoVz((—R(w,y) V Q(f(v))) A ~P(z,9(2)))
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Pranexe Normalform 2

Q121Q2x2 . .. Qnx, A’ — pranexe Normalform

A’ entsteht aus Basisausdriicken mittels Anwendung der aussagenlogischen
Verknupfungen —, A, V, —, <

A’ entsteht aus einem aussagenlogischen Ausdruck B, indem jedes
Vorkommen einer Variablen in B durch einen Basisausdruck R(t1,to, ..., )
ersetzt wird.

K p — konjunktive Normalform zu B und K 4, — analog gebildeter Ausdruck

Ky =(DiADsA...AD,),

Dz’: (Di,l\/Di,Q\/---\/Di,si) fur 1 S?:S’I“,

Dij = R(tij tigo: - slijk,) oder Dij=—=R(tiji,tij2,. - tijk ;)
furl<:<r, 1<75<s;undgewisser, s; k;;, 1<t<r, 1<j5<s,.

K 4 — "konjunktive” Normalform von A’.
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Pradikatenlogische Entscheidbarkeitsprobleme

Erfullbarkeitsproblem:
Gegeben: pradikatenlogischer Ausdruck A lber einer Signatur S
Frage: Ist A erfullbar ?

Giiltigkeitsproblem:
Gegeben: pradikatenlogischer Ausdruck A lber einer Signatur §
Frage: Ist A allgemeingiiltig 7

Unerfiillbarkeitsproblem:
Gegeben: pradikatenlogischer Ausdruck A lber einer Signatur §
Frage: Ist A unerfillbar ?
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Algorithmus und Entscheidbarkeit

Ein Algorithmus uberfuhrt in endlicher Zeit die Eingabedaten in eine Antwort
"ja" oder "nein” und besteht aus einer Folge von Anweisungen mit folgenden
Eigenschaften:

e es gibt eine eindeutig festgelegte Anweisung, die als erste auszufuhren
Ist,

e nach Abarbeitung einer Anweisung gibt es eine eindeutig festgelegte
Anweisung, die als nachste abzuarbeiten ist, oder die Abarbeitung des
Algorithmus ist beendet.

Ein Problem heiBt entscheidbar, wenn es einen Algorithmus zu seiner Losung
gibt, d.h. einen Algorithmus, der auf die Frage die korrekte Antwort "ja"
oder "nein” gibt. Falls kein Algorithmus zur Losung existiert, heilt das
Problem unentscheidbar.
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Unentscheidbarkeit in der Pradikatenlogik

Satz:

Das Giiltigkeitsproblem der Pradikatenlogik ist unentscheidbar, d.h. es gibt
keinen Algorithmus, der fur einen beliebigen pradikatenlogischen Ausdruck
A feststellt, ob A eine Tautologie ist.

Satz:

Das Unerfullbarkeitsproblem der Pradikatenlogik ist unentscheidbar, d.h.
es gibt keinen Algorithmus, der fur einen beliebigen pradikatenlogischen
Ausdruck A feststellt, ob A unerfullbar ist.

Satz:

Das Erfullbarkeitsproblem der Pradikatenlogik ist unentscheidbar, d.h.
es gibt keinen Algorithmus, der fur einen beliebigen pradikatenlogischen
Ausdruck A feststellt, ob A erfullbar ist.
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