Kontextfreie Sprachen

e besitzen groBe Bedeutung bei der Definition von Programmiersprachen
sowie der Syntaxiiberpriifung von Programmen

e Chomsky-Normalform
o cffiziente Losung des Wortproblems (CYK-Algorithmus)
e Grenzen kontextfreier Sprachen (Pumping Lemma)

e Charakterisierung durch Kellerautomaten
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Beispiel fiir eine kontextfreie Grammatik

G=({SX,C},{x,¢0,+,—,;,:=,#,LOOP, WHILE, DO, END}, P, 5)
mit folgenden Regeln in der Regelmenge P:

S—5;5

S — LOOP X DO S END

S — WHILE X # 0 DO S END
S—-X=X+C
S—-X=X-C

X —x

C —c
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Chomsky Normalform
Definition

Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist in Chomsky Normalform,
falls jede Regel in P in einer der Formen (i)-(iii) ist:

(i) A— BC mit A,B,C €V,
(ii) A—amit A€V unda € X,

(iii) S — &, wobei S auf keiner rechten Seite einer Regel vorkommt.

Satz

Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man eine kontextfreie Grammatik
G’ in Chomsky Normalform konstruieren mit L(G) = L(G').
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Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

Eingabe: kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) in Chomsky NF,
Wort w € X*
Ausgabe: ja, falls w € L(G); nein, sonst.

Grundidee des CYK-Algorithmus

e w|s,t| sei das Teilwort von w von der Stelle s bis zur Stelle ¢, wobei
1<s<t<n=|uw|
e Bestimmefirl <j<nund1<:<n-—j+1de Mengen
Tli,jl={AcV | A= w[i,i+j—1]}.

e Es gilt w € L(G) genau dann, wenn S € T'[1,n].
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CYK-Algorithmus — Fortsetzung

Induktive Bestimmung der Mengen T'[7, j]:

o Fir j=1.T[,1]|={A eV | A— wli,i] € P}

o Firj>1:

T)i,j]={A €V |esgibt B,C €V und1<k<jmit
A—BCeP,BeTli,k|,CeTli+k,j—k|}

o CYK-Algorithmus ist Beispiel fiir Dynamische Programmierung.
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Beispiel fiir CYK-Algorithmus

Die Sprache L = {a™b"c™ | m,n > 1} ist kontextfrei und wird von der
Grammatik G = (V, X, P, S) mit den Regeln

S — AB, A — aAb | ab, B —c¢B|c

erzeugt. Eine dquivalente Grammatik in Chomsky Normalform fiir L hat
folgende Menge von Regeln:

S — AB, B — EB|c, C — a,
A— CD | CF, F — AD, D — b, E — ¢,

Sei x = aaabbbce. Dann erzeugt der Algorithmus folgende Tabelle.
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Beispiel fiir CYK-Algorithmus — Tabelle

.

a a a b b b C C =X
|'flelc|c p|Dp| D|EBES
A B
J F
A
F
A
S
S
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Beispiel fiir CYK-Algorithmus — Erklarung

In der Tabelle stellt jede Zelle eine Menge T'[¢, j] von Nichtterminalen dar.
Die Koordinatenachsen fiir ¢ und j sind eingezeichnet.

Der Algorithmus besteht aus drei Teilen. Im ersten Teil wird die oberste
Zeile (T'[i, 1]) berechnet.

Im zweiten Teil werden zeilenweise die weiteren Mengen T'[¢, j] berechnet,
indem immer die zugehorige Spalte von oben und die nach rechts oben
filhrende Diagonale betrachtet werden.

Im dritten Teil des Algorithmus schlieBlich wird sich die Menge T'[1,n]
angeschaut, hier T[1,8]. Gilt S € T[1,n|, dann und nur dann gibt der

Algorithmus “ja" aus, das heiBt, es gibt eine Ableitung S == z, hier
S = aaabbbce, somit erzeugt die gegebene Grammatik = = aaabbbce.
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Fortsetzung CYK-Algorithmus

Noch eine Bemerkung: aus der aufgestellten Tabelle kann man auch die
Ableitung fiir das Wort x ablesen, indem wir riickwarts die Regeln anwenden,
die auf S in T[1,n] gefiihrt haben. Hier sieht die Ableitung fiir aaabbbc
dann folgendermaBen aus (die Nonterminale, die ersetzt werden, sind jeweils

unterstrichen).

S— AB — CFB — CADB — CCFDB — CCADDB
— CCCDDDB — aCCDDDB — aaCDDDB —> aaaDDDB
— aaabD DB — aaabbD B — aaabbbB —> aaabbbc

B. Reichel, R. Stiebe 181



Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine Konstante £ € N, so
dass fiir alle Worter z € L mit |z| > k eine Zerlegung z = uvwzy existiert,
so dass gilt:

(i) |[vwz| <k und |vz| > 1,

(ii) fiir alle i € N gilt uwv'wa'y € L.
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Pumping Lemma — Anwendung

Mit Hilfe des Pumping Lemmas kann man zeigen, dass folgende Sprachen
nicht kontextfrei sind:

o {a"b"c" | n>1}
o {ww|w e {a,b}*
e {amV"|0<m,1<n<2m}
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Abschlusseigenschaften

Satz

Die Menge der kontextfreien Sprachen ist unter den Operationen

(i) Vereinigung,
(ii) Produkt (Konkatenation) und

(iii) Kleene-Stern
abgeschlossen. Sie ist unter den Operationen

(iv) Durchschnitt und

(v) Komplement
nicht abgeschlossen.
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Weitere Entscheidungsprobleme

Satz

Das Leerheitsproblem und das Endlichkeitsproblem fiir kontextfreie Gram-
matiken sind entscheidbar.

Satz

Das Schnittproblem und das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Grammati-
ken sind unentscheidbar.
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Kellerautomaten

e endliche Automaten besitzen nur begrenzten Speicherplatz (ihre
Zustande).

e Turingmaschinen besitzen unbegrenzten Speicherplatz mit im Prinzip
wahlfreiem Zugriff.

e Kellerautomaten besitzen unbegrenzten Speicherplatz in Form eines Kel-
lerspeichers (Stack).
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Definition Kellerautomat

Definition Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (kurz PDA von push-
down automaton) M ist ein 6-Tupel M = (Z,%, 1,0, 2o, #). Dabei ist

e / das Zustandsalphabet,

e > das Eingabealphabet,

e [' das Kelleralphabet,

e 2y € Z der Anfangszustand,

e §: Zx (XU{e}h) xTI' — Qf?x(r\{#})* die Zustandsiiberfiihrungsfunktion
(2% bedeutet dabei die Menge der endlichen Teilmengen von X),

e # c I' das Kelleranfangssymbol.
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Arbeitsweise von Kellerautomaten

e Der PDA startet im Zustand zy und mit dem Kellerinhalt #.

e Bei (z/,B1Bsy...Bx) € 6(z,a,A) mit a € X befindet sich der PDA
im Zustand z, liest auf dem Eingabeband ein ¢ und im Keller ein A
(das oberste Symbol). Er entfernt dieses A aus dem Keller, geht in
den Zustand 2’ iiber, bewegt den Lesekopf auf dem Eingabeband einen
Schritt nach rechts und schreibt auf den Keller das Wort B1Bs5 ... By
derart, dass B; das neue oberste Symbol des Kellers ist.

e Bei (2/,B1B>...By) € d(z,¢, A) liest er im Gegensatz zur obigen Aktion
auf dem Eingabeband nichts ein und bewegt den Lesekopf auf dem
Eingabeband nicht.

e Der PDA akzeptiert die Eingabe, wenn er sie vollstandig eingelesen hat
und der Keller leer ist (auch # steht nicht mehr im Keller).
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Konfiguration von Kellerautomaten

Definition Sei M = (Z,%,1,9, z9, #) ein Kellerautomat. Eine Konfigura-
tion von M ist ein Tripel k € Z x X* x I'*.

Anschaulich beschreibt eine Konfiguration k& = (z,v,7) folgende augen-
blickliche Situation des PDA:

e er befindet sich im Zustand z,

e v ist die noch nicht verarbeitete Eingabe auf dem Eingabeband und

e im Keller steht das Wort +, wobei das erste Symbol von ~ das oberste
Kellersymbol sein soll.
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PDA - Konfigurationsiibergange und akzeptierte Sprache

k1 - ko bedeutet, dass der Kellerautomat die Konfiguration k; in genau
einem Schritt in die Konfiguration ks iiberfiihrt.

Unter k1 F* ko wollen wir wieder verstehen, dass der Kellerautomat k; in
endlich vielen Schritten (auch null) in ks lberfiihrt.

Definition

Fiir einen PDA M = (Z,%, 1,6, 29, #) sei die von ihm akzeptierte Sprache
T'(M) definiert durch

T(M)={w e X" | (20, w,#) F* (2,¢,¢) fiir ein z € Z}.
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Abbildung Konfigurationsiibergang

al | a2 a; (a1 an
z
Aq
Ao
Ay
#
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Beispiel eines deterministischen PDA

Sei M = ({z0,21},{a,b,c},{A, B,#},9, z0, #) ein Kellerautomat mit

6(z0,a, X) = {(20, AX)} fir X € {A, B, #},
5(20,b, X) = {(20, BX)}  fiir X € {A, B, #)}.
6(z0,¢, X) = {(21,X)} fir X € {A, B, #},
6(z1,a,A) ={(z1,¢)},

§(z1,b,B) = {(z1,¢)},

0(z1,6,#) = {(21,€) }.

Dann gilt T(M) = {wcw! | w € {a,b}*}, z.B. bacab € T(M), da

(20, bacab, #) F (29, acab, B#) - (29, cab, AB#) F (21, ab, AB#)
= (Zlaba B#) - (21757#) = (21757€)°
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Beispiel eines nichtdeterministischen PDA

Es sei M = ({z0,21},{a,b},{A, B,#},6, 209, #) ein Kellerautomat, mit

d(z0,a, X) = {(20, AX)} fir X € {B, #},
d(z0,a,A) = {(z0, AA), (21,€)},

d(20,b, X) = {(20, BX)} fir X € {A, #},
d(z0,b, B) = {(20, BB), (z1,¢)},

5(20757 ) — {(21,8)},

0(z1,a,A) = {(z1,¢)},

0(z1,b, B) = {(z1,¢)},

d(z1,e,#) = {(21,¢) }.

Dann gilt offensichtlich T'(M) = {ww?® | w € {a,b}*}.
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Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

Satz
Eine Sprache L ist kontextfrei genau dann, wenn ein (nichtdeterministischer)

Kellerautomat M mit T'(M) = L existiert.

Die von deterministischen Kellerautomaten akzeptierten Sprachen heil3en
deterministisch kontextfrei.

Satz
Die Menge der deterministisch kontextfreien Sprachen ist eine echte Teilmenge

der Menge der kontextfreien Sprachen.
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Charakterisierungen der Sprachfamilien der Chomsky Hierarchie

Sprache Grammatik | Automat Andere
Regular Typ 3 Endlicher Automat (EA) Regularer
Ausdruck
Deterministisch | LR(k) Deterministischer
kontextfrei Kellerautomat (DPDA)
Kontextfrei Typ 2 (Nichtdeterministischer)
Kellerautomat (PDA)
Kontextabhangig | Typ 1 (Nichtdeterministischer) Linear
beschrénkter Automat (LBA)
Rekursiv Typ O Turingmaschine (TM)
aufzahlbar
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Determinismus vs. Nichtdeterminismus

Nichtdeterminismus | Determinismus | Aquivalenz
NEA DEA ja

PDA DPDA nein

LBA DLBA ?

NTM DTM ja
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Abschlusseigenschaften

Typ 3 | Det. kf. | Typ2 | Typ1 | Typ O
Vereinigung ja nein ja ja ja
Durchschnitt ja nein nein ja ja
Komplement ja ja nein ja nein
Konkatenation | ja nein ja ja ja
Kleene-Stern ja nein ja ja ja
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Entscheidbarkeitsprobleme

Typ 3 | Det. kf. | Typ2 | Typ1l | Typ O
Wortproblem ja ja ja ja nein
Leerheitsproblem ja ja ja nein nein
Schnittproblem ja nein nein nein nein
Aquivalenzproblem || ja ja nein nein nein
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