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4 Formale Sprachen

4.1 Einfithrung

Ich erinnere an die Definitionen im Unterkapitel 1.6, die im weiteren Verlauf der Vorlesung von
Bedeutung sein werden. Insbesondere werden wir uns mit formalen Sprachen iiber gegebenen
Alphabeten ¥ befassen.

Betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 4.1 Sei ¥ = {(,),+, —, %, /, a}, so betrachten wir die Menge EXPR der korrekt geklam-
merten arithmetischen Ausdriicke iiber diesem Alphabet, wobei a als Platzhalter fiir beliebige
Konstanten und Variablen dienen soll. Zum Beispiel soll gelten:

(a—a)xa+a/(a+a)—a€ EXPR
(((a))) € EXPR
((a+)—a( € EXPR

Wie das Beispiel zeigt, sind formale Sprachen im Allgemeinen unendliche Mengen von Wortern.
In diesem Kapitel wird es darum gehen, diese unendlichen Mengen durch endliche Konstrukte zu
charakterisieren, zu beschreiben. Dazu gehéren zum Beispiel Grammatiken und Automaten.

Zuniichst werden wir uns mit Grammatiken beschiiftigen, die fiir die Theorie der Informatik
eine ausgezeichnete Rolle spielen, insbesondere im Compilerbau. Allerdings sind die historischen
Wurzeln in der Linguistik zu suchen, deshalb an dieser Stelle ein (stark vereinfachtes) Beispiel
aus der Linguistik. (Dass die Linguistik nicht so einfach zu formalisieren ist, erkennt man an den
Schwierigkeiten, die automatische Ubersetzungssysteme (noch?) machen. Noch kann kein solches
System einen Dolmetscher ersetzen.)

Beispiel 4.2 Wir betrachten eine Grammatik mit folgenden Regeln, wobei sogenannte Variable
oder Phrasen durch spitze Klammern gekennzeichnet sind. Das heif3t, sie gehtren eigentlich nicht
zum Alphabet, iiber dem die Sprache definiert werden soll.
<Satz> — <Subjekt><Pridikat><Objekt>
<Subjekt> — <Artikel><Attribut><Substantiv>

<Artikel> — ¢
<Artikel> — <der>
<Artikel> — <die>
<Artikel> — <das>
<Attribut> — ¢
<Attribut> — <Adjektiv>
<Attribut> — <Adjektiv><Attribut>
<Adjektiv> — <kleine>
<Adjektiv> — <bissige>
<Adjektiv> — <grofie>
<Substantiv> — <Hund>
<Substantiv> — <Katze>
<Pradikat> — <jagt>
<Objekt> — <Artikel><Attribut><Substantiv>

Durch die obige Grammatik kénnen wir zum Beispiel folgenden Satz bilden:

der kleine bissige Hund jagt die groffe Katze
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Wie wir diesen Satz mittels der Regeln abgeleitet haben, kann man sehr gut an einem sogenannten
Syntazxbaum veranschaulichen. Dieser ist in der Abbildung 4.1 dargestellt. Hierbei werden die linke
und rechte Seite einer angewendeten Regel durch einen Vater- bzw. Sohnknoten dargestellt.

<Satz>
|
| | |
<Subjekt> <Pradikat> <Objekt>
| |
| | l | | |
<Artikel> <Attribut> <Substantiv> <Artikel> <Attribut><Substantiv>
<Adjektiv> <Attribut> <Adjektiv>
<Adjektiv>
der kleine bissige Hund Jjagt die grofie Katze

Abbildung 4.1: Syntaxbaum fiir den Satz ,,der kleine bissige Hund jagt die grofie Katze*

Wir kénnen natiirlich auch noch andere Sitze mittels dieser Grammatik bilden, zum Beispiel
der kleine bissige Hund jagt die grofie grofie grofie Katze
und
die kleine Katze jagt die grofse groffe Hund

Ersterer Satz macht deutlich, dass wir mit obiger (endlicher) Grammatik bereits unendlich viele
Séatze bilden kénnen. Der letze Satz zeigt die Schwéchen und auch Grenzen von Grammatiken auf:

1. Die Grammatik ldsst keine Fille zu und ist somit unzureichend. Diese Schwéche allerdings
koénnten wir durch eine verbesserte Grammatik (dann aber wesentlich umfangreicher) behe-
ben.

2. Es zeigt sich aber auch eine andere Schwéche, die nicht so einfach zu beheben ist: Ein
syntaktisch einwandfreier Satz ist im Allgemeinen nicht automatisch semantisch korrekt.

4.2 Grammatiken

Wir bemerken, dass im obigen Beispiel zwei Arten von Symbolen auftauchen: Erstens sogenannte
Terminalsymbole, das sind Symbole, aus denen die Worter eigentlich bestehen, und sogenannte
Nichtterminalsymbole oder Variablen. Das sind Symbole, die zwar wihrend des Ableitungsprozes-
ses benutzt werden (zum Beispiel <Attribut>), aber im eigentlichen Wort oder Satz nicht mehr
auftauchen. In unserem Beispiel besteht jede Regel aus einer linken Seite und einer rechten Seite,
wobei die linke Seite hier immer aus genau einer Variablen besteht. Im Allgemeinen kann eine linke
Seite auch aus einem Wort mit mehreren Symbolen bestehen. Ein besonderes Symbol in unserer
Beispielgrammatik war <Satz>, damit beginnt eine Ableitung. Eine Ableitung wiederum ist eine
mehrfache Anwendung der Regeln, wobei eine Anwendung einer Regel bedeutet, dass in einem
Wort ein Teilwort (die linke Seite einer Regel) durch die rechte Seite derselben Regel ersetzt wird.

Wir wollen jetzt den Begriff der Grammatik formalisieren.

Definition 4.3 Fine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S), wobei
o V ein Alphabet ist (Nichtterminalalphabet oder Alphabet der Variablen),
e X ein Alphabet ist (Terminalalphabet),
o VNY =0 gilt,
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e P cine endliche Teilmenge von (V UX)*\ ¥*) x (V UX)* ist (Menge der Regeln),
o S eV ist (die Startvariable oder Axiom).

Die Elemente von P, also die Regeln oder auch Produktionen sind eigentlich geordnete Paare. Zur
besseren Lesbarkeit werden wir aber v — v € P fiir (u,v) € P schreiben.

Den Begriff der Ableitung haben wir schon informal eingefithrt. Wir wollen jetzt definieren,
was wir unter der direkten Ableitung exakt verstehen wollen.

Definition 4.4 Sei G = (V,X, P,S) eine Grammatik und u,v € (V U X)* Worter. Dann gilt
u=rg v (in Worten: u erzeugt beziiglich G direkt v) genau dann, wenn

(i) u=may mity,v € (VUI)*,
(ii) v = 1By und
(iii) a« — B € P ist.

Falls aus dem Kontext eindeutig hervorgeht, welche Grammatik G gemeint ist, schreiben wir
u = v statt u =g v.

Wir kénnen = als Relation in der Menge (V UX)* ansehen. Dann wollen wir mit == den re-
flexiven und transitiven Abschluss der Relation = bezeichnen. Wir kénnen ihn auch elementweise
definieren:

Definition 4.5 Sei G = (V,X, P, S) eine Grammatik und u,v € (V U X)* Wérter. Dann gilt
u==¢ v genau dann, wenn u = v gilt oder es ein n € N und Worter wo, w1, ..., w, gibt, so dass

U =wy —ag W) —>g W2 —>¢qg '+ —>q Wy =0
gilt.

Wiederum schreiben wir u == v statt u ==>¢ v, falls es kein Missverstéindnis geben kann.
Nun sind wir in der Lage, die erzeugte Sprache L(G) einer Grammatik G als die Menge aller
Worter zu definieren, die von dieser Grammatik erzeugt wird.

Definition 4.6 Sei G = (V,X, P,S) eine Grammatik. Die von G erzeugte Sprache L(G) wird
definiert als

LG)={we X | S =¢uw}
Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 4.7 Es sei die Grammatik
G={E,T,F}{(,),a,+,%}, P, E)
mit
P={F—-T,FE—-FE+T, T—-F,T—-Tx«F F—a, F— (E)}
gegeben. Diese Grammatik beschreibt eine Teilmenge der Menge EXPR, der Menge der exakt
geklammerten arithmetischen Ausdriicke aus Beispiel 4.1, ndmlich die Teilmenge ohne die Opera-

tionen Division / und Subtraktion —. Es gilt zum Beispiel

axax*(a+a)+ac€ L(G),
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denn das Wort a % a * (a + a) + a wird durch die Ableitung

F—=FE+T—=T+T—=T+«F+T—T+xF+«F+T— F«FxF+T
— axF«F+T=axaxF+T = axax(E)+T = axax(E+T)+T
= axax(T+T)+T = a*xax(F+T)+T = axax(a+T)+T
— axax(a+F)+T = a*xax(a+a)+T = axax(a+a)+ F
= a*ax(a+a)+a
aus dem Startwort E erzeugt. Hierbei wurde in jedem Ableitungsschritt immer die am weitesten
links stehende Variable ersetzt. Wir kénnen auch eine andere Ableitung fiir dieses Wort konstru-
ieren, zum Beispiel:
EFE=FE+T=T4+T=T+«F+T=TxF+«F+T=F+«FxF+T
= axFxF+T=axaxF+T=axax(E)+T=axax(E+T)+T
= axax(T+T)+T = axax(F+T)+T = axax(F+F)+T
= axa*x(F+F)+F=a*xa*x(a+F)+F=axax(a+a)+F
= axax(a+a)+a.

Beiden Ableitungen wird in diesem Beispiel ein und derselbe Syntaxbaum zugeordnet (siche Ab-
bildung 4.2).

E
|
| 1
E T
T F
l |
i 1
1 |
T F E
1 ]
F ]E‘? T
T F
T
a * a * ( a + a ) + a

Abbildung 4.2: Ein Syntaxbaum fiir das Wort a x a * (a + a) + a

Betrachten wir ein weiteres, etwas komplexeres Beispiel.
Beispiel 4.8 Es sei die Grammatik
G=({S,B,C},{a,b,c}, PS)
mit

P={S—aSBC, S — aBC, CB — BC, aB — ab, bB — bb, bC — bc, cC — cc}
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gegeben. Wir kénnen zum Beispiel die Ableitung

S = aSBC = aaSBCBC = aaaBCBCBC

—> aaaBBCCBC = aaaBBCBCC = aaaBBBCCC

= aaabBBCCC = aaabbBCCC = aaabbbCCC

= aaabbbcCC = aaabbbccC = aaabbbcec
aufstellen, also gehort das Wort aaabbbcce = a3b3c3
a3b3c® € L(G).

Nun fragen wir uns natiirlich, welche Menge L(G) genau darstellt. Wenn man sich die Ableitung

genauer anschaut, vermutet man leicht

zur erzeugten Sprache L(G), es gilt also

L(G) = {a"b"c™ | n > 1}. (4.1)

Der Nachweis dafiir muss eigentlich exakt mathematisch gefithrt werden. Man macht es in zwei
Schritten:

(i) Zunichst wird L(G) 2 {a™b™c" | n > 1} gezeigt,
(ii) dann L(G) C {a™b"c" | n > 1}.
Uns geniigt es allerdings, den Nachweis nur zu skizzieren:

(i) Um L(G) 2 {a™b"c™ | n > 1} zu zeigen, miissen wir also nachweisen, dass jedes Wort a™b"c”
fiir ein n > 1 vom Startwort S abgeleitet werden kann. Dazu schauen wir uns obige Ableitung
fiir a®b3¢® ndher an und sehen, dass sie einfach verallgemeinert werden kann. Zunichst wird
(n — 1)-mal die Regel S — aSBC angewendet und einmal die Regel S — aBC. Dann erhilt
man das Wort a”(BC)" (siehe Zeile 1 in obiger Ableitung). Dann werden durch mehrmalige
Anwendung der Regel CB — BC' alle B’s vor die C’s getauscht (Zeile 2). Dann werden
durch die Regeln aB — ab und bB — bb alle B’s in b’s umgewandelt (Zeile 3) und schliefilich
durch die Regeln b6C' — be und ¢C — cc alle C’s in ¢’s (Zeile 4).

(ii) Schwieriger zu zeigen ist die Behauptung L(G) C {a"b"c¢™ | n > 1}. Das heifit, es ist zu

zeigen, dass nur Worter der Form a™b"c™ fiir ein n > 1 abgeleitet werden koénnen. Dies
geschieht eigentlich streng mathematisch (wie eigentlich auch schon die Behauptung (i))
iiber das Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion. Fiir uns reicht eine Diskussion in der
Hinsicht, dass eine genaue Analyse der Regeln Folgendes zeigt:
Erstens werden nur Worte mit gleicher Anzahl von a’s und b’s und ¢’s erzeugt. (Sieht man
daran, dass durch die erste und zweite Regel jeweils fiir jedes a auch genau ein B und ein C'
erzeugt wird. Und die anderen Regeln wandeln hoéchstens GroBbuchstaben in Kleinbuchsta-
ben um, verédndern aber nicht die Anzahl!)

Zweitens werden nur Worter erzeugt, in denen alle a’s vor allen b’s stehen, und alle b’s vor
allen ¢’s. (Zeigt eine genaue Diskussion aller Regeln.)

Beide Behauptungen (i) und (ii) zusammen bringen dann unsere gewiinschte Aussage 4.1.

Wir werden jetzt noch zwei weitere Beispiele fiir Grammatiken bringen, wobei wir den Nachweis
fiir die erzeugte Sprache nicht bringen werden. Wie im obigen Beispiel fithrt oft eine genaue Analyse
der Regeln und deren Zusammenspiel zur gewiinschten Aussage.

Beispiel 4.9 Es sei
G = ({S},{a,b},{S — aSbh, S — ab},S)
eine Grammatik, dann gilt
L(G) ={a"b" | n > 1}.
Eine Ableitung fiir das Wort a*b* sieht dann so aus:

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb —> aaaabbbb.
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Beispiel 4.10 Es sei
G = ({S},{a},{S — aS, S —a},9)
eine Grammatik, dann gilt
L(G) ={a" | n>1}.
Eine Ableitung fiir das Wort a® sieht dann so aus:

S — aS = aaS = aaaS = aaaaS = aaaaa.

Beispiel 4.11 Es sei

G = ({S},{a,b},{S —aS, S —bS, S —a, S—b}S9)
eine Grammatik, dann gilt

L(G) ={a,b}" = {w € {a,b}* | w # &}
Eine Ableitung fiir das Wort aaba sieht dann so aus:

S — aS = aaS = aabS = aaba.

4.2.1 Chomsky-Hierarchie

Wir wollen in diesem Kapitel eine Klassifikation der Grammatiken in sogenannte Typ-0- bis
Typ-3- Grammatiken angeben. Sie stammt von NOAM CHOMSKY aus dem Jahre 1958, einem Lin-
guisten aus der Friihzeit der Theorie formaler Sprachen, trotzdem hat sie nichts an Aktualitét
verloren, im Gegenteil.

Definition 4.12 FEine Grammatik G = (V, X, P, S) heifit vom

e Typ 0 oder Phrasenstrukturgrammatik, wenn sie keinen Beschrdinkungen unterliegt,

e Typ 1 oder kontextabhingig, falls fir alle Regeln o — [ in P gilt: |a| < |B|, mit der
Ausnahme S — ¢, falls S nicht auf der rechten Seite einer Regel vorkommi.

e Typ 2 oder kontextfrei, wenn jede Regel von der Form A — 8 mit A€V und g € (VUX)*
1st.

e Typ 3 oder regulir, wenn jede Regel von der Form A — wB oder A — w mit A,B € V und
w € X ist.

Bevor wir die Begriffe auf Sprachen erweitern, eine Bemerkung zu den Bezeichnungen kontext-
frei und kontextabhingig (auch manchmal kontextsensitiv genannt):

Bei einer konteztfreien Regel A — « kann in einem Wort der Buchstabe A unabhiingig vom
Kontext des Buchstaben A (d.h. des Textes links und rechts von A) durch « ersetzt werden.

Bei kontextabhingigen Grammatiken kann man zeigen, dass man sich auf Regeln der Form
Y1 Ays = y1aye mit y1,72 € (VUX)* und o € (VUX) beschréinken kann (mit Ausnahme S — ¢),
d. h. wiederum wird letztendlich die Variable A durch ein Wort « ersetzt, allerdings kénnen wir
diese Ersetzung nur dann vornehmen, wenn A in einem gewissen Kontext steht (hier 1 und 7s),
d. h. die Ersetzung ist vom Kontext abhdingig.

Definition 4.13 FEine Sprache L C ¥* heifit vom Typ 0 oder rekursiv aufzihlbar (Typ 1 oder kon-
textabhdingig, Typ 2 oder kontextfrei, Typ 3 oder regulir), falls es eine Grammatik G = (V, 3, P, S)
vom Typ 0 (Typ 1, Typ 2, Typ 3) gibt, so dass L = L(G) gilt.

Betrachten wir unsere Beispielgrammatiken, so gilt:



60 4 FORMALE SPRACHEN

e Die Grammatik und somit auch die erzeugte Sprache aus Beispiel 4.8 ist vom Typ 1.

e Die Grammatiken und somit auch die erzeugten Sprachen aus den Beispielen 4.7 sowie 4.9
sind vom Typ 2.

e Die Grammatiken und somit auch die erzeugten Sprachen aus den Beispielen 4.10 sowie 4.11
sind vom Typ 3.

Aus den Definitionen der Chomsky-Grammatiken folgt sofort:

Folgerung 4.14 (i) Jede Typ-1-Grammatik ist vom Typ 0.
(ii) Jede Typ-2-Grammatik ist vom Typ 0.
(iii) Jede Typ-3-Grammatik ist vom Typ 2. O

Wegen der kanonischen Definition der Sprachen folgt aus der Folgerung 4.14 sofort:

Lemma 4.15 (i) Jede Typ-1-Sprache ist vom Typ 0.
(ii) Jede Typ-2-Sprache ist vom Typ 0.
(iii) Jede Typ-3-Sprache ist vom Typ 2. O

Ich bemerke, dass nicht jede Typ-2-Grammatik vom Typ 1 ist, da Typ-2-Grammatiken soge-
nannte e-Regeln enthalten diirfen (auch fiir Variablen, die nicht das Startwort sind). Wir werden
aber spéter zeigen, dass man jede kontextfreie Grammatik ,e-Regel-frei“ machen kann, so dass
man auch zeigen kann, dass jede Typ-2-sprache auch vom Typ 1 ist.

Fithren wir die Bezeichnungen Typ 0, Typ 1, Typ 2 und Typ 3 fiir die Menge aller Typ-0-
Sprachen, Typ-1-Sprachen, Typ-2-Sprachen bzw. Typ-3-Sprachen ein, so werden wir letztendlich
folgenden Satz beweisen, der hier an dieser Stelle schon mal wegen der Vollstindigkeit genannt
wird.

Satz 4.16 Fs gilt:
Typ3CTyp2C Typ 1< Typ 0.

Das heift, alle Inklusionen in Lemma 4.15 sind echt. Satz 4.16 stellt eine der wichtigsten
Aussagen nicht nur in dieser Vorlesung, sondern in der gesamten Theorie der Informatik dar und
wird als sogenannte Chomsky-Hierarchie bezeichnet.

Beispiele fiir Sprachen, die die Echtheit der Inklusionen in der Chomsky-Hierarchie zeigen, sind
folgende (hier ohne Beweis):

Satz 4.17 (i) Die Sprache L = {a™b"™ | n > 1} ist vom Typ 2, aber nicht vom Typ 3.

(ii) Die Sprache L' = {a™b™c™ | n > 1} ist vom Typ 1, aber nicht vom Typ 2.

(iii) Die Sprache L"” = Ly ist vom Typ 0, aber nicht vom Typ 1, dabei ist Ly das ,Halteproblem*
aus dem ersten Teil der Vorlesung (siehe Definition 2.67).

Folgender Satz gibt die Beziehung der Chomsky-Hierarchie zu weiteren Sprachklassen.

Satz 4.18 (i) Die Menge der Typ-0-Sprachen und die Menge der semi-entscheidbaren Sprachen
(siehe Definition 2.56) sind identisch.

(ii) Es gibt Sprachen, die sind nicht vom Typ 0. O

Zusammengefasst stellen wir die Aussagen aus den Sitzen 4.16, 4.18 und 2.62 in der Abbil-
dung 4.3 dar.

Von Interesse fiir die Informatik sind insbesondere die kontextfreien und die reguldren Spra-
chen. Deshalb werden sie auch in unseren weiteren Uberlegungen die Hauptrolle spielen. Reguléren
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/ alle Sprachen \
/ Typ-0-Sprachen \
/ entscheidbare Sprachen \
f Typ-1-Sprachen \

Typ-2-Sprachen

\&\\C yp-3-Sprachen /J/j

Abbildung 4.3: Die Chomsky-Hierarchie mit weiteren Sprachklassen

Sprachen spielen unter Anderem eine groie Rolle bei der lexikalischen Analyse im Compilerbau,
beim Suchen und Ersetzen in Editoren, bei Netzwerkprotokollen etc. Die Theorie kontextfreier
Sprachen ist eng mit dem Compilerbau, insbesondere mit der Syntaxanalyse verbunden. Eine
weitere Sprachklasse, die hier von besonderem Interesse ist, ist die Klasse der deterministisch
kontextfreien Sprachen, die in der Hierarchie unterhalb der kontextfreien aber oberhalb der re-
guldren Sprachen liegen. In diesem Zusammenhang wurden auch die LL(k)- und LR(k)-Sprachen
untersucht. Obige Griinde fiihrten zu einer weitgehenden Theorie der reguléiren und kontextfreien
Sprachen, insbesondere auch deshalb, da diese Sprachklassen sich theoretisch ,leicht* erschlieflen
lieBen. Allerdings gilt: ,,Die Welt ist nicht kontextfrei“. Schon die Menge aller korrekten Program-
me in einer gingigen Programmiersprache (PASCAL, C++, PROLOG, EIFFEL, JAVA, etc.)
ist leider nicht kontextfrei. Allerdings wurde fiir die Beschreibung dieser Sprachen trotzdem eine
kontextfreie Syntax benutzt (zu den Griinden spéter). Das hat zur Folge, dass ein syntaktisch kor-
rektes Programm noch lange nicht korrekt sein muss, sondern dass noch weitere Uberpriifungen
notwendig sind.

4.2.2 Wortproblem

Ein gegebenes Programm ist syntaktisch korrekt, falls es der Syntax entspricht, d. h. falls es aus den
syntaktischen Regeln abgeleitet werden kann. Fiir die Syntaktische Uberpriifung eines Prgrammes
muss man also untersuchen, ob es aus den syntaktische Regeln aufgebaut werden kann. Wenn man
bedenkt, dass die Syntax nichts Anderes ist als eine Menge von Regeln, stellt also ein Programm
nichts Anderes dar als ein Wort. Syntaktisch korrekt ist das Programm (Wort), wenn es der
Syntax (Regeln) entspricht. Mit anderen Worten, interessiert die Frage, ob ein gegebenes Wort
von einer gegebenen Grammatik erzeugt werden kann, das aber ist genau das Wortproblem fiir
Grammatiken. Genauer formuliert:

Definition 4.19 (Wortproblem) Sei ¢ € {0,1,2,3}. Unter dem Wortproblem fir Typ-i-
Grammatiken versteht man folgendes Problem:

Gegeben: Grammatik G = (V, X, P,S) vom Typ i, i € {0,1,2,3}, und Wort w € ¥*,
Frage: Gilt w e L(G)?
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Da das Halteproblem fiir Turingmaschinen unentscheidbar ist und es nach Satz 4.17 in der
Menge der Typ-0-Sprachen liegt, gilt:

Folgerung 4.20 Das Wortproblem fiir Typ-0-Sprachen ist unentscheidbar. O

Das ist natiirlich hinsichtlich der eingangs gemachten Bemerkungen zur Syntaxiiberpriifung
eine katastrophale Aussage. Gliicklicherweise kann man schon fiir Typ-1-Grammatiken die Ent-
scheidbarkeit retten. Es gibt also einen Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-1-Grammatik
G = (V,%,P,S) und einem Wort w € ¥* in endlicher Zeit entscheidet, ob w € L(G) gilt oder
nicht. Der folgende Satz hilt die Aussage exakt fest. Ursache ist die Monotonie der Ableitungen,
d.h. die Bedingung |a| < |g] fiir alle Regeln @ — (3 in P. Deshalb brauchen némlich nur endlich
viele Ableitungen untersucht werden, dem geneigten Leser ist der korrekte Beweis angefiigt.

Satz 4.21 Das Wortproblem fiir Typ-1-Grammatiken ist entscheidbar.

Beweis. Sei G = (V,%, P,S) die gegebene Grammatik vom Typ 1 und w € ¥* das gegebene
Wort. Wir definieren Mengen T} fiir alle m,n € N wie folgt.

" = {we (VUX)*

|w| < n und w lésst sich aus S in héchstens m Schritten ableiten}.

Diese Mengen 1", n > 1 lassen sich induktiv iber m wie folgt definieren:
Ty = {5},
T, =T U{we (VUL)* | |lw| < n und w' = w fiir ein w’ € T} }.

Diese Darstellung ist natiirlich nur fiir Typ-1-Grammatiken anwendbar.
Da es nur endlich viele Wérter in (V UX)* gibt, die hochstens die Lange n haben, ist (,,,~o Try
fiir jedes n € N eine endliche Menge. Folglich gibt es ein m mit B

mn mn — n —
Tm*Tm—ﬂ—l*Tm-&-Q*

Falls nun w, mit [w| = n, in L(G) liegt, so muss w in {J,,,5, T}y, und damit in T} fiir ein m liegen.

Das ist aber in endlicher Zeit iiberpriifbar. O

Der aus dem Beweis des Satzes 4.21 resultierende Algorithmus zur Entscheidung des Wort-
problems ist leider exponentiell. Bis heute ist auch kein , besserer Algorithmus bekannt. Es ist
auch nicht zu vermuten, dass es bald einen besseren Algorithmus gibt, da das Wortproblem fiir
Typ-1-Grammatiken NP-hart (siche Kapitel 3) ist.

Fiir eine praktikable Syntaxiiberpriifung ist also eine Syntax, die als allgemeine Typ-1-
Grammatik konstruiert wurde, nicht zu gebrauchen, denn iiber die katastrophalen Auswirkungen
von Algorithmen mit exponentiellem Laufzeitverhalten wurde bereits auch in Kapitel 3 informiert.

Gliicklicherweise kann man zeigen, dass die Wortprobleme von Teilklassen der Typ-1-Sprachen
auch eine kleinere Komplexitdt haben. Das Wortproblem fiir Typ-2-Grammatiken ist von ku-
bischer Zeitkomplexitét, das Wortproblem fiir LL(k)- und LR(k)-Grammatiken ist von linearer
Zeitkomplexitét. Gliicklicherweise kann man die Syntax von géngigen Programmiersprachen schon
durch LL(k)- und LR(k)-Grammatiken realisieren. Das wird bei modernen Programmiersprachen
verwendet, so dass also ein heutiger Compiler die Syntaxiiberpriifung in Linearzeit erledigt.

Betrachten wir zum besseren Verstéindnis ein Beispiel zur Anwendung des Algorithmus, basie-
rend auf dem Beweis zum Satz 4.21.

Beispiel 4.22 Gegeben sei die Grammatik aus Beispiel 4.8. Sei n = 4. Dann erhalten wir:
Ty ={s},
T14 = {S5,aSBC,aBC1},
T} = {S,aSBC,aBC,abC},
Ty = {S,aSBC,aBC,abC, abc},
T} = {S,aSBC,aBC, abC,abc} = Ti.
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Das heift, das einzige terminale Wort der Sprache L(G) der Linge < 4 ist abe.

4.2.3 Syntaxbiume

In der Einleitung zu diesem Kapitel haben wir Syntaxbéume schon informell kennengelernt. Wir
wollen auch hier nicht allzuviel hinzufiigen, sondern nur einige wichtige Eigenschaften zusammen-
fassend ohne ndhere Betrachtung nennen. Den interessierten Leser verweisen wir auf die reichhal-
tige Literatur.

1.

Jeder Ableitung eines Wortes w in einer Typ-2- oder Typ-3-Grammatik kann ein Syntaxbaum
zugeordnet werden.

Sei w € L(G) und S = w; = ws = -+ = w,, = w eine Ableitung fiir w. Dann wird der
Syntaxbaum folgendermaflen definiert: Die Wurzel wird S; falls bei der Ableitung eine Regel
A — « angewendet wird, heifit das, dem Vaterknoten A werden |a| viele S6hne zugeordnet,
némlich alle Symbole von «. Die Blitter des Syntaxbaumes sind dann genau (von links nach
rechts gelesen) die Buchstaben von w.

Falls die Grammatik reguliir ist, ist jeder Syntaxbaum ,entartet* (Kette).

Verschiedene Ableitungen fiir ein und dasselbe Wort kénnen den gleichen Syntaxbaum haben,
oder auch nicht.

Mehrdeutig heiflit eine Grammatik, wenn es ein Wort gibt, fiir das verschiedene Syntaxb&dume
existieren.

Inhdrent mehrdeutig heifit eine Sprache, wenn jede Grammatik G mit L(G) = L mehrdeutig
ist.

Die Sprache L = {a’b’c* | i = j oder j = k} ist ein Beispiel fiir eine inhiirent mehrdeutige,
kontextfreie Sprache.

Es ist nicht entscheidbar, ob zu einer gegebenen kontextfreien Grammatik eine dquivalente
kontextfreie Grammatik existiert, die nicht mehrdeutig ist.
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4.3 Regulire Sprachen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns etwas néher mit den reguldren Sprachen, insbesondere mit
der Moglichkeit verschiedener Charakterisierungen und den Eigenschaften.

4.3.1 Endliche Automaten

Zur Definition der reguléren Sprachen benutzten wir regulére Grammatiken. Grammatiken kénnen
Worter iiber einem gewissen Alphabet erzeugen und so eine Menge von Wértern, eine Sprache,
beschreiben. Jetzt wollen wir einen anderen Mechanismus zur Beschreibung benutzen: die end-
lichen Automaten. Der Automat erhilt ein Wort als Eingabe, ,,arbeitet” iiber diesem Wort und
erkennt (oder akzeptiert) es oder auch nicht. Alle Worter, die ein Automat akzeptiert, bilden die
von ihm beschriebene Sprache.

Definition 4.23 (Deterministischer endlicher Automat) FEin deterministischer endli-
cher Automat (Wir wollen ihn kurz mit DEA bezeichnen) A ist ein 5-Tupel A =
(Z,%,6,20, F), wobei Z das Zustandsalphabet und X das Eingabealphabet mit Z N'Y =
0 sind. zg € Z st der Anfangszustand, E C Z die Menge der Endzustinde
oder akzeptierenden Zustinde. Mit § bezeichnen wir die Zustandsiberfihrungsfunktion
0: Zx%— Z.

Wir interpretieren einen DEA als endliche Kontrolle, die sich in einem Zustand z € Z befindet und
eine Folge von Symbolen aus ¥, die auf einem Band geschrieben stehen, liest (siche Abbildung 4.4).
In einem Schritt bewegt sich der Lesekopf des Automaten, der augenblicklich iiber der Zelle des

ay | a2 R a; |@i41 ce A, ay | as S a; Qi1 S an

—
z fiir 6(z,a;) = 2/ 2

Abbildung 4.4: Interpretation der Arbeitsweise eines endlichen Automaten

Bandes mit dem Inhalt a; € ¥ steht und sich im Zustand z € Z befindet, einen Schritt nach rechts
und geht in den Zustand §(z, a;) = 2’ iiber. Ist 0(z,a;) = 2’ € E, d. h. ein akzeptierender Zustand,
so hat der DEA das ganze Wort, das er, beginnend in Startzustand zg, gelesen hat, akzeptiert.

Um die von einem DEA akzeptierte Sprache, d. h. die Menge aller von ihm akzeptierten Worter,
formal beschreiben zu kénnen, erweitern wir die Zustandsfunktion ¢ zur Funktion §5:ZxY*—Z
rekursiv durch folgende Definition.

Definition 4.24 (Erweiterte Zustandsiiberfithrungsfunktion eines DEA) Sei A ein de-
terministischer endlicher Automat A = (Z,%,0, 20, E), die erweiterte Zustandsiberfihrungsfunk-
tion 0: Z x ¥* — Z wird definiert durch

() 6(z,¢) = 2 fir alle z € Z,
(ii) 6(z,wa) = 6(6(z,w), a) firale z€ Z,a € X, we X*.

Ich erwiihne, dass in der Literatur § oft auch nur als § bezeichnet wird. Das ist in der Tatsache
begriindet, dass fiir alle z € Z und fiir alle a € ¥ die Gleichheit §(z,a) = 0(z,a) gilt, d.h. § ist
eine Einschréankung der Funktion § auf Z x 2.

Jetzt konnen wir die von dem Automaten akzeptierte Sprache definieren:

Definition 4.25 (Akzeptierte Sprache eines DEA) Fiir einen DEA A = (Z,%,0, 20, F) sei
die von ihm akzeptierte Sprache T(A) definiert durch T(A) = {w € £* | 0(z0,w) € E}.



4.3 Regulidre Sprachen 65

Nun ist es Zeit fiir ein Beispiel.
Beispiel 4.26 Wir betrachten den deterministischen endlichen Automaten

A= ({2:07 21,22, 23}7 {CL, b}a 57 20, {23})7
wobei § durch die Tabelle

5‘20 21 29 23

a|z1 21 <23 Z3

b Zo R2 20 %3
gegeben ist. Um zu entscheiden, ob zum Beispiel die Worter ab, aaba oder bababb von dem Au-
tomaten akzeptiert werden, miissen wir (2o, ab), d(zo, aaba) und 4(zg, bababb) bestimmen. Dazu

benutzen wir die Definition von § und natiirlich die Definition des Automaten, insbesondere der
Uberfiithrungsfunktion 4.

S(ZO,ab) = 5(5(zo,a),b)
= 6(3(d(20,¢),a),b)
= 6(3(20,a),b)
= §(z1,b)
= 2,
Also gilt 5(2’0, ab) = zo und somit ab € T(A), da 2z € E gilt, 29 also kein akzeptierender Zustand
ist.
20, aab), a)
5(20,aa) ),a)

55w@m)ﬂ%@m%®
a),a),b),a)
mﬂ)

Wegen z3 € E gilt demnach: aaba wird vom Automaten akzeptiert.

6(z20, bababb) = 6(8(z0, aab), a)

)
5(5(8(5(z0,ba),b),a),b),b
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Wegen z3 € E gilt auch bababb € T(A).

Wir haben also ab € T(A) und aaba, bababb € T'(A). Nun gilt es zu bestimmen, welche Sprache
T(A) von diesem deterministischen endlichen Automaten A akzeptiert wird. Eine genaue Analyse
der Uberfithrungsfunktion § wiirde ergeben (den exakten Beweis fithren wir nicht, wird auch vom
Hérer dieser Vorlesung nicht verlangt)

T(A) = {w € {a,b}" | w = uabav fir Worter u,v € {a,b}*},
also akzeptiert der Automat alle Worter iiber dem Alphabet {a, b}, die das Teilwort aba besitzen.

Im obigen Beispiel ist es nicht so leicht, die akzeptierte Sprache des Automaten zu bestimmen.
Oft wird es etwas leichter, falls wir die Darstellung eines gerichteten Graphen, des sogenannten
Uberfiihrungsgraphen oder auch Transitionsgraphen des deterministischen endlichen Automaten
benutzen. Diese Darstellung sieht folgendermaflen aus.

Die Menge der Zustinde Z wird die Knotenmenge des Graphen, §(z1,a) = 29 wird durch
eine gerichtete Kante von z; zu z9, die mit a markiert ist, dargestellt. Der Anfangszustand wird
durch einen zum Knoten gehenden Pfeil dargestellt, Endzustdnde durch zwei konzentrische Kreise
(siehe Abbildung 4.5). Wollen wir jetzt wissen, ob ein Wort vom Automaten akzeptiert wird, dann

Zustand zp: @
Anfangszustand zg: —>
Endzustand z; € E:

§(z1,a) = za: @ a @

Abbildung 4.5: Konstruktion des Uberfithrungsgraphen eines DEA

miissen wir, beginnend im Zustand zy die Kanten des Graphen entsprechend des Wortes entlang
wandern.
In Abbildung 4.6 ist der Uberfiithrungsgraph zum DEA aus Beispiel 4.26 dargestellt. Wenn man

b a

BB ——o——anr

b

Abbildung 4.6: Uberfithrungsgraph des DEA aus Beispiel 4.26

sich diesen Graphen genauer ansieht, erkennt man eher als aus der Tabelle, dass die akzeptierte
Sprache genau die Menge aller Worter mit dem Teilwort aba ist. Die Zustédnde sind assoziert mit
den Teilen des Wortes aba, die bereits eingelesen wurden: zg: noch nichts von aba, z1: schon das a
von aba, za: schon das ab von aba, z3: das gesamte Teilwort aba. Wenn aba gelesen wurde (Zustand
23), bleibt der Automat immer in diesem akzeptierenden Zustand.

Betrachten wir ein weiteres Beispiel.

Beispiel 4.27 Es sei A der deterministische endliche Automat

A= ({Z07 21,22, 23}5 {07 1}a 67 20, {ZQa Z3})a
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mit der Uberfiihrungsfunktion &, gegeben durch folgende Tabelle.

6‘ Z0 k1 <2 Z3

0 Z0 k3 Z3 20

1 Z1 R2 22 21

Der dazugehorige Graph ist in Abbildung 4.7 dargestellt. Auch hier nutzen wir wiederum die

LO)\ /

Abbildung 4.7: Uberfithrungsgraph des DEA aus Beispiel 4.27

Zusténde, um Informationen iiber den Teil des Wortes zu speichern, der bereits eingelesen wurde.
Man erkennt, dass der Zustand die beiden zuletzt gelesenen Buchstaben reprasentiert. Der Zustand
zo bedeutet, die letzten beiden Buchstaben waren 00, bei z1: 01, bei z9: 11 und bei z3: 10. Akzeptiert
wird im Zustand z und z3, also genau dann, wenn das vorletzte Zeichen eine 1 war. Also gilt

T(A) ={w € {0,1}" | w = wlz mit v € {0,1}*, = € {0,1}}

fiir die akzeptierte Sprache T'(A), also ist T'(A) die Menge aller Worter iiber {0, 1}, deren vorletztes
Symbol eine 1 ist.

Es stellt sich natiirlich die Frage, welche Sprachklasse durch deterministische endliche Auto-
maten beschrieben wird. Die akzeptierten Sprachen in den Beispielen 4.26 und 4.27 sind regulér.
Gilt das fiir alle von DEA akzeptierten Sprachen? Die Antwort gibt folgender Satz.

Satz 4.28 Sei A ein deterministischer endlicher Automat. Dann ist die von A akzeptierte Sprache
T(A) reguldr (vom Typ 3).

Beweis. Sei A = (Z,%,0,z2p, F) ein DEA. Wir konstruieren eine Grammatik G = (V,%, P, S)
folgendendermaflen: wir setzen V' = Z und S = z;. Weiterhin sei

P={z —az|d(z1,a) =2} U{zy |z € E}.
Offensichtlich ist die so konstruierte Grammatik G vom Typ 3, also regulér, und erzeugt die
Sprache T'(A), was noch zu beweisen wire. Wir verweisen aber an dieser Stelle fiir den interessierten

Leser auf die Literatur. O

Wir wollen die Konstruktion aus obigem Beweis an einem Beispiel demonstrieren.

Beispiel 4.29 Sei A = ({z0, 21, 22, 23}, {a, b}, 9, z0, {z3}) der DEA aus Beispiel 4.26 mit der
Uberfithrungsfunktion 4:

5‘ Zo k1 k2 %3

a|z1 21 23 Z3

b Z0 <22 20 <3



68 4 FORMALE SPRACHEN

Wir konstruieren jetzt die fiquivalente Typ-3-Grammatik G = (V, X, P, S):

V= {ZO,Zlv 22, 23};

Y= {a7b}7

S = 20,

P ={z0 — az1, 20 — bzg, 21 — az1, 21 — bza, 20 — az3, 29 — bzg, 23 — azs, 23 — bzs}
U {2’3 — 6}.

Bei der Konstruktion von P handelt sich in der ersten Zeile um die Regeln, die ausgehend von § im
ersten Schritt konstruiert werden, also zum Beispiel zg — az; wegen §(2g,a) = 21 oder zg — bz
wegen 0(zg,b) = zo. In der zweiten Zeile kommt die terminierende Regel fiir den Endzustand {z3}
hinzu.

4.3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Nachdem wir wissen, dass jede von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptierte Spra-
che vom Typ 3, also regulir ist, interessiert natiirlich die Umkehrung, also ob jede Typ-3-Sprache
auch von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptiert werden kann. Eine naheliegende
Idee wire, die Konstruktion aus dem obigen Beweis einfach entsprechend zu invertieren.

Das fithrt allerdings zu zwei Schwierigkeiten.

1. Wenn wir zum Beispiel eine regulire Grammatik mit den Regeln A — aB und A — aC
hitten, dann miissten gleichzeitig 6(A,a) = B und §(A,a) = C gelten, was nicht méglich
ist.

2. Wenn wir zum Beispiel eine reguldre Grammatik mit einer Regel A — aabB hétten, miissten
wir eine Uberfithrung vom Zustand A zum Zustand B mit aab erzeugen, was nicht moglich
ist.

Um die Idee der Invertierung des Beweises von Satz 4.28 jedoch nicht fallen zu lassen und
zu zeigen, dass reguldre Sprachen von DEA akzeptiert werden koénnen, fithren wir einfach neue
Modelle ein, um die Schwierigkeiten 1 und 2 zu iiberwinden.

Um die Schwierigkeit 2 zu beseitigen, betrachten wir eine Normalform von reguldren Gram-
matiken:

Satz 4.30 Zu jeder reguliren (Typ-3) Grammatik G = (V,%, P, S) gibt es eine dquivalente Gram-
matik G' = (V', %, P",S"), die nur Regeln der Form A — aB oder A — a mit A,B € V' und
a € ¥ hat, mit der Ausnahme S’ — ¢, falls S' nicht auf der rechten Seite einer Regel vorkommt.

Beweis. Der Beweis wiirde in zwei Schritten ablaufen: zuerst miissen wir die Regeln A — ¢ fiir
A # S der Grammatik G beseitigen. Das wollen wir hier nicht ausfiithren, sondern auf den ent-
sprechenden Satz fiir kontextfreie Sprachen verweisen, dessen Beweis hier vollstéindig iibernommen
werden kann.

Zweitens miissen wir dann die Regeln A — wB oder A — w mit |w| > 2 ersetzen. Sei also
A — ajas...a,B eine solche Regel mit A, B € V und n > 2, dann nehmen wir neue Nichtterminale
A1, As, ..., A,_1 in die Menge V' auf, die noch nicht verwendet wurden und ersetzen die Regel
A — ajas...ap,B durch die Regeln

A—>a1A1, A1 —>a2A2 yeeey An,1 —>anB

in P’. Entsprechend ersetzt man eine Regel A — ajaz...a, mit A € V und n > 2 durch die
Regeln

A—a1By, Bi —axBs ,..., Bp_1 — ay

mit den neuen Nichtterminalen By, Bs,...,B,_1 in V.
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Man kann dann leicht zeigen, dass dann die Regeln A — ajas...a,B und A — ajas...a,
durch die Ableitungen

A— 1A = a1a04y — - - = a1a2a3...ayp_1Ap_1 = a1a0a3...0p_10, B
bzw.
A= a1B; = a1a3By — -+ — a1a2a3 . ..0n—1B,_1 = ajasasz...an_1a,

simuliert werden und andererseits aber keine neuen Worter durch die Grammatik G’ erzeugt
werden konnen, also L(G) = L(G’) gilt. O

Zur Umgehung der oben genannten Schwierigkeit 1 fithren wir ein neues Automatenmodell ein,
indem wie den Begriff des DEA erweitern und solche Uberfithrungen §(4,a) = B und 6(A,a) = C
gleichzeitig zulassen, indem wir Nichtdeterminismus benutzen.

Definition 4.31 (Nichtdeterministischer endlicher Automat) FEin nichtdeterministischer
endlicher Automat (kurz mit NEA bezeichnet) A ist ein 5-Tupel A = (Z,%,6, 20, E), wobei Z
das Zustandsalphabet und ¥ das Eingabealphabet mit Z N'YX = O sind. 29 € Z ist der Anfangszu-
stand, B C Z die Menge der Endzustinde. Mit 0 bezeichnen wir die Zustandstberfihrungsfunktion
§:Zx% — 2%,

Wie man an der Definition erkennt, ist der NEA gar nicht so weit vom DEA entfernt. Der einzige
Unterschied liegt in der Definition der Uberfithrungsfunktion §. Funktionswerte von § sind nicht
einzelne Zustéinde (wie beim DEA) sondern Mengen von Zustinden, d.h. 6(z,a) = {z1,22,..., 2}
mit {z1, 22,...,2-} € Z. Wir bemerken, dass 6(z,a) auch die leere Menge sein kann.

Auch den NEA kénnen wir wiederum in derselben Art und Weise wie beim DEA als Graph
darstellen, wobei von einem Zustand fiir ein und dasselbe Symbol mehrere Pfeile ausgehen kénnen
(oder auch keiner), siche Abbildung 4.8.

Abbildung 4.8: Nichtdeterminismus beim endlichen Automaten

Die Interpretation der Arbeitsweise des NEA ist analog der des DEA, wobei wir d(z,a) =
{#z1,22,..., 2} so interpretieren, dass der Automat, wenn er sich im Zustand z befindet und ein
a einliest, in einen der Zusténde 21, zs, .. ., 2, libergehen kann. Das heisst, der NEA kann ein und
dasselbe Wort iiber verschiedene Wege einlesen, wobei alle Wege gleichwertig sein sollen. Das hat
natiirlich zur Folge, dass der NEA beim Einlesen ein und desselben Wortes einmal einen akzeptie-
renden Zustand erreichen kann und einmal nicht. Wir werden sagen, dass der NEA genau dann ein
Wort akzeptiert, wenn er beim Einlesen des Wortes einen akzeptierenden Zustand erreichen kann,
also wenn es fiir das Wort im Graphen einen Pfad vom Anfangszustand zu einem Endzustand gibt.
Man kann diesen Nichtdeterminismus in gewisser Weise als Parallelverarbeitung auffassen.

Um die von einem NEA akzeptierte Sprache formal definieren zu kénnen, benétigen wir wieder
die erweiterte Zustandsfunktion 6: Z x ©* — 2Z. Im Prinzip wird sie wieder wie beim NEA defi-
niert, allerdings ist ja jetzt ) (z,w) eine Menge von Zusténden und kann nicht direkt als Argument
verwendet werden.
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Definition 4.32 (Erweiterte Zustandsiiberfithrungsfunktion eines NEA) Sei A ein NEA
mit A= (Z,%,0, 20, E), die erweiterte Zustandsfunktion 0: Z x ¥* — 2% wird definiert durch

(i) 6(z,¢) = {z} fiir alle z € Z,

(ii) 6(z,wa) = U 5(2',a) das heift

2'€8(z,w)
= {2 € Z |32 € Z mit 2 € d(z,w) und 2" € §(2',a)} firze Z, a €L, we L,

Definition 4.33 (Akzeptierte Sprache eines NEA) Fiir einen NEA A = (Z,%,0,20, E) sei
die von thm akzeptierte Sprache T (A) definiert durch T(A) = {w € * | §(z0,w) N E # 0}.

Bemerkung 4.34 Bitte beachten Sie, dass die Definitionen des NEA sowie der erweiterten Zu-
standsfunktion von den Definitionen bei SCHONING in [13] etwas abweichen. Man kann aber sehr
leicht zeigen, dass die Klasse der akzeptierbaren Mengen gleich sind.

Sehen wir uns ein Beispiel an, um den Mechanismus des Nichtdeterminismus besser zu verste-
hen.

Beispiel 4.35 Sei A = ({20, 21,22}, {0, 1}, 0, 20, {22}), wobei § durch die Tabelle

1) ‘ Z0 zZ1 Z9

0 {20} {22} 0
1| {z0,21} {22} 0

gegeben ist, ein nichtdeterministischer endlicher Automat. Der dazugehérige Graph ist in der
Abbildung 4.9 dargestellt. Betrachten wir nun die Eingabe 111 und fragen nach d(zp, 111), also

0,1

ORIy W o

Abbildung 4.9: Uberfithrungsgraph des NEA aus Beispiel 4.35

nach den Zusténden, die bei der Eingabe von 111 durch den NEA erreicht werden kénnen. Beim
Einlesen des ersten Symbols (eine 1) kann der Automat wéhlen zwischen dem Folgezustand zg
oder zj. Im letzteren Fall liest er dann die zweite 1 ein und landet (keine Wahlmoglichkeit) im
Zustand 2o, von dem aus er die dritte 1 nicht mehr einlesen kann (es gibt keine Uberfithrung mehr),
also erreicht er iiber diesen Weg keinen Zustand. Im ersteren Fall jedoch kann er bei der Eingabe
der zweiten 1 wiederum wihlen zwischen den Folgezusténden zy und z;: W&hlt er z;, landet er
mit der letzten 1 in z5, wéhlt er jedoch zp, so kann er bei der letzten 1 wiederum zwischen den
Folgezustianden zy und z; wihlen. Summa summarum kann der Automat beim Einlesen von 111
die Zustéande zg, z1, 29 erreichen, also

(5(2:0, 111) = {Zo, 21, 22}.

Nun gilt

5(20, 111) NE = {20,21,22} N {ZQ} = {ZQ} # @,

das heif3t, fiir die Eingabe 111 gibt es einen Weg vom Anfangszustand in einen akzeptierenden
Zustand, also gilt 111 € T'(A), d. h. die Eingabe 111 wird akzeptiert, gehort also zur akzeptierten
Sprache.
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Fiir weitere Eingaben gilt:

0(20,0) = {20},

0(20,1) = {z0, 21},
3(20,01) = {z1},
(zo, 1) = {20, 21, 22},

6(20,001) = {20, 21},

6(20,011) = {20, 21, 22},
also werden 11 sowie 011 akzeptiert und 0, 1, 01 sowie 001 nicht akzeptiert. Fiir die akzeptierte
Sprache T'(A) gilt:

T(A) ={w € {0,1}* | w=wlz mit u € {0,1}*, z € {0,1}},
also ist T(A) die Menge aller Wérter iiber {0, 1}, deren vorletztes Symbol eine 1 ist.

Man kann jeden DEA natiirlich als NEA auffassen, ndmlich fiir den dann 6(z,a) immer eine
Einermenge ist. Also:

Folgerung 4.36 Jede von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptierbare Sprache
ist auch von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierbar. O

Die Menge, die vom NEA im Beispiel 4.35 akzeptiert wurde, kann auch von einem DEA ak-
zeptiert werden (siehe Beispiel 4.27). Natiirlich ergibt sich sofort die Frage, ob jede von einem
NEA akzeptierte Sprache auch von einem DEA akzeptiert werden kann. Die Antwort liefert der
folgende Satz.

Satz 4.37 Jede von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierbare Sprache ist
auch von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptierbar.

Beweis. Sei A = (Z,%,6, 20, E) ein NEA. Wir konstruieren einen DEA A’ = (Z',%,¢, 2}, E')
durch:

7! — QZ

26 = {ZO}v

E' ={eZ|ZnE#0},
sowie

'a) = U 5(z,a)

z€z!

fiir alle 2’ € Z’ und a € X. Dann gilt
T(A) =T(A"),
was wir an dieser Stelle nicht beweisen werden. O

Im obigen Beweis ist die Zustandsmenge des konstruierten DEA genau die Potenzmenge der
Zustandsmenge des gegebenen NEA. Falls man zu einem konkret gegebenen DEA den dquivalenten
NEA konstruiert, stellt man fest, dass oft nicht alle Teilmengen von Z auch wirklich erreicht werden
kénnen. Folglich reicht es aus, wenn wir, beginnend mit der Menge {zo} jeweils fiir alle 2’ € Z’
die Teilmengen §'(2’, z) fiir alle z € X berechnen und die neu erzeugten Teilmengen in die Menge
der Zustéinde Z’ aufnehmen, falls sie noch nicht enthalten sind. Kommt kein neuer Zustand mehr
hinzu, wiren wir fertig mit der Konstruktion von ¢’. Wir wollen dieses Vorgehen an einem Beispiel
demonstrieren.



72 4 FORMALE SPRACHEN

Beispiel 4.38 Wir nehmen den NEA
A= ({ZU7 21, 22}7 {07 1}7 57 20, {ZQ})
aus Beispiel 4.35 mit der in folgender Tabelle gegebenen Uberfithrungsfunktion 4.

1) ‘ 20 Z1 z9

0| {20} A{z2} 0
1 {Zo,Zl} {2’2} @

Wir konstruieren jetzt den dquivalenten DEA

A= (2',{0,1},0',2', E")

geméfl Beweis des Satzes 4.37. Zuerst gilt 25 = {z0}. Die weiteren Zustinde sowie die
Uberfiihrungsfunktion berechnen wir entsprechend der Definition in folgender Tabelle (spalten-
weise).

0| {2} {zo.m} {2022} {20,21,2}
0] {2}  {20,22} {20}  {20,22}

1| {z0,21} {20,21,22} {20.21} {20,21,22}

Also gilt

Z' = {{20}7 {207 Zl}’ {ZO’ 22}’ {ZOa 21, 22}}

und da nur die Zustinde {zg, 22} und {zo, 21, 22} einen Zustand aus F enthalten, sind sie die
einzigen neuen Endzusténde, also

E' = {{z0, 22}, {20, 21, 22}}.

Damit wire der dquivalente DEA A’ zum NEA A konstruiert. Zur besseren Lesbarkeit bezeichnen
wir die Zustdnde um: {zo} =: o, {20, 21} =: q1, {20, 22} =: g2 und {20, 21, 22} =: ¢3. Dann gilt

AI = ({qu q1, q27q3}7 {07 1}7 517 qo, {Q27 Q3})
mit

¢’ ‘ 9o 41 92 43
019 92 q ¢
1l 3 @1 g3

In Abbildung 4.10 finden Sie den Graphen zum Automaten A’. Man erkennt, dass die Automaten in

Abbildung 4.10: Uberfithrungsgraph des DEA A’ aus Beispiel 4.38

den Abbildungen 4.7 und 4.10 bis auf Bezeichnungen der Zusténde identisch sind. Also akzeptieren
sie auch die gleiche Sprache.



4.3 Reguldre Sprachen 73

Bemerkung 4.39 1. Beim Konstruieren des dquivalenten DEA zum gegebenen NEA im obi-
gen Beispiel haben wir den gleichen Automaten (bis auf Bezeichnungen) erhalten, den wir
auch schon vorher betrachtet hatten. Das muss natiirlich nicht immer sein. Insbesondere
erhélt man im Allgemeinen bei dieser Konstruktion Automaten, die nicht minimal in dem
Sinne sind, dass man dquivalente DEA finden kann, die eventuell weniger Zustéinde haben.

2. Im obigen Beispiel hatte der NEA drei Zusténde, der DEA vier. Fiihrt man den gleichen
Ubergang vom NEA zum DEA fiir die (von der Struktur gleiche) Sprache

T(A) = {w e {0,1}* | w = ulv mit u € {0,1}*, v € {0,1}"}

durch, also fiir die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {0, 1}, deren zehntletztes Symbol
eine 1 ist, so bendtigt der NEA 11 Zustinde, der DEA aber 2'° Zustinde. Es lisst sich
zeigen, dass es keinen DEA fiir diese Sprache mit weniger Zustéinde gibt. Dieses Resultat
kann man fiir beliebiges n verallgemeinern. Die Anzahl der Zustinde beim Ubergang vom
NEA zum DEA kann also exponentiell wachsen.

Wir haben das Modell des nichtdeterministischen endlichen Automaten eingefiihrt, weil wir
letztendlich beweisen wollten, dass die Klasse der Typ-3-Sprachen und die Klasse der Sprachen, die
von deterministischen endlichen Automaten akzeptiert werden, identisch sind. Mit dem folgenden
Satz kommen wir diesem Beweis sehr nahe.

Satz 4.40 Sei G eine requldre Grammatik, also vom Typ 3, dann existiert ein nichtdeterministi-
scher endlicher Automat A mit T(A) = L(G).

Beweis. Wie bereits angekiindigt, benutzt der Beweis eigentlich die gleiche Idee wie beim Uber-
gang vom DEA zur reguldren Grammatik. Sei G = (V, X, P,S) die reguldre Grammatik. Wir
konstruieren einen NEA A = (Z,%, 0, 20, E) wie folgt:
Z =V U{X},
20 = Sv
B {5, X} fir S —e€P,
| {X} firS—egP,

Des weiteren definieren wir die Uberfithrungsfunktion ¢ durch

5(A,a) = {B|A—aBecPtU{X} fir A—acP,
" | {B|A—aBe P} fir A—a¢ P,

fir Ae V und a € 3.
Jetzt konnten und miissten wir beweisen, dass T'(A) = L(G) gilt, worauf wir aber an dieser
Stelle wiederum verzichten wollen. t

Die Abbildung 4.11 fasst die Ergebnisse der Sétze 4.28, 4.40 sowie 4.37 zusammen. Damit gilt:

Folgerung 4.41 Die Klasse der requliren Sprachen (Typ 3) ist gleich der Klasse der von nicht-
deterministischen endlichen Automaten akzeptierten Sprachen (L(NEA)) und der Klasse der von
deterministischen endlichen Automaten akzeptierten Sprachen (L(DEA)), also

Typ 3 = L(NEA) = L(DEA).
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Regulére
Grammatik
Satz 5.31 Satz 5.42
DEA Satz 5.39 NEA

Abbildung 4.11: Beweisschema fiir Mechanismen zur Beschreibung regulédrer Sprachen

4.3.3 Regulidre Ausdriicke

Nachdem wir in den vorhergehenden Kapiteln die Menge der reguléren Sprachen (oder Typ-3-
Sprachen) durch Grammatiken und Automaten beschrieben haben, wollen wir in diesem Kapitel
eine Beschreibungsart betrachten, die algebraischer Natur ist, ndmlich die reguldren Ausdriicke.
Obwohl die Beschreibung auf algebraische Operationen zuriickgeht, also eigentlich recht mathe-
matischer Natur ist, werden regulidre Ausdriicke in vielen Gebieten der Informatik angewendet,
zum Beispiel bei der Suche in Editoren.

Die Menge der reguldren Ausdriicke iiber einem Alphabet ¥ werden wir induktiv definieren.

Definition 4.42 (Regulire Ausdriicke) Sei ¥ ein Alphabet, dann gilt:
(i) 0 ist ein regulirer Ausdruck tiber 3.
(ii) € ist ein regulirer Ausdruck diber 3.
(iii) Fiir jedes a € ¥ ist a ein regulirer Ausdruck iber X.
) Wenn a und 8 regulire Ausdriicke iber ¥ sind, so auch af, (a| ) und (a)*.

(iv

Reguldre Ausdriicke {iber einem Alphabet ¥ sind also erst einmal nur Worter spezieller Art
iiber diesem Alphabet. Nun ordnen wir solch einem Wort eine Sprache zu. Die Definition dieser
Zuordnung erfolgt wiederum rekursiv.

Definition 4.43 (Sprache eines reguliren Ausdrucks) Sei ¥ ein Alphabet und ~ ein re-
gulirer Ausdruck iber 3, dann wird die von -y beschriebene Sprache L(v) C X* wie folgt definiert.

(i) Fir~y =0 gilt L(y) = 0.
(i) Fir~=e gilt L(y) = {e}.
(iil) Fir~y=a mita € X gilt L(y) = {a}.
Fir v = af gilt L(y) = L(a) - L(B3).

Fir v = (o | 8) gilt L) = L(a) UL().

Fiir oy = ()" gilt L(y) = (L(a))".

(iv
(v

(vi

)
)
)
)
)
)

Beispiel 4.44 Wir betrachten den reguldren Ausdruck
(0] (0]1)700).

Dann kénnen wir die zugeordnete Sprache wie folgt gemif der Definition bilden (hier fiir ein erstes
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Beispiel sehr ausfiihrlich aufgeschrieben):
L((0 (0 [1)700)) = L(0) U L((0 [ 1)"00))

= L(0) U(L((0 | 1)70)) - L(0))
= L(0) U ((L((0 [ 1)%)) - L(0)) - L(0))
= L(0) U (((L((0 | 1)))" - L(0)) - L(0))
= L(0) U (((L(0) U L(1))* - L(0)) - L(0))
= {0y u ({0} u{1})”-{0})-{o})

= {0} u (({0,1}"-{0}) - {0})

= {0} u ({0,1}" - {00}),
das heifit, die vom reguléren Ausdruck (0 | (0 | 1)*00) beschriebene Sprache ist die Menge aller
Worter iiber dem Alphabet {0, 1}, die gleich 0 sind oder auf 00 enden.

Bemerkung 4.45 1. Wir vereinbaren, dass wir Klammern, die nicht notwendigerweise ge-
braucht werden, weglassen kénnen. Zum Beispiel kénnen wir statt (o | (8 | 7)) auch
(o | 8] v) schreiben. Wir schreiben auch Lo | 8) statt L((« | §)) sowie a* statt (a)*.
2. Wir benutzen die abkiirzende Schreibweise o™ fiir ac . . . a.
—
n-mal
3. Wir benutzen die abkiirzende Schreibweise at fiir a*a.
4. In der Literatur findet man oft auch abweichende Definitionen der reguléren Ausdriicke. Zum

Beispiel findet man fiir (o | 8) auch (a4 ) oder auch (o U g). Auch wird natiirlich oft o+ 8
fiir a0 zugelassen.

5. Oft wird in der Literatur zwischen reguldrem Ausdruck und beschriebener Sprache nicht
unterschieden, das heifit, man identifiziert einen reguléren Ausdruck mit der beschriebenen
Sprache.

Ich gebe noch ein paar weitere Beispiele an:

Beispiel 4.46 Weitere Beispiele fiir reguliire Ausdriicke iiber ¥ = {a, b} und deren zugeordneten
Sprachen sind:

(a | b)* beschreibt die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {a, b}.

(a|b)T beschreibt die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {a, b}, die nicht dem leeren Wort
entsprechen.

(a | b)*aba(a | b)* beschreibt die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {a, b}, die das Teilwort
aba haben.

(a | b)*a(a | b)? beschreibt die Menge aller Wérter iiber dem Alphabet {a,b}, deren drittletztes
Symbol ein a ist.

((a]b)(a]b))* beschreibt die Menge aller Wérter iiber dem Alphabet {a,b}, deren Linge gerade
ist.

(b| e)(ab)*(a | €) beschreibt die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {a, b}, die nicht das Teil-
wort aa und nicht das Teilwort bb enthalten.

Wenn man sich die reguléren Ausdriicke und die beschriebenen Sprachen im obigen Beispiel an-
schaut, erkennt man, dass alle Sprachen vom Typ 3 sind, also reguldr. Man stellt sich natiirlich die
Frage, ob alle durch regulire Ausdriicke beschreibbaren Sprachen regulér sind und ob umgekehrt
fiir jede reguldre Sprache ein reguldrer Ausdruck existiert, der sie beschreibt. Die Bezeichnung
requldre Ausdriicke suggeriert natiirlich die Antwort.

Satz 4.47 (KLEENE) Die Menge der durch regulire Ausdriicke beschreibbaren Sprachen ist genau
die Menge der reguldren Sprachen.



76 4 FORMALE SPRACHEN

Beweis. Der Beweis muss in zwei Richtungen gefiihrt werden.

Teil 1: Einerseits muss gezeigt werden, dass jeder reguldre Ausdruck eine regulire Sprache be-
schreibt. Diesen Teil wollen wir an dieser Stelle skizzieren. Wir werden zeigen, dass zu jedem
reguldren Ausdruck ein NEA existiert, der genau die vom regulidren Ausdruck beschriebene Spra-
che akzeptiert, womit wegen Folgerung 4.41 diese Sprache reguldr oder vom Typ 3 ist.

Sei X ein Alphabet und + ein reguldrer Ausdruck iiber . Wir betrachten zuerst die Fille,
in denen ~ die Form v = (), v = € oder v = a mit a € X hat. In Abbildung 4.12 sind NEA’s

@ a

Abbildung 4.12: DEA’s fiir L((), L(¢) sowie L(a) (von links nach rechts)

angegeben, die jeweils die Mengen L(0) = 0, L(e) = {¢} sowie L(a) = {a} akzeptieren.

Wir nehmen jetzt an, dass - ein reguldrer Ausdruck ist, der aus reguléren Ausdriicken zusam-
mengesetzt ist. Dann gibt es fiir v die drei Fille v = af, v = (a | 8) und v = («)*.

Sei zuniichst v ein reguldrer Ausdruck der Form v = a8. Dabei kénnen wir annehmen, dass es
bereits NEA’s fiir L(a) und L(5) gibt, also dass NEA’s A, und Ag existieren mit T'(4,) = L(«)

und T'(Ag) = L(B). Nun konstruieren wir den Automaten A, indem wir die Automaten A, und

A, Ap

Abbildung 4.13: Schema des NEA’s fiir L(af3)

Ap im Prinzip hintereinander schalten (,,in Reihe“) (siche Schema in Abbildung 4.13).

Die genaue Konstruktion fiir den NEA A ist folgende: Die Automaten A, = (Z4, 3, 00, 200, Ea)
und Ag = (Zg, %, 0, 250, Eg) seien die Automaten mit T'(A,) = L(e) und T(Ag) = L(B). Wir
konstruieren A = (Z,%, 0, 29, E) wie folgt.

e Jeder Zustand von A, und Ag ist auch Zustand von A, also Z = Z, U Zg.
e Der Anfangszustand von A, ist auch Anfangszustand fiir A, also zg = z40.
e Die Menge der Endzustéinde von Ag wird die Menge der Endzustédnde von A, also £ = Eg.

o Alle Uberfiihrungen von A, und Ap gelten auch fiir A. Von allen Zusténden von A,, fiir die
es Uberfithrungen zu Endzustinden von A, gibt, gibt es zusétzlich Uberfithrungen fiir das
gleiche Symbol zum Anfangszustand von Ag. Formal gilt fiir alle z € Z und a € %:

dp(z,a) fir z € Zg,
0(z,a) =< d4(z,0a) fiir z € Z,, und d,(2,a) N E, = 0,
da(z,a) U{zg0} fiir z € Z, und 04(z,a) N E, # 0.

Fiir den Fall € € L(«) muss man noch Sonderregelungen treffen, darauf verzichten wir hier.
Wie man nachweisen kann, gilt dann T'(A) = L(af), das heifit A akzeptiert ein Wort genau dann,
wenn ein erster Teil des Wortes von A, und der Rest des Wortes von Ag akzeptiert wird.

Habe v nun die Form v = (a | ). Wir setzen wieder voraus, dass die Automaten A, =
(Zay X, 00, 200, Bo) und Ag = (Z3, %, 08, 250, Eg) die Automaten mit T'(A,) = L(a) und T'(A4g) =
L() seien. Wir konstruieren dann den Automaten A in folgender Art und Weise (wir schalten die
Automaten A, und Ag im Prinzip , parallel“, sieche Abbildung 4.14):

A= (Za UZgu {Zo}, 3,0, 20, Eq U Eﬁ),
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E

—>/
a_

Ap

Abbildung 4.14: Schema des NEA’s fiir L((« | 3))

die Funktion d ist dabei wie folgt definiert.

da(z,a) fir z € Z,,
d(z,a) = § d5(z,a) tir z € Zg,
00 (2a0,a) Udg(zp0,a) fir z = 2.
Der Automat akzeptiert dann ein Wort genau dann, wenn es von A, oder Ag akzeptiert wird.
Also gilt T(A) = Ay U Ag, das heifit T(A) = L((a | 5)).

Habe v nun die Form v = (a)*. Wir setzen wiederum voraus, dass der Automat A, =
(Za, 2, 00y 200, o) der Automat mit T'(A,) = L(«) ist. Wir konstruieren A, indem wir im Prinzip

Abbildung 4.15: Schema des NEA’s fiir L((«)*)

eine Schleife erzeugen (siehe Abbildung 4.15). Exakt wird dann A = (Z, X, §, 2o, E) folgendermafien
konstruiert.

Z = Za U {Zo}, E= {Zo}
und fiir die Uberfiithrungsfunktion § gilt fiir alle z € Z und a € X:

0a(Za0, @) fiir z = 2o,
0(z,a) = ¢ 04(z,0a) fir z € Z, und 64(z,a) N E, = 0,
da(z,a) U{z} fiir z € Z, und 64(2,a) N E, # 0.

Zur Interpretation: Anfangszustand ist also ein neuer Zustand, der auch gleichzeitig der einzige
Endzustand ist. Vom Anfangszustand gibt es dann die gleichen Uberfithrungen wie vom Anfangszu-
stand des Automaten A,. Von allen Zustéinden von Ay, fiir die es Uberfithrungen zu Endzusténden
von A, gibt, gibt es zusitzlich Uberfithrungen fiir das gleiche Symbol zum Anfangszustand z.

Damit wird das leere Wort akzeptiert (wegen zo € F) und auch alle Woérter, die auch A, akzep-
tiert. Weiter konnen wir natiirlich die Schleife mehrmals durchlaufen, das heif3t fiir die akzeptierte
Sprache von A gilt

T(A) = {e} UT(Aa) U (T(4a))* U (T(Aa))* U-
= (T(Aa))" UT(Aa)' U (T(4a))* U (T(Aa))
= (T(Aa))",
also T(A) = (L(a))*.
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Damit hétten wir alle Félle behandelt und haben den ersten Teil des Beweises vollendet (ab-
gesehen von den Liicken, die wir hier nicht vollstéindig bewiesen haben). Das heifit, wir haben
gezeigt, zu jedem regulidren Ausdruck gibt es einen dquivalenten nichtdeterministischen endlichen
Automaten, also ist jede von einem reguldren Ausdruck beschriebene Sprache regulér.

Noch eine allgemeine Bemerkung zu den obigen Konstruktionen, natiirlich miissen wir Z, N
Zg = () fordern, und falls wir einen Anfangszustand zy neu hinzunehmen, darf er natiirlich in den
gegebenen Automaten nicht vorkommen. Das ist aber keine Einschrinkung, da wir durch einfache
Umbenennungen der Zustdnde diese Bedingungen immer absichern kénnen.

Teil 2: Im zweiten Teil des Beweises zeigen wir, dass jede regulidre Sprache von einem reguldren
Ausdruck beschrieben wird.

Sei L eine reguldre Sprache. Dann wird L von einem deterministischen endlichen Automaten
A= (Z,%,6,z9, F) akzeptiert, wobei ¥ = {a1,aq,...,a;} gelte. Fiir jeden Zustand z € Z definie-
ren wir die Wortmenge L, = {w € X* | §(z,w) € E}. Fiir alle diese L. werden wir zeigen, dass sie
von regulidren Ausdriicken beschrieben werden kénnen. Wegen L = T(A) = L., wiirde dann die
Behauptung folgen.

Die Mengen L, stehen in folgenden Beziehungen zueinander.

k
L,= U {ai} - Ls(z,a.) fir 2 ¢ E und
=t (4.2)

L.= U {ai} - Ls(z,0,) U{e} fiir z € E.
i=1

Wir werden jetzt dieses System von Gleichungen, in denen die L, als Unbekannte auftreten,
schrittweise auflosen, wobei wir nur die Operationen Vereinigung, Konkatenation und Iteration
verwenden, so dass letztendlich nur L., stehen bleibt und somit von einem reguléren Ausdruck
beschrieben werden kann.

Die Tatsache, dass Unbekannte auf beiden Seiten ein und derselben Gleichung auftreten
konnen, fiihrt dazu, dass hier ein ,normales“ Eliminieren nicht mdoglich ist.

Hier hilft folgendes Lemma,

Lemma 4.48 Fir B,C € ¥* qgilt: Iste € B, so ist L = B* - C die einzige Lisung der Gleichung
L=B-LUC.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch das Zeigen der Inklusionen B* - C C L sowie L C B* - C.

Teil 1: B* - C C L. Wir zeigen durch Induktion iiber k, dass jedes B* - C in jeder Losung L
enthalten ist.
Induktionsanfang. Fir k = 0 gilt:

B C={-C=CCB-LUC=L.
Induktionsschritt. Mit der Induktionsvoraussetzung B¥ . C C L schlieBt man

B¥l.c=B.(B*.C)CB-LCB-LUC=L.

Teil 2: L C B* - C. Wir zeigen durch Induktion iiber die Lénge des Wortes w, dass aus w € L
stets w € B* - C folgt.

Induktionsanfang. Ist |w| = 0, so ist w = e. Gilt ¢ € L, so folgt aus L=B-LUC und ¢ ¢ B
sofort € € C. Dann ist aber auch e € B* - C.

Induktionsschritt. Es sei jw| > 0, und nach Induktionsvoraussetzung folge fiir alle v mit |v| < |w|
aus v € L stets v € B* - C.

Esseinun w € L =B-LUC. Im Falle w € C folgt sofort w € B* - C. Im Falle w € B - L gibt
esein u € Bund ein v € L mit w=u-v. Wegen ¢ € B gilt |u| > 0 und folglich |v| < |w|. Nach
Induktionsvoraussetzung haben wir damit v € B* - C, und wir schlieflen w =u-v € B-(B*-C) C
B*-C. U
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Mit diesem Lemma koénnen wir jetzt L,, bestimmen, indem wir schrittweise alle anderen Men-
genvariablen L, wie folgt eliminieren. Kommt in der Gleichung, bei der links L, steht, auch rechts
L, vor, so wird das Lemma angewendet. In jedem Fall hat man dann eine Gleichung L, = R,
wobei in R die Variable L, nicht mehr vorkommt. Ersetzt man jetzt in allen anderen Gleichungen
L, durch R, so ist L, eliminiert.

Wenn wir alle Variablen bis auf L, eliminiert haben, ist L, dargestellt als endlich oftmalige
Anwendung der Operationen Konkatenation, Vereinigung und Iteration iiber Symbolen aus X.
Somit kann L,, = T(A) durch einen reguléren Ausdruck beschrieben werden.

Somit ist der zweite Teil des Satzes von Kleene und damit auch der Satz bewiesen. O

Wir betrachten ein Beispiel fiir die Konstruktion eines dquivalenten reguldren Ausdrucks fiir
einen gegebenen deterministischen endlichen Automaten.

Beispiel 4.49 In der Abbildung 4.16 ist ein DEA iiber dem Alphabet ¥ = {a,b} durch einen

Abbildung 4.16: Ein deterministischer endlicher Automat

Uberfithrungsgraphen gegeben. Das dazugehérige Gleichungssystem fiir die Wortmengen L. be-
steht somit aus den drei Gleichungen

L.,={a}-L,,u{b}-L.,,
L., ={a}-L;, U{b} - L, (4.3)
L,,={a} L, U{b} L, U{e}

Die Variable (Wortmenge) L,, in der ersten Gleichung kénnen wir ohne Probleme eliminieren,

indem wir sie durch die rechte Seite der dritten Gleichung ersetzen. Somit erhalten wir das zu
(4.3) dquivalente Gleichungssystem

Lz =A{a} - Lo U{b} - ({a} - Lz, U{b} - L, U{e}),
L., ={a} L U{b}- L,
oder, indem wir die rechte Seite der ersten Gleichung zusammenfassen,
L.y = ({a} U{bb}) - L, U{ba} - L., U {b},
L, ={a} -L,,U{b} -L,,.

Nun wenden wir auf die zweite Gleichung das Lemma 4.48 an und erhalten L,, = {b}*{a} - L,,.
Damit kénnen wir jetzt L,, in der ersten Gleichung des Gleichungssystems ersetzen.

L,, = ({a}U{bb}) L, U{ba}- L, U{b}
= ({a} U {0b}) - Ly U{ba} - ({b}"{a} - L.,) U {0}
= ({a} U {bb} U {ba} - {b}"{a}) - L, U{b}.

Nun wenden wir abermals unser Lemma an und erhalten

Ly = ({a} U {bb} U {ba} - {b}"{a})"{b}.
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Somit kénnen wir L., also die vom gegebenen Automaten akzeptierte Sprache, durch den re-
guldren Ausdruck

(a | bb| bab*a)*b
beschreiben.

Betrachten wir ein weiteres Beispiel.

Beispiel 4.50 Es ist ein regulidrer Ausdruck zu bestimmen, der die Menge aller Worter iiber dem
Alphabet {a, b}, die nicht das Teilwort bab enthalten, beschreibt.

Wir konstruieren zuerst den DEA, der die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {a, b}, die
das Teilwort bab enthalten, beschreibt (siehe Abbildung 4.17). Jetzt konnen wir daraus sehr einfach

a b

B

a

Abbildung 4.17: Ein DEA fiir die Menge aller Woérter iiber {a, b}, die das Teilwort bab enthalten

einen DEA konstruieren, der die Komplementédrmenge akzeptiert, ndmlich durch Vertauschen der
akzeptierenden und nichtakzeptierenden Zusténde (sieche Abbildung 4.18).

—an-

Abbildung 4.18: Ein DEA fiir die Menge aller Woérter iiber {a, b}, die nicht das Teilwort bab enthalten

Nun kénnen wir fiir den DEA aus Abbildung 4.18 das Gleichungssystem der Wortmengen fiir
die einzelnen Zustédnde aufstellen.
L,, ={a} L, U{b}- L, U{e},
L., ={a} L., U{b} L. U{e},
L., ={a} L,,U{b}- L., U{e},
L., ={a}-L,,U{b} -L,,.
Aus der vierten Gleichung erhalten wir L., = {a,b}- L., und durch Anwendung des Lemmas 4.48

schlieBlich L,, = {a,b}* - 0 = (). Setzen wir dies in die dritte Gleichung ein, erhalten wir folgendes
neue Gleichungssystem.

LzU = {(Z} ’ ng U {b} ' Lzl U {6}3
L, ={a} -L,,U{b} L, U{e},
L., ={a} L, U{e}.
Mittels der dritten Gleichung kénnen wir L, in der zweiten Gleichung ersetzen und erhalten
L., ={a}-L.,U{b} L. U{e}
={a}-({a} - Lz, U{e}) U{b} - L., U {e}
={aa} L, U{b} L, U{e,a}
={b}-L,, U{aa}-L,, U{e,a}.
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Wenden wir nun auf diese Gleichung unser Lemma an, erhalten wir

Lz, ={b}"- ({aa} - Lo, U{e,a})
= {b}" - {aa} - L., U{b}" - {e,a}.
Setzen wir nun dieses Ergebnis in die Gleichung fiir L., ein, so haben wir
L, ={a}-L,, U{b} L, U{e}
={a} - Lo, U{b} - ({b}" - {aa} - Lo, U{b}" - {e,a}) U{e}
= ({at U {b}-{0}" - {aa}) - L., U{b} - {b}" - {e,a} U {e}.

Daraus erhalten wir nach Anwendung unseres Lemmas

Lz = ({a} U{b} - {0} - {aa})” - ({b} - {b}" - {e,a} U {e}),

und somit beschreibt der reguldre Ausdruck
(a | bb*aa)*(bb*(e | a) | €)

unsere gegebene Menge der Wérter iiber dem Alphabet {a, b}, die nicht das Teilwort bab enthalten.

4.3.4 Das Pumping Lemma

In diesem Kapitel behandeln wir einen Satz, mit dem man zeigen kann, dass eine Sprache nicht
regulér ist.

Satz 4.51 (Pumping Lemma) Sei L eine regulire Sprache. Dann gibt es eine Konstante k € N,
so dass fir alle Worter z € L mit |z| > k Wérter u, v und w ezistieren, so dass gilt:

(i) z = wow,
(i) |wv| <k and |v] > 1,
(iii) fiir alle i € N gilt uv'w € L.

Beweis. Sei L eine regulire Sprache, dann gibt es einen DEA A, der L akzeptiert. Sei nun k die
Anzahl der Zustidnde von A.

Wir betrachten ein Wort z, welches von A akzeptiert wird und fiir das |z| > k gilt. Beim
Einlesen von z durchlduft der DEA offensichtlich |z] + 1 > k + 1 Zustéinde (einschlieBlich des
Startzustands). Da der Automat aber nur & Zustédnde hat, mufl der DEA A beim Einlesen von z
zweimal denselben Zustand durchlaufen, also durchlauft der Automat eine Schleife. Wir bezeichnen
mit v den Teil des Wortes, den A vor Erreichen der Schleife eingelesen hat, mit v den Teil, der
wihrend der Schleife eingelesen wurde, mit w den Rest des Wortes. Offensichtlich gilt |uv| < k
und v > 1.

Da wir eine Schleife durchlaufen haben, kann der Automat natiirlich auch die Schleife meiden
(i = 0) oder zweimal durchlaufen (i = 2) oder beliebig oft durchlaufen. Mit anderen Worten, fiir
alle 4 > 0 gilt uv'w € L, was zu beweisen war. O

Bemerkung 4.52 Schaut man sich die logische Struktur des Pumping Lemmas an, erkennt man,
dass es sich um eine Implikation handelt, dass heif3t, die Umkehrung muss nicht wahr sein. Hier
ist es tatséchlich so, es gibt Sprachen, die nicht reguldr sind, fiir die aber die Behauptungen des
Pumping Lemmas erfiillt sind (siehe Abbildung 4.19). Damit eignet sich das Pumping Lemma gut,

um zu zeigen, dass gewisse Sprachen nicht reguldr sind, man kann aber auf keinen Fall zeigen,
dass gewisse Sprachen reguldr sind!!!.

Beispiel 4.53 Wir betrachten die Sprache

L={a"b"|n>1},
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/ Menge aller Sprachen \

Sprachen, die die Behauptung
des Pumping Lemmas erfiillen
( Typ-3-Sprachen )

Abbildung 4.19: Hierarchie mit Menge der Sprachen, die die Behauptung des Pumping Lemmas erfiillen

von der wir schon ldnger vermuten, dass sie nicht regulér ist. Das wollen wir jetzt mit dem Pumping
Lemma durch die indirekte Beweismethode beweisen.

Dazu nehmen wir an, L sei reguldr. Dann gibt es laut Pumping Lemma eine Konstante k, so
dass fiir alle Wérter z € L mit |z| > k Worter u, v und w existieren, so dass gilt:

(i) z = wvw,
(ii) |uwv| <k and |v] > 1,
(iii) fiir alle ¢ € N gilt uwv'w € L.

Betrachten wir speziell das Wort z = a*b*, dann gilt offensichtlich |z| = 2k > k, also gibt es
eine Zerlegung z = a*b* = wvw mit |uv| < k and |v| > 1. Daraus ergibt sich:

wo =a" furr <k,
w = akfrbk,

v=a® firl<s<r<k.
Nach (iii) ist jedes Wort uv‘w € L, also auch
uv’w € L. (4.4)
Andererseits gilt
ww = wovw = a"a®aF T = aF Y
mit s > 1, also k + s # k, das heifit
ww ¢ L, (4.5)

was einen Widerspruch zu 4.4 darstellt. Folglich war unsere Annahme (L regulér) falsch, also kann
L ={a™b" | n > 1} nicht regulir sein.
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Beispiel 4.54 Mit Hilfe des Pumping Lemmas kann man auch die Nichtregularitdt der Sprachen

L={a" |n>1}
L={a* |n>1}

L = {a? | p Primzahl},
L={a"b"c" | n>1},

L = {ww? | w € {a,b}*},
L ={ww|we {a,b}"},
L = EXPR

und vielen anderen zeigen.

4.3.5 Abschlusseigenschaften

Wir wollen in diesem Kapitel untersuchen, unter welchen Operationen die Menge der reguléren
Sprachen abgeschlossen ist. Eine Menge M ist unter der k-stelligen Operation op abgeschlossen,
falls fiir alle aq,as,...,ar € M auch op(aq,as,...,a;) € M gilt.

Satz 4.55 Die Menge der reguldren Sprachen ist unter den Operationen
(i) Vereinigung,

(ii) Durchschnitt,

(iii) Komplement,

(iv) Produkt (Konkatenation) und

(v) Kleene-Stern

abgeschlossen.

Beweis. (i), (iv) und (v): Der Abschluss unter den Operationen Vereinigung, Produkt und Kleene-
Stern ist eine direkte Folgerung aus der Definition der reguldren Ausdriicke, da mit zwei gegebenen
reguldren Ausdriicken a und g auch af, («|3) sowie («)* reguldre Ausdriicke sind und somit die
beschriebenen Sprachen regulér sind.

(iii): Der Abschluss unter der Operation Komplementbildung wird folgendermaflen nachgewie-
sen. Sei L eine regulire Sprache. Dann existiert ein DEA A = (Z,%, 4, 29, F) mit T(A) = L. Wir
konstruieren den DEA A’ = (Z,%,6,2, % \ E). Offensichtlich gilt dann T'(A’) = L, d.h., durch
das Vertauschen von akzeptierenden und nichtakzeptierenden Zustéinden akzeptiert A’ genau die
Worter, die A nicht akzeptiert hat, also das Komplemt von L.

(ii): Offensichtlich gilt
LiNLy=1LULy

(folgt direkt aus Gleichung 1.42 auf Seite 11), damit ist durch den Abschluss unter Komplement
und Vereinigung auch der Abschluss unter Durchschnitt gegeben.

Der Abschluss unter Durchschnittsbildung kann allerdings auch direkt durch Konstruktion des
sogenannten Produktautomaten nachgewiesen werden (siehe z. B. [13]). O

4.3.6 Wortproblem und andere Entscheidbarkeitsprobleme

Nach Satz 4.21 ist das Wortproblem fiir Typ-3-Grammatiken entscheidbar, dann natiirlich auch
fiir deterministische endliche Automaten, denn wir konnen zu einem deterministischen endlichen
Automaten eine dquivalente Typ-3-Grammatik konstruieren. Allerdings weist der Algorithmus,
der im Beweis des Satzes 4.21 benutzt wurde, eine exponentielle Laufzeit aus, fiir praktische
Anwendungen nicht brauchbar.

Wir betrachten jetzt das Wortproblem fiir DEA.
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Gegeben: DEA A = (Z,%,0, 29, E), und Wort w € ¥*,
Frage: Gilt w € T(A)?
Dann gilt.

Satz 4.56 Das Wortproblem fiir deterministische endliche Automaten ist in linearer Zeit ent-
scheidbar.

Beweis. Der Beweis ist trivial: Nach dem ,FEinlesen“ des Wortes w wissen wir, ob w € T'(A)
gilt oder nicht (je nachdem ob ein akzeptierender Zustand erreicht wurde oder nicht). Und das
Einlesen benétigt genau n Schritte, falls das Wort w die Lénge n hat. (]

Man betrachtet noch andere Entscheidbarkeitsprobleme fiir deterministische endliche Automa-
ten.

Leerheitsproblem:

Gegeben: DEA A.

Frage: Gilt T(A) = (07
Endlichkeitsproblem:

Gegeben: DEA A.

Frage: Ist T(A) endlich?
Schnittproblem.:

Gegeben: Zwei DEA’s A1 und As.

Frage: Gilt T(4;) NT(As) = 0?
Aquivalenzproblem:

Gegeben: Zwei DEA’s A7 und As.

Frage: Gilt T(4;) = (42)?

Zusammenfassend gilt folgender Satz, den wir aber hier nicht beweisen wollen.

Satz 4.57 Das Leerheitsproblem, das Endlichkeitsproblem, das Schnittproblem sowie das Aquiva-
lenzproblem fiir DEA sind entscheidbar. O
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4.4 Kontextfreie Sprachen

In diesem Kapitel wollen wir uns nidher mit den kontextfreien Sprachen beschiiftigen. Wir wissen
aus dem vorhergehenden Kapitel, dass die Menge der regulidren Sprachen zwar einfach handhabbar
ist, aber leider gehoren schon etwas komplexere Sprachen nicht zu den reguldren Sprachen, wie
folgende Beispiele zeigen.

Beispiel 4.58 Die nichtregulidre Sprache L = {a"b™ | n > 1} wird offensichtlich durch die kon-
textfreie Grammatik G = ({S}, {a, b},{S — aSb, S — ab}, ) erzeugt.

Beispiel 4.59 Wir betrachten die kontextfreie Grammatik
G=({SX,C},{z,¢,0,+,—,;,:=,#,LOOP, WHILE, DO, END}, P, S)

mit folgenden Regeln in der Menge P.
S—5;8
S — LOOP X DO S END
S — WHILE X #0 DO S END
S—->X=X+C
S—-X=X-C
X —x
C—c
Die erzeugte Sprache ist die Menge aller korrekten LOOP/WHILE-Programme. Ein korrektes

Programm muss auch korrekt geklammert sein, ndmlich die Klammerung durch die Schliisselworte
DO und END. Man kann zeigen, dass solche Sprachen nicht regulér sind.

Ein weiteres Beispiel fiir eine kontextfreie Sprache, die nicht regulér ist, ist die Menge der
korrekt geklammerten arithmetischen Ausdriicke EXPR (siehe Beispiele 4.7 und 4.1).

4.4.1 Normalformen

Wir wollen jetzt Normalformen kontextfreier Grammatiken betrachten, das heiffit Grammatiken,
in denen die Regeln von sehr einfacher Natur sind.

Definition 4.60 (Chomsky Normalform) FEine kontextfreie Grammatik G = (V, 3, P, S) heifst
in Chomsky Normalform, falls jede Regel in P von der Form

(i) A— BC mit A,B,C €V oder

(i) A—amit AeV und a € ¥ oder

(iii) S — e, falls S auf keiner rechten Seite einer Regel vorkommdt,
15t.

Wir sprechen von einer Normalform, da folgender Satz gilt.

Satz 4.61 Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man eine dquivalente konteztfreie Gram-
matik G’ in Chomsky Normalform konstruieren, das heifit, es gilt dann L(G) = L(G"). O

Wir wollen den Beweis hier nicht erbringen, sondern auf die Literatur verweisen. Man findet
die Konstruktionen in fast jedem Lehrbuch. Ich méchte an dieser Stelle nur kurz die einzelnen
Schritte skizzieren.

Wenn man eine Grammatik G hat, so macht man sie zunéchst ,e-frei“, wir haben schon darauf
hingewiesen. Dann beseitigt man alle ,, Kettenregeln“, das heiffit Regeln vom Typ A — B. Schlief}-
lich fiihrt man fiir jedes Terminalzeichen a eine neue Regel X, — a ein und ersetzt in allen rechten
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Seiten, die ldnger als eins sind, alle Terminalzeichen a durch das jeweilige Nichtterminalzeichen X,
und letztlich ,,verkiirzt* man noch alle rechten Seiten, die mehr als zwei Nichtterminale enthalten.
Ich mo6chte an dieser Stelle fiir den interessierten Leser ein Beispiel fiir solch eine Konstruktion
angeben.

Beispiel 4.62 Wir betrachten die Grammatik G = ({S, A, B}, {a, b, c}, P, S) mit folgenden Re-
geln in P.

S — cSc| AB,
A — aAb | ab,
B — ¢Bb | e.

Das Konstruieren einer dquivalenten kontextfreien Grammatik G’ in Chomsky-Normalform zu
G geschieht folgendermaflen.

Das Beseitigen der e-Regeln (also von Regeln A — ¢ fiir A # S) geschieht in zwei Teilschrit-
ten, zuerst wird eine Grammatik G; konstruiert, in der in keiner rechten Seite einer Regel das
Startsymbol S auftaucht: Gy = ({S,S’, A4, B}, {a,b,c}, P1,S) mit folgenden Regeln in P;:

S —cS'c| AB, A — aAb | ab,
S" — c¢S'c| AB, B — ¢Bb | e.

Dann beseitigen wir die e-Regeln, d. h. wir konstruieren Go = ({S,5’, 4, B}, {a, b, c}, P, S) ,,ohne“
e-Regeln. Falls Y == & gilt, nehmen wir fiir jede Regel X — oY mit o3 # ¢ auch die Regel
X — af hinzu. Konkret erhalten wir:

S —cSc| AB | A, A — aAb | ab,
S — cS’c| AB | A, B — ¢Bb | cb.

Jetzt beseitigt man die Kettenregeln. Falls eine Regel X — Y wegfillt, und ¥ — « exis-
tiert, gibt es Ableitungen X =— Y =— «, die natiirlich nicht ersatzlos wegfallen diirfen.
Deshalb fithren wir die direkte Regel X — « ein. Konkret fiir unser Beispiel erhalten wir
Gs = ({5,959, A, B}, {a,b, c}, P5,S), wobei P3 aus den Regeln

S —cSc| AB | aAb | ab, A — aAb | ab,
S — ¢S’c| AB | aAb | ab, B —c¢Bb|cb
besteht.

Dann wird sichergestellt, dass die rechten Seiten der Regeln entweder genau aus einem Ter-
minal oder aber aus einem nonterminalen Wort bestehen. Dabei ergibt sich die Grammatik
Gy=({S,5,A, B, X,, Xy, X}, {a,b,c}, Py, S), wobei in P, genau die Regeln

S — X.S'X. | AB | XoAXy | Xo X, X, — a,
S — X.S'X, | AB | XoAXy | XoXo, X, — b,
A— XaAXb | XaXb, XC — C,

B — X.BX, | X.X,

enthalten sind.

Im letzten Schritt werden jetzt die nonterminalen Worter auf den rechten Seiten der Regeln
yverkiirzt“. Damit ist G = ({S, 5, A, B, X4, Xy, X, D1, D2, D3, Dy, D5, Dg},{a,b,c}, P, S), wo-
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bei in P’ genau die Regeln

S — X.Dy | AB | X,Ds | X Xp, D, — S'X,,
S"— X D3 | AB | XoDy | Xo Xy, Dy — AXy,
A — X,Ds | XXy, D3 — S'X.,
B — X_.Dg ‘ XXy, Dy — AX,,
X, — a, D5 — AX,,
Xy — b, D¢ — BXpy,
X.—c¢

enthalten sind.
Nachdem wir alle Schritte durchgefiihrt haben, ist obige Grammatik G’ eine zu G #quivalente
kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform.

Fiir eine kontextfreie Grammatik in Chomsky Normalform kann man folgende Beobachtungen
machen:

1. Der Syntaxbaum einer Ableitung ist ein binfirer Baum (nur die Blétter hiingen immer einzeln
am dariiberliegenden Knoten).

2. Damit kann man fiir die Tiefe ¢ eines Syntaxbaumes fiir ein Wort w abschétzen: log, |w| < t.
3. Jede Ableitung fiir ein Wort w der Sprache besteht aus genau 2 - |w| — 1 Schritten.
Wir méchten noch eine weitere Normalform fiir kontextfreie Sprachen, nimlich die GREIBACH'Y
Normalform, nennen.
Definition 4.63 (Greibach Normalform) Fine kontextfreie Grammatik G = (V, 3, P, S) heifit
in Greibach Normalform, falls jede Regel in P von der Form
(i) A—aB1By...B, mitn>0, A,By,...,B, €V und a € ¥ oder
(ii) S — ¢, falls S auf keiner rechten Seite einer Regel vorkommdt,
15t.
Auch hier gilt folgender Satz, den wir ohne Beweis angeben wollen.

Satz 4.64 Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man eine dquivalente kontextfreie Gram-
matik G' in Greibach Normalform konstruieren, das heifit, es gilt dann L(G) = L(G"). O

Wir bemerken, dass die Greibach Normalform in gewisser Weise eine Verallgemeinerung der
reguldren Grammatik darstellt und dass man noch weiter 0 < n < 2 fordern kann.

4.4.2 Das Pumping Lemma
In Analogie zum Pumping Lemma fiir regulire Sprachen kann man ein Pumping Lemma fiir
kontextfreie Sprachen aufstellen.
Satz 4.65 (Pumping Lemma) Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine Konstante
k € N, so dass fiir alle Wérter z € L mit |z| > k Wérter u, v, w, x und y existieren, so dass gilt:
(i) z = wwzy,
(ii) Jvwz| <k und Jvz| > 1,

(ili) fiir alle i € N gilt uv'wax'y € L. O

105, A. GREIBACH, amerikanische Mathematikerin
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Wir wollen keinen Beweis angeben. Mit dem Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen kann
man beweisen, dass Sprachen nicht kontextfrei sind, zum Beispiel die Sprachen
L={a" |n>1}
L={a* |n>1}
L = {d” | p Primzahl},
L={a"b"c" | n>1},
L ={ww|we€ {a,b}"}.

Ich mochte auch hier darauf hinweisen, dass das Pumping Lemma eine notwendige Eigenschaft
fiir kontextfreie Sprachen formuliert. Also auch hier gilt in Analogie zum reguléren Fall:

Mit dem Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen kann man nicht be-
weisen, dass eine Sprache kontextfrei ist; sondern nur, dass eine Sprache
nicht kontextfrei ist!

4.4.3 Abschlusseigenschaften
Auch die Menge der kontextfreien Sprachen wollen wir wieder auf Abschlusseigenschaften hin
untersuchen.
Satz 4.66 Die Menge der kontextfreien Sprachen ist unter den Operationen
(i) Vereinigung,
(ii) Produkt (Konkatenation) und
(iii) Kleene-Stern
abgeschlossen. Sie ist unter den Operationen
(iv) Durchschnitt und
(v) Komplement

nicht abgeschlossen.

Beweis. Wir wollen fiir die positiven Aussagen ohne weitere Bemerkungen nur die Konstruktionen
angeben. Es seien zwei kontextfreie Grammatiken G; = (V1, 3, P1,51) und Gy = (V5, X, P, S3)
flir zwei kontextfreie Sprachen L; und Ly gegeben.

(i) Wir konstruieren G = (V, X, P, S) durch
V=ViUVU{S},
P=P UPU{S — S5, S— S}
Offensichtlich ist dann auch G kontextfrei und es gilt L(G) = Ly U Lo.
(ii) Wir konstruieren G' = (V', %, P’,S’") durch
V' =ViulhUu{s},
P =P UPU{S — 515}.
Offensichtlich ist dann auch G kontextfrei und es gilt L(G) = Ly - Lo.
(iii) Wir konstruieren G” = (V”, %, P”,S") durch
V" =11 u{S"},
P'=PuU{S" —¢ 8" — 51, 51— 5151}
Offensichtlich ist dann auch G kontextfrei und es gilt L(G) = Lj.

(iv) Kommen wir jetzt zum Beweis, dass die Menge der kontextfreien Sprachen nicht un-
ter Durchschnittbildung abgeschlossen ist. Dazu reicht die Angabe eines Gegenbeispiels. Sei
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Ly = {a"b"c™ | myn > 1} und Ly = {a"b™c™ | m,n > 1}. Offensichtlich sind Ly und L
kontextfreie Sprachen (siche Ubungsaufgaben oder Beispiel 4.68). Der Durchschnitt beider Men-
gen Ly N Ly = {a™b™c" | n > 1} ist aber nicht kontextfrei.

(v) Zum Schluss der Nachweis der Nichtabgeschlossenheit der Menge der kontextfreien Spra-
chen unter Komplementbildung. Wir werden den Nachweis indirekt fiihren. Also Annahme: die
Menge der kontextfreien Sprachen ist unter Komplement abgeschlossen. Dann gilt gemafl der Glei-
chung (1.42) fiir den Durchschnitt zweier Mengen

LiNLy=1LUL,,

also wire mit den kontextfreien Sprachen L; und Ls wegen (i) und unserer Annahme auch Ly N Ly
kontextfrei, was einen Widerspruch zur obigen Aussage (iv) darstellt. Damit ist unsere Annahme
falsch, die Aussage (v) bewiesen und der Beweis des Satzes somit komplett. O

4.4.4 Entscheidbarkeit und der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

Das Wortproblem fiir Typ-1-Sprachen ist entscheidbar, ein entsprechender Algorithmus benétigt
aber exponentiellen Zeitaufwand. Fiir kontextfreie Sprachen kénnen wir einen Algorithmus an-
geben, der das Wortproblem effizienter 16st. Allerdings muss dazu die gegebene Grammatik in
Chomsky Normalform vorliegen.

Eingabe: Grammatik G = (V, X, P, S) in Chomsky Normalform und Wort = ajas ... a,
Ausgabe: JA, falls € L(G); Nein, sonst FOR ¢:=1 TO n DO
T[i,1]:={A| A—a; € P}
END;
FOR j:=2 TO n DO
FOR i:=1 TO n+1—j DO
T, j] = 0;
FOR k:=1 TO j—1 DO
T[i,j] =T[i,j]JU{A|A—BCeP, BeT[ikl, CeTli+k,j—k|}
END
END
END;
IF S € T[1,n] THEN
return JA
ELSE
return NEIN
END

Abbildung 4.20: Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

Satz 4.67 Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami lost das Wortproblem fiir kontext-
freie Grammatiken in Chomsky Normalform mit einem Zeitaufwand von O(n?). O

Beweisen wollen wir den Satz nicht, eine genaue Analyse des Algorithmus liefert aber rela-
tiv schnell das gewiinschte Ergebnis. Die wesentlich Beobachtung ist, dass T'[i, j] die Menge aller
Nichtterminale ist, die das an der Stelle ¢ beginnende Teilwort der Lénge j, also a;aiy1 - - @itj—1,
erzeugen. Zum Zeitverhalten muss man sagen, dass natiirlich auch das Herstellen der Choms-
ky Normalform Zeit kostet und somit beachtet werden muss, allerdings fillt der Aufwand zum
Herstellen der Chomsky Normalform ja nur einmal an und ist nur abhingig von der Grofle der
Grammatik.

Wir wollen den Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami an einem Beispiel anwenden.
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Beispiel 4.68 Die Sprache L = {a"b"c™ | m,n > 1} ist kontextfrei und wird von der Grammatik
G = (V,%, P, S) mit den Regeln

S — AB,
A — aAb | ab,
B—c¢B|ec

erzeugt. Eine kontextfreie Grammatik in Chomsky Normalform fiir L hétte folgende Menge von
Regeln:

S — AB, C — a,
A— CD|CF, D — b,
B — EB ¢, E — ¢,
F — AD.

Sei © = aaabbbce. Dann erzeugt der Algorithmus die Tabelle in Abbildung 4.21.

a a a b b b c c =x
c|c|C|D|D DE,BE/,YB
A B
J F

A

F
A
S
S

Abbildung 4.21: Tabelle zum Algorithmus von CYK

In der Tabelle stellt jede Zelle eine Menge T'[¢, j] von Nichtterminalen dar. Die Koordinaten-
achsen fiir ¢ und j sind eingezeichnet.

Der Algorithmus besteht aus drei Teilen. Im ersten Teil wird die oberste Zeile (T[i, 1]) berech-
net.

Im zweiten Teil werden zeilenweise die weiteren Mengen T'[i, j] berechnet, indem immer die
dariiberliegende Spalte von oben und die nach rechts oben fithrende Diagonale betrachtet werden.
Die Menge T'[1, 8] wiirde dann zum Beispiel folgendermafien ermittelt werden (zur besseren Lesbar-
keit wurden die Variablen A, B, C hier mit X, Y, Z bezeichnet, um sie von den Nichterminalzeichen
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abzugrenzen). Leere Zellen stehen dabei fiir die leere Menge.

TN,8={X|X —>YZeP, YeT,1], ZcT2,7} (firk=1)

U{X|X—>YZeP, YeT[1,2, ZeT[3,6]} (fiir k=2)
U{X|X—>YZeP YeT,3], ZeT[4,5]}  (fir k=3)
U{X|X—>YZeP YeT[l,4], ZeT[54}  (fiir k=4)
U{X|X>YZeP YETL,5], ZeT[6,3]}  (fiir k=5)
U{X|X—>YZeP YETL6], ZeT[7,2]}  (fiir k=6)
U{X|X—>YZeP YeTT, ZeTR,1]} (firk="7)

={X|X—=YZecP, Ye{C}, ZcW}
U{X | X —>YZeP Yel, Zc}
U{X|X—>YZeP Yel, Zc}
U{X|X—=YZeP, Ye Zc}
U{X | X—=YZeP Ye Zc}
U{X | X —->YZeP Ye{A}, Zec{B}}
U{X | X —>YZeP Ye{S} Zc{E B}}
=0uUPuUdUDbUPU{STUD

= {5}
Im dritten Teil des Algorithmus schlieBlich wird sich die Menge T'[1, n] angeschaut, hier T'[1, 8]. Gilt
S € T[1,n], dann und nur dann gibt der Algorithmus ,ja“ aus, das heifit, es gibt eine Ableitung

S == x, hier S == aaabbbcc, somit erzeugt die gegebene Grammatik z = aaabbbce.

Noch eine Bemerkung: aus der aufgestellten Tabelle kann man auch die Ableitung fiir das Wort
x ablesen, indem wir riickwérts die Regeln anwenden, die auf S in T'[1, n| gefiihrt haben. Hier sieht
die Ableitung fiir aaabbbe dann folgendermaflen aus (die Nonterminale, die ersetzt werden, sind
jeweils unterstrichen).

S=— AB—=— (CFB = CADB = CCFDB = CCADDB = CCCDDDB
— aCCDDDB — aaCDDDB — aaaDDDB — aaabDDB — aaabbDB
— aaabbbB =— aaabbbc

Fiir die anderen Entscheidbarkeitsprobleme, die wir noch im Kapitel 4.3.6 fiir die Menge der
regulidren Sprachen formuliert haben kann man folgenden Satz angeben.

Satz 4.69 Das Leerheitsproblem und das Endlichkeitsproblem fir kontextfreie Grammatiken sind
entscheidbar. Das Schnittproblem und das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Grammatiken sind
unentscheidbar. O

Wir wollen den Satz nicht beweisen, mochten nur bemerken, dass die Unentscheidbarkeit des
Aquivalenzproblems fiir die hohe Komplexitét schon der kontextfreien Grammatiken spricht.

4.4.5 Kellerautomaten

Wir wollen jetzt versuchen, ein Automatenmodell fiir die kontextfreien Grammatiken zu finden.
Der Mangel der endlichen Automaten ist, dass sie im Prinzip nicht ,,zdhlen“ kénnen, sie kénnen
sich nur etwas im Zustand ,,merken“, aber es gibt nur endlich viele Zusténde. Deshalb konnen sie
zum Beispiel die Sprache
L = {wew® | w € {a,b}*}
={aias...ancay ... aza1 | n >0, a; € {a,b}, 1 <i<n}

nicht akzeptieren.
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Wir fiihren jetzt das Modell des Kellerautomaten ein, indem wir den endlichen Automaten
mit einem zusétzlichen Speicher ausstatten, dem sogenannten Keller. Der Kellerautomat (englisch
pushdown automaton, deshalb mit PDA abgekiirzt) kann im Speicher schreiben und natiirlich lesen,
wobei die Uberfithrungen nun auch vom gelesenen Kellersymbol abhéngen. Der Keller funktioniert
nach dem Prinzip ,,Last In First Out“ (LIFO), das heift, er kann nur immer das oberste Symbol
lesen. Wir statten den Keller noch mit einem Anfangssymbol aus (#). Zusétzlich erlauben wir
auch noch sogenannte ,,e-Uberginge, das heiBt der Automat ,liest* auf dem Eingabeband ein e,
also nichts und kann so im Keller ,,rechnen*, ohne die Eingabe zu verarbeiten. Der Kellerautomat
wird als Standardversion immer als nichtdeterministischer Automat definiert. Formal sieht die
Definition wie folgt aus.

Definition 4.70 (Kellerautomat) FEin (nichtdeterministischer) Kellerautomat (mit PDA ab-
gekiirzt von pushdown automaton) M ist ein 6-Tupel M = (Z,%,T, 0, 20, #). Dabei ist

e 7 das Zustandsalphabet,

e > das Eingabealphabet,
I' das Kelleralphabet,

zo € Z der Anfangszustand,

0: Zx (ZuU{e}) xI' - 2§X(F\{#})* die Zustandsiberfihrungsfunktion
(2% bedeutet dabei die Menge der endlichen Teilmengen von X),

o # c T das Kelleranfangssymbol.

Die Arbeitsweise wird folgendermaflen interpretiert:

e Bei (2/,B1Bs...By) € §(z,a,A) mit a € ¥ befindet sich der Automat im Zustand z, liest
auf dem Eingabeband ein a, liest im Keller ein A (das oberste Symbol) und entfernt dieses
A aus dem Keller, geht in den Zustand 2z’ iiber, bewegt den Lesekopf auf dem Eingabeband
einen Schritt nach rechts und schreibt auf den Keller das Wort By Bs ... By derart, dass B,
das neue oberste Symbol des Kellers ist.

e Bei (2/,B1Bs...Bg) € §(z,¢, A) liest er im Gegensatz zur obigen Aktion auf dem Eingabe-
band nichts ein und bewegt also seinen Lesekopf auf dem Eingabeband nicht.

e Der Kellerautomat beginnt seine Arbeit immer im Zustand zg und mit dem Kellerinhalt #.

e Er akzeptiert die zu Beginn der Arbeit auf dem Eingabeband stehende Zeichenkette, wenn
er diese Eingabe vollstindig eingelesen hat und der Keller leer ist (auch das Kelleranfangs-
symbol # steht nicht mehr im Keller).

Formal fithren wir wie bei den Turingmaschinen Konfigurationen zur augenblicklichen Situations-
beschreibung ein.

Definition 4.71 (Konfiguration eines PDA) Sei M = (Z,%,T,6,z0,#) ein Kellerautomat,
unter einer Konfiguration k verstehen wir ein Tripel k € Z x X" x T'*.

Anschaulich beschreibt eine Konfiguration k = (z,v,v) folgende augenblickliche Situation des
PDA: er befindet sich im Zustand z, v ist die noch nicht verarbeitete Eingabe auf dem Eingabeband
und im Keller steht das Wort ~y, wobei das erste Symbol von y das oberste Kellersymbol sein soll.

In der Menge der Konfigurationen eines Kellerautomaten kénnen wir jetzt die Uberfithrungs-
relation b einfiithren, wobei

k1 b ke

bedeutet, der Kellerautomat iiberfithrt die Konfiguration k7 in genau einem Schritt in die Konfi-
guration ks; auf die formale Definition verzichten wir hier, zur Interpretation siehe oben und siehe
Abbildung 4.22.
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ay | az ai Qi1 .- an, F ai | a2 Qi Qi1 .- Qn

A1 Bl
Ay

By,
A, Az

Abbildung 4.22: Interpretation der Uberfﬁhrung (2',B1...By) € §(2,a,, A1) eines Kellerautomaten

Unter k1 F* ko wollen wir wieder verstehen, dass der PDA k; in endlich vielen Schritten (auch
null) in ko iiberfiihrt.
Dann kénnen wir die von einem Kellerautomaten akzeptierte Sprache definieren.

Definition 4.72 (Akzeptierte Sprache eines PDA) Fiir einen PDA M = (Z,3,T,6, z0, #)
sei die von ihm akzeptierte Sprache T'(M) durch

T(M) ={we X" | (20,w, #) F* (2,¢,¢) fiir ein z € Z}

definiert
Es ist Zeit fiir ein Beispiel.

Beispiel 4.73 Wir geben einen Kellerautomaten fiir die Sprache

L= {wcw? | w e {a,b}*} = {a1az. .. ancay, ... aza; | n >0, a; € {a,b}, 1 <i<n}
an. Sei

M = ({z0, 21}, {a,b.c} (A, B.#}, 6, 20, %)
ein Kellerautomat, wobei § durch

(20,a,X) = {(20, AX)} fir X € {A, B, #},
( 20, BX)} fir X € {A, B, #},
5(20707X _{ Zle)} fir X € {A,B,#},
(
(
(

definiert ist. Dann gilt bei der Eingabe bacab
(20, bacab, #) & (zo, acab, B#) & (2o, cab, AB#) & (z1,ab, AB#) - (21,b, B#) F (z1,¢, #)
F (z1,¢,¢),
also bacab € T(M).
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Folgenden Satz wollen wir ohne Beweis angeben.

Satz 4.74 FEine Sprache L ist kontextfrei genau dann, wenn ein (nichtdeterministischer) Keller-
automat M mit T(M) = L existiert. O

Wenn man sich den Kellerautomat im Beispiel 4.73 genauer anschaut, hat jede Konfiguration
dieses Automaten hochstens eine mogliche Folgekonfiguration, also ist dieser PDA sogar ein deter-
ministischer. Betrachten wir ein Beispiel fiir einen echt nichtdeterministischen Kellerautomaten.

Beispiel 4.75 Sei

M = ({z0,21},{a,b},{A, B, #},0, 20, #)

ein Kellerautomat, mit

0(z0,a,X) = {(20,AX)} fir X € {B,#},
0(z0,a,A) = {(21,AA),(z1,¢)},

0(20,b,X) = {(20, BX)} fiir X € {A, #},
0(20,b, B) = {(z0, BB), (21,¢)}

6(20,6,#) = {(21,8)},

6(21,a, A) = {(z1,¢)},

0(z1,b, B) = {(#1,¢)},

6(z1,6,#) = {(21,9)},

dann gilt offensichtlich
T(M) = {ww® | w € {a,b}*} = {a1az ... anay ...aza; | n >0, a; € {a,b}, 1 <i<n}

Man kann zeigen, dass fiir die Sprache {ww® | w € {a,b}*} kein deterministischer Kellerauto-
mat existiert. Die von deterministischen Kellerautomaten akzeptierten Sprachen heiflen determi-
nistisch kontextfrei. Es gilt dann folgender Satz.

Satz 4.76 Die Menge der deterministisch kontextfreien Sprachen ist eine echte Teilmenge der
Menge der kontextfreien Sprachen.

Die deterministisch kontextfreien Sprachen spielen eine wichtige Rolle im Compilerbau. Sie
werden durch sogenannte LR(k)-Grammatiken beschrieben, die ausreichen, um die Syntax von
Programmiersprachen zu beschreiben. Da das Wortproblem fiir deterministisch kontextfreie Spra-
chen in linearer Zeit entscheidbar ist, ist somit die Syntaxiiberpriifung von Programmen auch in
linearer Zeit moglich, ein wesentlicher Vorteil gegeniiber der O(n?)-Laufzeit des CYK-Algorithmus,
der das Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen entscheidet.
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4.5 Rekursiv aufzihlbare und kontextabhingige Sprachen

Schliellich sollen noch Automatencharakterisierungen fiir die beiden umfangreichsten Familien
von Sprachen in der Chomsky-Hierarchie angegeben werden. Dabei kommen wir auf ein bekanntes
und bereits ausfiihrlich diskutiertes Modell zuriick: die Turingmaschine.

Satz 4.77 FEine Sprache L ist genau dann rekursiv aufzihlbar (d. h. vom Typ 0), wenn es eine
(nichtdeterministische) Turingmaschine M gibt, die sie akzeptiert, also fir die T(M) = L gilt.

Beweis. Die Beweisidee soll hier nur kurz angedeutet werden. Zu einer Grammatik G =
(V, %, P, S) konstruiert man eine nichtdeterministische Turingmaschine M mit folgender Arbeits-
weise. Als Eingabe erhélt M ein Wort w € ¥*. Solange auf dem Band von M nicht das Wort S
steht, werden nichtdeterministisch eine Regel atog aus P sowie ein Vorkommen von 3 im aktuellen
Bandwort (sofern ein solches existiert) gewiihlt, das dann durch « ersetzt wird. Es ist offensicht-
lich, dass ein akzeptierender Lauf von M einer Ableitung beziiglich G in umgekehrter Reihenfolge
entspricht.

Umgekehrt sei M = (Z,%,T,0,29,0, F) eine NTM. Wir konstruieren die Grammatik G =
(V,2U{$, &}, P, S) mit dem Nichtterminal-Aphabet V = ZU(T'\ X)U{S, 4, B}. Die Regelmenge
P besteht aus folgenden Regeln:

e S—$4A—x2A,A—qB,B—xB,B—$firallexzel,qeE.

o b2 — za, falls (2/,b,R) € §(z,a),

2'b — za, falls (2/,b, N) € §(z,a),
Z'xb — xza, falls (2/,b,R) € 6(z,a),x €T.

o $00— $,00% — 8.

o $Zo — $&

Mit Hilfe der Regeln der ersten Art erzeugt man ein Wort der Form $k$, wobei k eine beliebige
Endkonfiguration von M ist. Die Regeln der zweiten Art sind so konstruiert, dass $&'$ <o $k$
genau dann gilt, wenn &’ beziiglich M eine Nachfolgekonfiguration von & ist. Durch die Regeln der
dritten Art lassen sich fithrende und abschliefende Blanksymbole der Konfiguration entfernen.
Schlielich kann man durch Anwendung der letzten Regel ein Wort $zpw$ mit w € X* in das
Terminalwort $&w$ iiberfiihren. Nach unserer Konstruktion kann man das Wort $&w$ genau
dann in G erzeugen, wenn w von M akzeptiert wird. Mit einigen weiteren technischen Anderungen
kann man aus G eine Grammatik G’ erhalten, so dass L(G') = T'(M) gilt. O

Der Unterschied zwischen kontextabhéngigen und allgemeinen Grammatiken besteht nur darin,
dass bei kontextabhingigen Grammatiken keine verkiirzenden Regeln zugelassen sind. Damit sind
die in einer Ableitung eines Terminalwortes w auftretenden Satzformen in ihrer Linge durch |w]
beschrankt.

Vollzieht man den ersten Teil des Beweises von Satz 4.77 mit einer kontextabhéngigen Gram-
matik nach, so entsteht eine nichtdeterministische Turingmaschine, die nur auf den Zellen der
Eingabe sowie zwei zusétzlichen Randzellen links und rechts der Eingabe arbeitet. Eine derart
beschrinkte NTM heift linear beschrinkter Automat (kurz LBA). Auf eine formale Definition des
linear beschrankten Automaten wollen hier verzichten.

Fithrt man umgekehrt die Konstruktion des zweiten Teils des Beweises mit einem LBA durch,
so kann man auf die verkiirzenden Regeln $0] — $ und 0% — $ verzichten. Es entsteht also eine
Grammatik vom Typ 1 (wobei einige technische Details wiederum noch zu kliren wéren). Wir
konnen deshalb formulieren:

Satz 4.78 Fine Sprache L ist genau dann kontextabhingig (d.h. vom Typ 1), wenn es einen
(nichtdeterministischen) linear beschrinkten Automaten M gibt, die sie akzeptiert, also fiir den
T(M) =L gilt.

Die Frage nach der Aquivalenz von deterministischen und nichtdeterministischen LBA muss
leider offen bleiben; sie ist bis heute nicht beantwortet und ist in der Literatur unter dem Namen
LBA-Problem bekannt.
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4.6 Tabellarischer Uberblick

Hier wollen wir die wichtigsten Ergebnisse des Kapitels 4 in tabellarischer Form zusammenfassen.
Dabei tauchen in den Tabellen auch Ergebnisse auf, die wir vorher noch nicht explizit genannt,
geschweige denn bewiesen haben.

Zunichst betrachten wir die Sprachfamilien der Chomsky Hierarchie (zusétzlich wurden die de-
terministisch kontextfreien Sprachen aufgenommen, die nicht zur eigentlichen Chomsky Hierarchie
zdhlen) und deren Charakterisierungsmdglichkeiten.

’ Sprache ‘ Grammatik ‘ Automat ‘ Andere
Regulér Typ 3 Endlicher Automat (EA) Regulérer
Ausdruck

Deterministisch | LR(k) Deterministischer

kontextfrei Kellerautomat (DPDA)

Kontextfrei Typ 2 (Nichtdeterministischer)
Kellerautomat (PDA)

Kontextabhéingig | Typ 1 (Nichtdeterministischer) Linear
beschrinkter Automat (LBA)

Rekursiv Typ 0 Turingmaschine (TM)

aufzdahlbar

Tabelle 4.2: Charakterisierungen der Sprachfamilien der Chomsky Hierarchie

In der Tabelle 4.2 werden teilweise die Automatentypen hinsichtlich Determinismus spezifiziert,
teilweise nicht. Einen Uberblick iiber die Problematik des Verhiltnisses von deterministischen
und nichtdeterministischen Varianten von Automaten gibt die Tabelle 4.3. Die offene Frage der
Aquivalenz von deterministischen und nichtdeterministischen linear beschréinkten Automaten wird
als sogenanntes LBA-Problem bezeichnet.

Nichtdeterminismus | Determinismus | Aquivalenz

NEA DEA ja
PDA DPDA nein
LBA DLBA ?
NTM DTM ja

Tabelle 4.3: Beziehungen zwischen deterministischen und nichtdeterministischen Automaten

Einen Uberblick iiber die Abschlusseigenschaften der Sprachen der Chomsky Hierarchie (er-
weitert um die deterministisch kontextfreien Sprachen) beziiglich ausgewéhlter Operationen liefert
Tabelle 4.4.

H Typ3‘Det.kf.‘Tpr‘Typl‘TypO‘

Vereinigung ja nein ja ja ja
Durchschnitt ja nein nein ja ja
Komplement ja ja nein ja nein
Konkatenation || ja nein ja ja ja
Kleene-Stern ja nein ja ja ja

Tabelle 4.4: Abschlusseigenschaften
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Ausgewihlte Entscheidbarkeitsprobleme der Sprachen der Chomsky Hierarchie werden in der
Tabelle 4.5 betrachtet, wobei ,,ja“ fiir entscheidbar und ,nein“ fiir unentscheidbar steht.

H TypS‘Det.kf.‘Tpr‘Typl‘TypO‘

Wortproblem ja ja ja ja nein
Leerheitsproblem ja ja ja nein nein
Schnittproblem ja nein nein nein nein
Aquivalenzproblem || ja ja nein nein nein

Tabelle 4.5: Entscheidbarkeitsprobleme

In der Tabelle 4.6 sind die Ergebnisse iiber die Zeitkomplezitit des Wortproblems fiir die Sprach-
familien der Chomsky Hierarchie zusammengefasst, wobei Erwadhnung finden sollte, dass man das
Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen, gegeben durch kontextfreie Grammatiken in Chomsky
Normalform (CNF), durch verbesserte Algorithmen heute bereits in einer Zeitkomplexitit von
O(n?38) 16sen kann. Fiir das Wortproblem der Typ-1-Sprachen ist bis heute kein Algorithmus mit
polynomialem Zeitverhalten bekannt.

’ Sprache ‘ Komplexitit
Typ 3 (DEA gegeben) linear
Deterministisch kontextfrei | linear
Typ 2 (CNF gegeben) O(n?)

Typ 1 exponentiell
Typ 0 unentscheidbar

Tabelle 4.6: Komplexitiat des Wortproblems



