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1. Multialgebren
1.1 Signaturen

Wir brauchen einen Vorrat von Dingen, auf die wir die Mengen und Operationen der Multialgebren beziehen
kénnen, und solche, die Rechenprozesse mit bzw. Bedingungen fiir Elemente von Multialgebren ausdriicken.
Einen solchen Vorrat kdnnten wir in Form einer passenden Menge von Zeitreihen konstruieren, wollen aber
lieber eine axiomatische Charakterisierung dieses VVorrats geben, weil damit von vornherein verhindert wird, da3
unwesentliche Eigenschaften der zu konstruierenden Dinge betrachtet werden kénnen.

Beim ersten Lesen genigt eine oberflachliche Kenntnisnahme der formalen Begriffe dieses Punktes, sie werden
im nachsten Punkt durch inhaltliche Begriffe verstandlich.

Ein Signaturvorrat besteht aus verschiedenen Dingen, die wir Sorten, Produkte, Operatoren, Terme, Gleichungen
und Implikationen nennen. Dabei gilt:

(1) Es gibt unendlich viele Sorten.

(2) Jedes Produkt hat eine Lénge, das ist eine natiirliche Zahl und fur jede natiirliche Zahl i, kleiner als die
Lé&nge, ein i-tes Glied, das ist eine Sorte. Ist eine natirliche Zahl gegeben und fir jede kleinere natrlichere
Zahl eine Sorte, so gibt es genau ein Produkt, dessen Lange die gegebene Zahl ist und dessen i-te Glieder
die zu den jeweiligen i gegebenen Sorten sind. Ein Produkt der Lange 1 ist eine Sorte, es stimmt mit seinen
0-ten Glied uberein.

(3) Jeder Operator hat eine Definitionsbedingung, das ist eine Gleichung, und einen Ausgang, das ist eine Sorte.
Der Eingang der Gleichung heif3t auch Eingang des Operators. Zu jeder Gleichung und jeder Sorte gibt es
unendlich viele Operatoren, dessen Definitionsbedingung diese Gleichung und dessen Ausgang diese Sorte
ist.

(4) Jeder Term hat einen Eingang und einen Ausgang, das sind Produkte. Ein Grundterm ist ein Term, dessen
Ausgang eine Sorte ist. Ein Term hat fur jede naturliche Zahl i, kleiner als die L&nge des Ausgangs, ein i-tes
Glied, das ist ein Grundterm, dessen Eingang der Eingang des Terms und dessen Ausgang das i-te Glied des
Ausgangs des Terms ist. Ist ein Produkt und eine naturliche Zahl gegeben und fir jede kleinere natirliche
Zahl ein Grundterm, dessen Eingang das gegebene Produkt ist, so gibt es genau einen Term mit dem
gegebenen Produkt als Eingang, dessen i-te Glieder die zu den jeweiligen i gegebenen Grundterme sind,
sein Ausgang hat die gegebene natirliche Zahl als L&nge und als i-te Glieder die Ausgange der
entsprechenden Grundterme. Jeder Grundterm hat entweder einen Index (er heil3t dann Projektor), das ist
eine natirliche Zahl, die kleiner als die Lange eines Eingangs ist, oder aber er hat einen Hauptoperator, das
ist ein Operator, dessen Ausgang mit dem Ausgang des Grundterms tibereinstimmt, sowie einen Rest, das
ist ein Term, dessen Eingang mit dem Eingang des Grundterms und dessen Ausgang mit dem Eingang des
Hauptoperators tbereinstimmt. Ist ein Produkt gegeben und eine natirliche Zahl i, kleiner als dessen Lange,
so gibt es genau einen Grundterm, dessen Eingang das Produkt und dessen Index i ist; sein Ausgang ist dann
das i-te Glied des Produkts. Ist ein Operator und ein Term, dessen Ausgang mit dem Eingang des Operators
Ubereinstimmt, gegeben, so gibt es genau einen Grundterm, der diesen Operator als Hauptoperator und
diesen Term als Rest hat.

(5) Jede Gleichung hat eine linke und eine rechte Seite, das sind Terme mit (ibereinstimmenden Eingéngen und
Ausgangen. Zu je zwei Termen mit Ubereinstimmenden Eingéngen und Ausgéangen gibt es genau eine
Gleichung, dessen Seiten diese Terme sind. Der Eingang einer Gleichung ist der Eingang einer Seite. Eine
Grundgleichung ist eine Gleichung, deren Seiten Grundterme sind.

(6) Jede Implikation hat eine linke und eine rechte Seite, das sind Gleichungen mit ibereinstimmendem
Eingang; dieser ist dann auch Eingang der Implikation mit diesen Gleichungen als linke bzw. rechte Seite.

(7) Jede Menge von Grundtermen, die alle Projektoren enthalt und die einen beliebigen Grundterm mit
Hauptoperator bereits dann enthélt, falls sie die Glieder seines Restes und der linken und rechten Seite der
Definitionsbedingung seines Hauptoperators enthélt, ist die Menge aller Grundterme.
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Algebra ist die Lehre vom Ldsen von Gleichungen. Der Abstraktionsgrad der Algebra hat sich
im Laufe der Geschichte der Mathematik wesentlich erhoht.

Rechnen mit nattrlichen, gebrochenen, rationalen, reellen, komplexen Zahlen. (indische und
arabische Mathematik)

Anfang des neunzehnten Jahrhunderts hat man versucht die wesentlichen Eigenschaften
dieser Strukturen herauszukristallisieren.

1.1 Algebren mit einer Menge und einer Operation
Definitionen 1.1:

Eine Gruppe besteht aus einer Grundmenge G und einer bindren
Operation @: G * G - G, fur die die folgenden Axiome gelten

AXIOME
1. x®(ydz) = (x®y)Ddz (Assoziativitat)
2. 3An(n@®x = x®n = Xx) (neutrales Element)

3. Vx3Ay(x®y=ydx=n) (negatives bzw. inverses Element)

Eine abelsche (kommutative) Gruppe ist eine Gruppe fur die zusatzlich gilt:
4. VXVy X®y = ydx (Kommutativitat)

Ein Monoid ist eine ,,Gruppe” ohne Axiom 3

Eine Halbgruppe ist eine ,,Gruppe” ohne Axiom 2 und Axiom 3

(Struktur mit binarer Operation, die das Assoziativgesetz erfllt)

Daraus folgt trivialerweise:

Jede abelsche Gruppe ist Gruppe.

Jede Gruppe ist Monoid.

Jedes Monoid ist Halbgruppe.

In jeder Gruppe ist das Element n aus Axiom 2 eindeutig bestimmt.
In jeder Gruppe ist das neutrale Element eindeutig bestimmt.

Beispiele:
1. Die ganzen Zahlen (Z,+) bilden eine abelsche Gruppe.
2. Die ganzen Zahlen (Z\{0},*) bilden ein Monoid.
3. Die rationalen Zahlen (Q,+) bilden eine abelsche Gruppe.
4. Die reellen Zahlen (R,+) bilden eine abelsche Gruppe.
5. Die rationalen Zahlen (Q\{0},*) bilden eine abelsche Gruppe.
6. M={1,2,3}mit
op|1| 2| 3
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ist eine abelsche Gruppe.
7. Menge aller Restklassen mod n bzgl. der Addition
Def: [i]n + [iln = [i+i]n
8. Menge aller primen Restklassen mod p (p prim) bzgl. der Multiplikation
z. B.: {[1]s, [5]6}, oder
{[1ls [2]s, [3]s, [4]s}

9. Menge aller Bijektionen tiber einer Menge M bilden eine Gruppe.



Falls M = {1, 2, 3, ..., n} endlich ist, spricht man von einer Permutationsgruppe.
Fur eine endliche Bijektion sind zwei Reprasentationen (blich:

(12345)

(214 35)entspricht (12) (34)

Definition 1.2:

Eine Unterstruktur (Teilalgebra) einer Algebra (M, @) ist eine Teilmenge N von M mit der
Einschrankung der Operation @ auf N (®y), so dass (N,®y) wieder Struktur desselben Typs
ist. Man sagt N ist abgeschlossen bzgl. der Operation @®.

Beispiele:

(Z, +) ist Untergruppe von (Q, +).

(Q, +) ist Untergruppe von (R, +)

Beispiel 6 ist keine Untergruppe von (Z, +), da in Beispiel 6 eine andere Operation op
vorliegt. op(3,1) =1 aber 3+1 =4

Die durch 3 teilbaren Zahlen (3Z, +) bestimmen eine Untergruppe von (Z, +).

Definition 1.3:

Ein Homomorphismus h: (M, opl) = (N, op2) ist eine Abbildung

h: M - N, die mit den Operationen vertraglich ist. D.h., es ist egal, ob zuerst die Operation
opl und dann die Abbildung h oder erst die Abbildung h und dann die entsprechende
Operation op2 angewandt wird: h(op1(x,y))=op2(h(x), h(y))

Beispiele:
1. h:Z-> Z mit h(x)=3*x ist Homomorphismus von (Z,+) nach (Z,+), da
h(+(x,y)) = 3*(xty) = 3*x+3*y = +(3*x,3*y) = +(h(x),h(y))
2. h(Z, +) - Beispiel 6 mit h(x) =x mod 3 ist Homomorphismus, da
h(x+y) = (x+y) mod 3 = op( (x mod 3) (y mod 3)) = op(h(x), h(y))
3. h:Z->Z mit h(x) =0 ist Homomorphismus von (Z,+) = (Z,+), da
h(x+y) =0=0+ 0=h(x) + h(y)
4. h:Beispiel 6 - Beispiel 6 mit h(1)=1 h(2)=3 h(3)=2 ist kein Homomorphismus, da
h(op(1,2)) =h(3) = 2 #1 = op(1,3) = op(h(1),h(2))

Definition 1.4:
Ein injektiver und surjektiver Homomorphismus hei8t Isomorphismus. Ist h: G1 - G2 ein
Isomorphismus, so betrachtet man die Algebren G1 und G2 als algebraisch gleich.

Definition 1.5:

Sind (G1, opl) und (G2, op2) algebraische Strukturen, so ist das direkte Produkt in
folgender Weise definiert.

(G1xG2, op3), wobei ((g1,92) op3 (91°,02°)) =((91 opl g1’), (g2 op2 g27))

Definition 1.5b:

Ist (G, op) eine algebraische Struktur und RcGxG eine Aquivalenzrelation, so heiRt R
Kongruenzrelation, wenn R mit der Operation op kompatibel ist. D.h., wenn (a,b) eR und
(@’,b’) eRdannistauch ((aopa’,bopb’) eR

Satz:
Jede Kongruenzrelation R einer Algebra (G,op) induziert durch elementweise Definition auf
der Klasseneinteilung von R eine (Faktor-) Algebra (G/R,0pR)
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[a] opR [b] = [a op b]
Beweis:...

1.2 Algebren mit einer Grundmenge und zwei Operationen

Definition 1.6:

Ein Ring R = (R,+,*) ist eine algebraische Struktur, fur die (R,+) eine kommutative Gruppe
ist, (R,*) eine Halbgruppe (Assoziativitét) ist und die Distributivgesetze gelten:

VXVYVzZ x*(y+z) = x*y+x*z

VXVYyVz (Yy+2)*X=y*Xx+z*X

Beispiele:

1. Ring der ganzen Zahlen (Z,+,*)

2. Die natlrlichen Zahlen (N,+,*) bilden keinen Ring, da kein Inverses bzgl. der Addition
existiert.

3. Restklassenring (Z/(n), +, *) (Z/(n)={[0]x, [1]n [2]n, ---, [N-1]n})

Definition 1.7:
Ein Korper ist eine algebraische Struktur (K,+,*), wenn (K,+,*) ein Ring ist und zuséatzlich
(K\{0},*) eine kommutative Gruppe ist.

Beispiele:

Korper der rationalen Zahlen (Q, +, *)

Korper der reellen Zahlen (R, +, *)

Kdorper der komplexen Zahlen (K, +, *)

Restklassenring (Z/(p), +, *) , wenn p eine Primzahl ist,

Ist p nichtprim, so liegt kein Korper vor (z.B. Z/(4)={[0]4, [1]4, [2]4, [3]4} [2]4 hat kein
Inverses bzgl. der Multiplikation, d.h. es gibt kein Element, so dass [2]4* [X]4=[1]4

Die Menge von Wahrheitswerten ({true, false}, and, or) ist kein Korper

Die Potenzmenge einer beliebigen Menge M (P(M), n, W) ist kein Kdrper. Die neutralen
Elemente bzgl. nund U sind M bzw. & (XnM=X, Xud=X). Es gibt aber nicht in
jedem Fall ein negatives (inverses) Element (Fir M={1,2} gibt es zu {1} kein Element X
mit {1} X=M)

abrwbdE

~N o

In einem Kaorper kann man alle normalen arithmetischen Operationen durchfiihren auer die
Division durch “0”.

Definition 1.8:
Ein Verband ist eine algebraische Struktur (V, opl, op2), wenn opl und op2 kommutative
und assoziative Operationen sind und zusatzlich die
Absorptions-

x opl (x op2 y) =x und

x op2 (x oply) =x und die
Idempotenzgesetze

xoplx=x und

X 0p2 X = x gelten.
Fur jeden Verband kann man eine Halbordnung x<=y €= xoply=X €2 Xxo0p2y=Yy
definieren. Bzgl. dieser Halbordnung existiert dann das Supremum und das Infimum zweier
beliebiger Elemente des Verbandes.



Beispiele:

1. Die Potenzmenge einer beliebigen Menge M (P(M), n, L) st ein Verband.

2. Die Menge der natirlichen Zahlen mit den Operationen ggT und kgV ist ein Verband.

Definition 1.9:

Ein Verband ist Boole’sche Algebra (Boole’scher Verband), wenn zusétzlich beide
Distributivitatsgesetze gelten, und eine Komplementoperation comp und zwei Konstante null
und eins existieren, so dass gilt:

x opl (comp x) = null und x op2 (comp x) = eins

In jedem Booleschen Verband gilt:

xoplnull =null und X op2eins =eins

Beweis: x opl null =x opl (x opl (comp X)) = (X opl x) opl (comp X) = x op1 comp x = null

X 0p2 eins = eins wird analog bewiesen.

g.e.d.

Beispiele

1. Potenzmenge

2. Wahrheitswerte mit or und and

3. n-stellige Binérvektoren (null=(0,...,0),eins=(1,...,1)) mit or-v und and-v
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1.3 Pradikatenkalkdl erster Ordnung (Kurzwiederholung)

Im Prédikatenkalkil hat man eine unendliche Menge von Variablen

X,Y,Z,X" Y5, ...
n-nére Funktionssymbole (n > 0)und n-dre (n > 1) Pradikatensymbole und die Symbole
— (fir Negation), A (Konjunktion), v (Disjunktion), = (Implikation), <> (Aquivalenz),
3 (Existenzquantor),V (Fur alle Quantor).

Mit diesen Symbolen kann man Terme und préadikatenlogische Ausdriicke erster Stufe

induktiv definieren:

Definition 1.10:

Terme:

1. Jede Variable ist ein Term

2. Jedes 0-dre Funktionssymbol ist ein Term

3. Wenn uy,..,u, (n>1) Terme sind und f ein n-ares Funktionssymbol ist , dann ist auch
f(uy,...,uy) ein Term

4. Terme entstehen nur auf Grund von (1), (2) und (3)

Atomare Ausdriicke:

Wenn uy,..,u, Terme sind und p ein n-&res Pradikatensymbol ist , dann ist p(us,...,un) ein

atomarer Ausdruck.

Ein Ausdruck wird wieder induktiv definiert:

1. Jeder atomare Ausdruck ist ein Ausdruck.

2. Wenn u ein Ausdruck ist dann ist auch —u ein Ausdruck.

3. Wenn u und v Ausdricke sind, dann sind auch (uav), (u=>v), (u<v) und (uwv)
Ausdriicke.

4. Wenn u ein Ausdruck ist und x in u vollfrei vorkommt, dann sind auch Vvxu und 3xu
Ausdriicke.

Versuch der Modellierung (Spezifikation) der nattrlichen Zahlen:
Funktionssymbole: null (0-stellig), succ (Nachfolger), +(Addition), *(Multiplikation)
<(Kleinerrelation):

N1: —(succ(x) = null)

N2: succ(x) =succ(y) =2 x=y

N3:x+0=x

N4: X + (succ(y))=succ(x +y)

N5: x * null = null

NG6: X * (succ(y)) = (X *y) + X

N7: =(x <0)

N8: x <succ(y) 2 X<y v X=y

N9: X<y v Xx=y > Xx<succ(y)

N10:X<yvX=yvy<Xx

Dieses Axiomensystem besitzt kein endliches Modell (N1 und N2 sichern dies ab); es ist aber
nicht eindeutig in dem Sinn, dass es nur die natirlichen Zahlen als Modell besitzt. Nach dem
Satz von Beth gibt es zu jeden Axiomensystem, das ein unendliches Modell besitzt zu jeder
groReren Kardinalzahl ein weiteres Modell. Man kann aufgrund dieses Satzes aber auch kein
anderes Axiomensystem finden, das die natiirlichen Zahlen bis auf Isomorphie spezifiziert.
Man musste Quantifizierungen von Pradikaten zulassen. Damit verldsst man aber den Boden
des Pradikatenkalkdls erster Stufe. Aufgrund des Godelschen Unvollstandigkeitssatzes ist es
weiterhin nicht mdglich ein Axiomensystem mit formalem Ableitbarkeitsbegriff zu finden, so
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dass genau die wahren Aussagen der nattirlichen Zahlen im Sinn der Entscheidbarkeit
(Berechenbarkeit) hergeleitet werden kénnen.
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