Kapitel 2

Suche nach endlich vielen Wortern
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Ubersicht

e Aufgabenstellung
Gegeben: Text 7" und eine endliche Menge von Wortern P = { P, ..., P.};
Gesucht: alle Vorkommen von Wértern aus P in T.

Notation: |T'| =n, |[P|=7r, Y |P| =M,
i=1
max{|F;|:1<i<r}=m, min{|F|:1<i<r}=np.

e Anzahl r der Suchworter hdufig sehr groB — separate Suche nicht sinnvoll.
e Viele Ideen aus der Suche nach einem Wort sind verallgemeinerbar.

e Verwandtes Problem: Suche in Worterbilichern
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2.1 Suchwort-Baume (Tries)

Definition. Es sei P = {Py,..., P.} eine Menge von Woértern. Der Suchwort-Baum (Trie) fiir
P ist der gerichtete Baum Trie(P), der folgende Bedingungen erfiillt:

1. Jede Kante ist mit genau einem Buchstaben beschriftet.

2. Keine zwei Kanten mit dem gleichen Ausgangsknoten haben die gleiche Beschriftung.

3. Jeder Knoten v hat eine Information info(v) € {0,1,...,r}.
Ist die Beschriftung £(v) des Weges von der Wurzel nach v ein Wort P, mit 1 < ¢ < r, so
gilt info(v) = 7; anderenfalls ist info(v) = 0.

4. Ist v ein Blatt, so gilt L(v) € P.

5. Fiir jedes Wort P € P gibt es einen Knoten v mit L(v) = P.
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Beispiel — Trie

P = {aabab, ab, abb, baba}

Wurzel: 0
info(5) = 1, info(6) = 2, info(7) = 3, info(11) = 4.

Trie(P) ist der minimale pDEA, der P akzeptiert und dessen Graph ein Baum ist.
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Algorithmus 2.1 Konstruktion des Suchwort-Baumes
Eingabe: Menge von Wértern P = {Py, P, ..., P.}
Ausgabe: Suchwort-Baum Trie(P)

(1) V « {root}; E «— (;

(2) fork«—1tor

(3) t«1; v+« root;

(4)  while t < |Px| and (E enthilt die Kante (v, Px[t], u))
(5) v—u; t—t+1;

(6) fori«<—tto |Py]

(7) u < neuer Knoten; info(u) < 0;

(8)

(9)

(10

(11

V—Vu{u};, £~ EU{(v,Plk],u)};
) info(v) - k;
) return (V, E);
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Algorithmus 2.2 Naive Suche mit Tries
Eingabe: Menge von Woértern P, Text T' mit |T'| =n
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von Woértern aus P in T’
Konstruiere Trie(P) mit der Wurzel root.
S— 0 k—1;
for k—1ton
j «— k; v < root;
while (es gibt in Trie(P) eine Kante (v, T[j],u))
ve—u; g — g+ 1,
if info(v) > 0 then S «— S U{(k, info(v))};
return S;
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Laufzeit

schlechtester Fall: ©(n - m), mittlerer Fall: ©(n - log,_ 7).
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2.2 DEA-Suche und Aho-Corasick-Algorithmus

e Verallgemeinerung der DEA-Suche fiir ein Wort bzw. des MP-Algorithmus
e Verallgemeinerung der Border-Tabelle: Fehler-Link (failure link)
e Fiir korrekte Ausgabe: Ausgabe-Link (output link)

e Laufzeit: O(M) fiir das Praprozessing, O(n) fiir die Suche
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Fehler-Links

Definition. Fiir einen von der Wurzel verschiedenen Knoten v aus Trie(P) sei
Fail, der Knoten, fiir den L(Fail,) das langste echte Suffix von L(v) ist, das Prafix
eines Wortes aus P ist. Man bezeichnet Fail,, als Fehler-Link (failure link) von v.

Konstruktion der Fehler-Links in Linearzeit analog zur Bestimmung der Border-
Tabelle unter Verwendung bereits ermittelter Fehler-Links
Dabei werden die Knoten mit wachsender Tiefe (in BFS-Ordnung) betrachtet
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Beispiel

Fiir P = {aabab, ab, abb, baba} erhalten wir folgende Fehler-Links:
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Algorithmus 2.3 Bestimmung der Fehler-Links in einem Trie
Eingabe: Trie(P) fiir Menge von Wortern P
Ausgabe: Tabelle Fail der Fehler-Links fiir Trie(P)

(1) foreach Knoten v in Trie(P) der Tiefe 1

(2)  Fail, < root;

(3) foreach Knoten v der Tiefe > 1 in BFS-Ordnung
(4)  x < Beschriftung der Kante (parent(v),v);

(5) b Failparent(v);

(6)  while (es gibt keine Kante (¢, x,u) and t # root)
(7) t «— Failg;

(8) if es gibt Kante (¢, z,u) then Fuail, «— u;

(9) else Fuail, < root;

(10) return Fuail;

Satz. Algorithmus 2.3 bestimmt die Fehler-Links mit einem Aufwand von O(M).
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Konstruktion des DEA

e Konstruktion analog zum DEA fiir ein Wort: Grundstruktur ist der Trie

e Bestimmung der Uberfiihrungsfunktion in BFS-Ordnung

S(root.z) — <’u falls Trie(P) die Kante (root, x,u) enthilt,
kmet sonst.
S(v,2) = <(U falls Trie(P) die Kante (v, x,u) enthalt,

| 0(Fail(v),x)  sonst.

e Endzustdnde: v ist Endzustand <= ein Suffix von L(v) ist in P
<= info(v) > 0 oder Fail(v) ist Endzustand
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Beispiel DEA
P = {aabab, ab, abb, baba}; zusatzliche Endzustande: 3, 10.
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Ausgabe-Links

Fiir Endzustand des DEA soll festgestellt werden, welche Suchworter gefunden
wurden.

Beispiel: 3 — {P}, 5 — {P, P2}, 6 = { P}, 7T — {P3}, 10 = { P}, 11 — {P4}.
Effiziente Speicherung durch Ausgabe-Links.

Definition. Fiir einen von der Wurzel verschiedenen Knoten v aus Trie(P) sei
Out, der Knoten, fiir den £(Out,) das langste echte Suffix von v ist, das ein Wort
aus P U {e} ist. Man bezeichnet Out, als Ausgabe-Link (output link) von wv.

Zu Knoten v gehorende Worter:

0. Keine, falls v die Wurzel ist.

1. P;, falls info(v) =i > 0.

2. Alle zu Out(v) gehdrenden Worter.
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Beispiel: Ausgabe-Links

Fir P = {aabab, ab, abb, baba} erhalten wir folgende Ausgabe-Links (Links zur
Wourzel sind weggelassen):
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Algorithmus 2.4 DEA-Suche nach endlich vielen Wortern
Eingabe: endliche Menge von Wortern P, Text T

Ausgabe: Menge S der Vorkommen von Woértern aus P in T’

(1) Praprozessing: Konstruiere den DEA Ap und Ausgabe-Links;
(2) S« 0; v+ root;

(3) for j «— 1to |T|

(4) v —0(v,T[j]); i — info(v);
(5) if ¢ > 0 then

(6) S —SU{(j—[R[+1,0)};
(7)  t < Outy; i — info(t);
(8)
(9)
(10

(11

while t £ root
S — SU{(y— IRl +1,0)};
) t < Outy; i < info(t);
) return S,
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Algorithmus 2.5 Aho-Corasick-Algorithmus
Eingabe: Menge von Wortern P, Text T

Ausgabe: Menge S der Vorkommen von Woértern aus P in T’
(1) Praprozessing: Bestimme Trie(P) mit Fehler- und Ausgabe-Links;
S« 0; v < root;j « 1;
for j «— 1 to |T|
while es gibt keine Kante (v, T'[j],u) and v # root
v «— Fail,;
if es gibt Kante (v, T[j],u) then v «— u;
i «— info(v);

(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8) if i >0 then
(9)
(10
(11
(12
(13
(14

S — SU{(y— IR+ 1,0)};
)t Outy; i — info(t);
) while t # root
) S SU{([— P+ 1))
) t < Outy; i < info(t);
) return S,
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Einfluss der AlphabetgroBBe bei Algorithmen mit Tries

AlphabetgroBe spielt eine Rolle bei der Bestimmung des nachsten Knotens.

Sei v ein Knoten mit d ausgehenden Kanten.
Mogliche Implementierungen der ausgehenden Kanten:

1. Liste; Platzbedarf: ©(d); Zeit: O(d)

2. geordnetes Array (geordnet nach Beschriftung der Kanten);
Platzbedarf: ©(d); Zeit: ©(logd), da binidre Suche
ungiinstig fiir dynamische Tries (Einfiigen bzw. Loschen von Wortern)

3. Array iiber X; Platzbedarf: ©(c); Zeit: ©(1)
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2.3 Weitere Algorithmen

e Shift-And-Algorithmus fiir Mengen
praktikabel fiir kleine Suchwort-Mengen

e Commentz-Walter-Algorithmus
Verallgemeinerung des Boyer-Moore-Algorithmus
historisch erster Algorithmus mit sublinearer mittlerer Laufzeit

e Horspool-Algorithmus fiir Mengen
praktikabel fiir kleine Suchwort-Mengen und groBe Alphabete

e Wu-Manber-Algorithmus
Verallgemeinerung des Horspool-Algorithmus mit verallgemeinerter Bad Character Regel,
zusatzlich Einsatz von Hash-Tabellen
allgemein sehr effizient

e Riickwarts-Faktor-Algorithmen
Riickwarts-NEA praktikabel fiir kleine Suchwort-Mengen
Orakel-DEA allgemein sehr effizient
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Shift-And-Algorithmus fiir Mengen

e Verallgemeinerung des Shift-And-Algorithmus fiir ein Wort
e Theoretischer Hintergrund: NEA fiir Sprache X* - P
e Bitvektoren I bzw. F' kodieren Start bzw. Ende der einzelnen Worter

e Liange der Bitvektoren: M. Damit effizient, wenn M < w.
w: Lange eines Computer-Wortes
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Theorie: NEA fiur X*P

Sei P = {Pl,PQ, e ,Pr} lber > mit |Pz| = m,;.

Dann akzeptiert der NEAp = (Z,%,6,1, F) mit
Z=A(,5):1<i<7r0<j5<m},
I={({0):1<i<r},

F ={(i,m;) : 1 <4 <r} und der Menge der Transitionen

5 = {((,0),2,(i,0)): 1<i<rzeX}U
{((27] - 1)7PZ[J]7(7“7])) 1<1<rl1<)< m%}

die Menge >*P.
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Beispiel: NEA fiir >X*P
P = {aabab, ab, abb, baba}, ¥ = {a,b, c}

ot
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Kodierung durch Bitvektoren

Sei P={P1, P,...,P.} liber ¥ mit |P;| =

e Bitvektoren fiir P ergeben sich durch Konkatenation der Bitvektoren fiir die
einzelnen Worter:

— B, = B.(P) = Bx(P )+ Be(Po)B.(Py) fiir x € X

- I=I1(P)=1I(F,)-- ( ) (Py) mit I(P, )—Oml_ll,

— F=F(P)=F(P,) - F(P)F(P) mit F(P;) =10™"1!.
e Initialisierung: Z «— 0M.

e Schritt fiir Textzeichen z: Z «— ((Z<<1)|1I) & B,.

e Test auf Endzustand: Z & F' # 0.
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Bitvektoren — Beispiel

Fiir P = {aabab, ab, abb, baba} und X = {a,b, ¢} erhalten wir folgende Bitvektoren
der Lange 5+ 2+ 3+ 4 = 14:

B, = 1010001 0101011,
By, = 0101110 10 10100,
B. = 0000 000 00 00000,
I = 000100101 00001,
F = 1000 100 10 10000.
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Horspool-Algorithmus fiir Mengen

e In einer Phase Suche von rechts nach links mit Hilfe von Trie(P{, Py,..., Pl).
e Verschiebungsregel fiir Textzeichen x € X:

Shift . (P) = min{Shift .,(P;) : 1 <i <r}.

Wenn Shift, > 0, Verschiebung um Shift;

anderenfalls Suche von rechts nach links mittels Trie(P{, Py,..., Pl).

o effizient fiir groBe Alphabete und wenige Suchwoérter
(z.B. bis zu 10 Woérter in natiirlichsprachigem Text)

e Generell gilt: groBtmogliche Verschiebung ist pn = min{|P|, |Ps|, ..., |Pr|}.
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Beispiel

1. Fir P = {aabab, ab, abb, baba} und ¥ = {a, b, ¢} gilt Shift, (P) = Shift,(P) =0

und Shift (P) = 2.

Der Horspool-Algorithmus ist hier recht ineffizient.
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Der Horspool-Algorithmus ist hier sehr effizient.
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Wu-Manber-Algorithmus

e Verallgemeinerung des Horspool-Algorithmus mit erweiterter Bad Character Re-
gel

e Optimale Wahl der Blocklange ¢ = [log,(r - u)].
Mittlere Zahl der Vergleiche pro Phase: ¢, mittlere Verschiebung: pu.

e Aus Platzgriinden oft keine Speicherung der Shift-Werte aller g-Tupel;
stattdessen Verwendung von Hash-Werten fiir die ¢g-Tupel

e Keine Konstruktion eines Tries;
stattdessen Verwendung von Hash-Werten fiir die Suchwoérter
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Erweiterte Bad Character Regel fiir mehrere Worter

Fir P € ¥* und a € X7 sei Shift (P) wie beim Horspool-Algorithmus mit
erweiterter Bad-Character-Regel definiert (siehe Folie 69).

Sei P = {Pl, PQ, ce ,PT}.
Fir « € X%: Shift ,(P) = min{Shift ,(P;) : 1 <i <r}

Erweiterte Bad Character Regel
Die letzten g Zeichen im Suchfenster seien «.

Gilt Shift, > 0, verschiebe um Shift ..
Gilt Shift,, = 0, priife ob ein Wort aus P vorliegt, verschiebe anschlieBend um 1.
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Hash-Funktion fiir die Shift-Tabelle

Platzbedarf fiir Shift-Tabelle: 09. Haufig zu groB, z.B. 0 = 256, q¢ > 3.
Platzersparnis durch Hash-Funktion: Hash; : X9 — {1,2,...,p1}.

Verschiebung ergibt sich aus dem Hash;-Wert. Fiir sichere Verschiebung wahle
kleinste Verschiebung unter den Wortern mit demselben Hash;-Wert.

Array SHIFT der GroBe py: SHIFT;(P) = min{Shift,(P) : Hashi(a) = i}.

Erweiterte Bad Character Regel mit Hash-Funktion
Die letzten g Zeichen im Suchfenster seien «. Bestimme SHIFT; fiir i = Hashi(a).

Gilt SHIF'T; > 0, verschiebe um SHIFT;.
Gilt SHIF'T; = 0, priife ob ein Wort aus P vorliegt, verschiebe anschlieBend um 1.
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Beispiel

5 =1{0,1,2,3}, ¢ = 2, P, = 1200321, P, = 03123232, P; = 101232310.
p1 = 11, Hash;(ab) = ((4a + b) mod 11) + 1.

Block 0023 | 01,30 | 0231 | 0332 | 1033 | 11 |12 |13 |20 |21 | 22
Hashq 1 2 3 4 5 6 4 3 0 10 | 11
SHIFT |1 § 1 0 0 § 4 § 4 0 6
Einige Situationen
Text-Block | Hashy | SHIFT | Aktion

00 1 1 Verschiebe um 1.

03 4 0 Uberpriifung notwendig.

12 7 4 Verschiebe um 4.

32 4 0 Uberpriifung notwendig.
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Hash-Funktion fiir die Suchworter

H&Shg 29— {1, 2, N ,pg}.
Hashy(P;) = Hashs(ay;), wobei «; das Suffix der Lange ¢ von P; ist.

Array PAT der GroBe D2. PATJ = {’L . HCLShg(PZ) = ]}

Benutzung: Ist der Textblock o und SHIFT o (o) = 0,
so teste alle %, mit ¢ € PAT pog,(o) auf ein Vorkommen.

Vorteil: Es muss kein Trie konstruiert werden.
(Platzersparnis, einfache Programmierung)

Nachteil: Schlimmstenfalls muss man alle Suchworter testen.
(natiirlich sehr unwahrscheinlich)
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Beispiel

¥ =1{0,1,2,3}, ¢ =2, P = 1200321, P, = 03123232, P; = 101232310.
p2 = 3, Hashy(ab) = ((4a + b) mod 3) 4 1 fiir a,b € X..

Suchwort Pl P3 P2
Hasho 1 2 3
PAT 1} [ 13} ] 12}

Einige Situationen

Text-Block | Hashi | SHIFT | Hasho | Aktion
00 1 1 Verschiebe um 1.
03 4 0 1 Teste, ob P; vorliegt. Dann verschiebe um 1.
12 7 4 Verschiebe um 4.
32 4 0 3 Teste, ob P» vorliegt. Dann verschiebe um 1.
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2.4 Suche in Worterbiichern

e Gegeben: P ={P;, P,,...,P.} und ein Wort T
Frage: Ist 1" in P enthalten?

e Nach Vorverarbeitung von P soll die Frage effizient, d.h. moglichst in Zeit
O(|T|) beantwortet werden kdnnen.

e Losung: Konstruiere Trie(P). Suche dann in Trie(P) nach dem Pfad T.
e Anwendung: Rechtschreibpriifung, Kompression (mit dynamischen Worterbiichern)

e Alternative Datenstrukturen
1. Minimaler DEA fiir P (gerichteter azyklischer Graph)
2. Sortierung von P nach lexikographischer Ordnung, bindre Suche.
Beide Strukturen sparen Platz, sind aber nur fiir unveranderliche Worterbiicher
einfach zu handhaben.
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Anwendung von Worterbiichern: LZW-Kompression

e Eingabe: Text T'€ ¥* mit |[T| =n
Ausgabe: Wort Z iiber N (komprimierte Version von T)
T kann aus Z rekonstruiert werden.

e Benutzung eines dynamischen Worterbuchs D.
D wird wahrend der Kompression aufgebaut und enthalt Teilworter von T
Lange der Worter in D unbegrenzt; sehr effizient bei langen Wiederholungen.

e In der Komprimierten Z werden Worter aus D durch einen Index in D dargestellt.
e Einfacher Kompressionsalgorithmus, angewendet z.B. beim Bildformat GIF.

e Kompression und Dekompression in Linearzeit, wenn D als Trie realisiert wird.
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LZW-Algorithmus: Kompressionsschritt

Alphabet sei ¥ = {ay,as,...a,}.
Initialisierung: D = (a1,a9,...a,); Z = €.

Sei T'[1...7 — 1] bereits komprimiert. D enthalte d Worter.

Bestimme das langste Prafix a von T'[i...n], das in D enthalten ist.
Bestimme die Position p von o in D. Hange p an Z an.

Gilt || =n — i, so ist die Kompression beendet.
Anderenfalls fiige das Wort T'[i...7+ |a|] = aT'[i + ||| in D an der Position d 4 1
ein.
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Algorithmus 2.6 LZW-Kompression
Eingabe: Text T' € ¥*, [T'| =n, ¥ = {a1,a9,...,a,}
Ausgabe: Komprimierter Text (Indexfolge) Z
(1) D—{l—a1,2—as,...,0 = as}; d«—o+1;
(2) Z—ej<1
(3) while j <n
(4) i
(5)  while D enthdlt TTi...j]
(6) je—j+1
(7)
(8)
(9)

Z «— Z - Indexvon Ti...j —1];
D—Du{d—Tli...j]}; d—d+1;
return Z;
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LZW-Kompression: Beispiel

Fir X = {a,b,c} und T = bacbacbacba ergibt sich folgender Ablauf des Algorith-
mus. Der Index eines Wortes im Worterbuch ergibt sich aus seiner Position. Die
Position im Text wird durch den senkrechten Strich angezeigt.

Worterbuch Text Ausgabe Neuer Eintrag
(a,b,c) \bacbacbacba 2 ba

(a, b, c,ba) blacbacbacba 1 ac

(a, b, ¢, ba, ac) ba|cbacbacba 3 cb

(a, b, ¢, ba, ac, cb) bac|bacbacba 4 bac

(a, b, ¢, ba, ac, cb, bac) bacba|cbacba 6 cba

(a, b, ¢, ba, ac, cb, bac, cba) bacbacb|acba 5 ach

(a, b, ¢, ba, ac, cb, bac, cba, acb)  bacbacbac|ba 4

Die Ausgabe ist somit (2,1,3,4,6,5,4).
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LZW-Algorithmus: Dekompressionsschritt

Alphabet sei ¥ = {ay,as,...a,}.
Initialisierung: D = (a1,a90,...0a,); T = €.

Sei Z[1...i — 1] bereits dekomprimiert. D enthalte d Worter.
Es gilt Z[i] <d, Z|i + 1] < d (Beweis: Induktion).

Bestimme das Wort o an der Position Z[i] in D.
Hange o an 1" an.

Gilt |Z] =1, so ist die Dekompression beendet.
Anderenfalls bestimme das erste Zeichen a des Wortes an der Position Z[i + 1] in
D und fiige aa in D an der Position d + 1 ein.
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Algorithmus 2.7 LZW-Dekompression

Eingabe: LZW-komprimierter Text Z, |Z| = k, Alphabet ¥ =
{a,l, as, ..., CLO—}

Ausgabe: dekomprimierter Text 1" € X*

(1) D—A{l—a1,2—as,...,0 5 ay};d—oc+1;
(2) T ¢

(3) fori—1tok—1

(4)  w <« Wort mit Index Z|[i];

(5) T« T-w;

(6) a <« erstes Symbol von Wort mit Index Z[i + 1];
(7) D+« DU{d— wa};, d—d+1;

(8) T « T - Wort mit Index Z|[k];

(9) return T
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LZW-Dekompression: Beispiel

Fir ¥ = {a,b,c} und Z = (2,1,3,4,6,5,4) ergibt sich folgender Ablauf der
Dekompression. Der Index eines Wortes im Worterbuch ergibt sich aus seiner
Position. Die Position im komprimierten Text wird durch den senkrechten Strich
angezeigt.

Worterbuch komprimierter Text Ausgabe Neuer Eintrag
(a, b, c) (12,1,3,4,6,5,4) b ba
(a,b,c,ba) (2]1,3,4,6,5,4) a ac

(a, b, ¢, ba, ac) (2,13,4,6,5,4) c cb

(a, b, c,ba, ac, cb) (2,1,3]4,6,5,4) ba bac

(a, b, ¢, ba, ac, cb, bac) (2,1,3,4]6,5,4) cb cba

(a, b, ¢, ba, ac, cb, bac, cba) (2,1,3,4,6|5,4) ac ach

(a, b, ¢, ba, ac, cb, bac, cba,acb)  (2,1,3,4,6,5[4) ba

Die Ausgabe ist somit bacbacbacba.

R. Stiebe: Textalgorithmen, Winter 2006,/07 149



