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Einleitung

Die Verarbeitung langer Zeichenketten (Strings, Texte) ist eine der grundlegenden Aufga-
ben in der Informatik. Es ist deshalb wenig verwunderlich, dass bereits ab 1970 zahlreiche
Probleme aus diesem Gebiet formuliert und effizient gelost wurden. Neue Herausforderungen
ergaben sich in jiingerer Zeit durch das Aufkommen des Internet und der Bioinformatik.

Diese Vorlesung soll eine Einfiihrung in einige wichtige Probleme und Algorithmen fiir
Zeichenketten geben. Sie gliedert sich in folgende Abschnitte:

1. Exakte Wortsuche: Gegeben sind Worter P (Pattern) und T' (Text). Gesucht sind alle
Vorkommen von P in T'. Dieses Problem kommt sicherlich in jeder grofieren Anwendung
vor. Es existieren zahlreiche und zum Teil sehr unterschiedliche Algorithmen, die dieses
Problem effizient 16sen.

2. Exakte Suche nach mehreren Wortern: Gegeben sind eine endliche Menge von Wortern
P und ein Text T. Gesucht sind alle Vorkommen von Wortern aus P in T. Verwandte
Aufgaben sind die exakte Suche in Wirterbiichern, bei der fiir ein Wort T' entschieden
werden soll, ob es in der Menge P (dem Worterbuch) vorkommt, sowie die exakte Suche
nach zweidimensionalen Bildern.

3. Ahnlichkeit von Zeichenketten und inexakte Suche: Das einfachste MaB fiir die Ahn-
lichkeit zweier Worter S; und Sg ist der Levenshtein-Abstand: die minimale Anzahl
von Operationen der Form Ersetzen/Einfiigen/Streichen eines Zeichens, um 57 in So
umzuwandeln. Dieser Abstandsbegriff ist die Grundlage zahlreicher anderer Ahnlich-
keitsmaBe. AuBerdem sucht man héufig nach lokaler Ahnlickeit, d.h. nach Regionen mit
hoher Ahnlichkeit in ansonsten sehr verschiedenen Zeichenketten. Die Bestimmung des
Levenshtein-Abstandes wie auch der lokalen Ahnlichkeiten ist duch dynamische Pro-
grammierung in quadratischer Zeit moglich.

Bei der inexakten Suche sucht man alle Teilworter in einem Text T, die zu einem ge-
gebenen Suchwort P einen Levenshtein-Abstand von héchstens &k besitzen. Neben der
dynamischen Programmierung existieren fiir dieses Problem auch einige andere Losungs-
anséatze.

Die Suche nach Ahnlichkeiten in mehr als zwei Zeichenketten (multiple Alignments)
ist ein sehr kompliziertes Problem und von grofler Bedeutung in der Bioinformatik. Im
Rahmen dieser Vorlesung gehen wir auf diese Aufgabenstellung aber nur sehr kurz ein.

4. Indexstukturen fiir Texte: Ein Text 7' wird in einer Vorbereitungsphase (Prdprozes-
sing) so aufbereitet, dass man die Vorkommen beliebiger Suchworter finden kann, oh-
ne den Text zu durchsuchen. Im Idealfall ist der Suchaufwand unabhéingig von der
Textlénge. Es wurden verschiedene Datenstrukturen fiir die Indizierung entwickelt. In
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dieser Vorlesung werden vor allem Suffirbdume und Suffizarrays behandelt. Indexstruk-
turen haben eine grofie Bedeutung fiir alle Anwendungen, bei denen hiufig in (relativ)
konstanten Daten gesucht werden soll, z.B. bei Suchmaschinen im Internet sowie bei
Gen-Datenbanken. Weitere Anwendungen sind die Suche nach Regularitéiten in Tex-
ten (z.B. lange Wiederholungen, sehr hiufige Teilworter), die fiir die Datenkompression
sowie in der Bioinformatik von Interesse sind.

Neben ihrer grolen Bedeutung in der Anwendung stellen die Textalgorithmen auch ein sehr
interessantes theoretisches Studienobjekt dar. So kann man die Anwendung grundlegender
Datenstrukturen und algorithmischer Techniken sowie verschiedener Beweisprinzipien gerade
bei diesen doch recht elementaren Fragestellungen sehr gut studieren. Da diese Vorlesung im
Rahmen der theoretischen Informatik gehalten wird, stehen diese Aspekte vielleicht etwas
stiarker im Vordergrund als in anderen Abhandlungen.

Literatur

In den letzten Jahren sind einige Biicher (in englischer Sprache) iiber Textalgorithmen erschie-
nen, u.a. von Apostolico und Galil [1], Crochemore und Rytter [3, 4], Gusfield [6], Navarro
und Raffinot [12] Smyth [14] und Stephen [13]. Auf franzsisch gibt es ein Buch von Croche-
more, Hancart und Lecroq [5]. In den genannten Biichern findet man zahlreiche Verweise auf
die Originalartikel. Die exakte Wortsuche wird auflerdem in zahlreichen allgemeinen Biichern
iiber Algorithmen betrachtet. Besonders ausfiihrlich geschieht dies in deutscher Sprache im
Buch von Heun [7].

Dieses Skript orientiert sich in grofien Teilen am Buch von Gusfield [6], das ein sehr gut
geschriebenes Lehrbuch ist und auflerdem einen umfassenden Einblick in die Anwendung von
Textalgorithmen in der Bioinformatik vermittelt. Fiir den praktisch interessierten Leser ist vor
allem das Buch von Navarro und Raffinot [12] zu empfehlen, das vor allem die in den letzten
Jahren entwickelten und in der Praxis sehr schnellen Algorithmen beschreibt und vergleicht.
Zahlreiche Quellen gibt es auch im Internet. Hier seien nur drei genannt:

e http://www.dei.unipd.it/ stelo/
eine umfangreiche Link-Sammlung von Stefano Lonardi,

e http://www-igm.univ-mlv.fr/"lecroq/lec_en.html
die Homepage von Thierry Lecroq mit einer umfangreichen Prisentation (einschlieflich
Animationen) von Algorithmen zur exakten Wortsuche und zum Sequenzvergleich sowie
einer umfassenden Bibliographie zu Textalgorithmen,

e http://dcc.uchile.cl/ gnavarro/eindex.html
die Homepage von Gonzalo Navarro mit zahlreichen Originalarbeiten und Ubersichts-
artikeln aus den letzten Jahren sowie einigen niitzlichen Programmen.



Kapitel 0

Grundlegende Begriffe und
Notationen

0.1 Mathematische Notationen

Die Menge der natiirlichen Zahlen (einschlieBlich 0) wird mit IN bezeichnet. Die Potenzmenge
einer Menge M wird mit P (M), die Méchtigkeit einer Menge M wird mit |M |, die leere Menge
wird mit () bezeichnet. Fiir eine reelle Zahl z ist |z] die grofte ganze Zahl, die nicht grofier
als z ist, sowie [x] die kleinste ganze Zahl, die nicht kleiner als x ist. Auf den natiirlichen
Zahlen definieren wir die ganzzahlige Division div sowie die Modulo-Operation mod vermoge
ndivm = |n/m| sowie nmodm =n — (m - (ndivm)).

0.2 Algorithmen und ihre Komplexitét

Es werden die {iblicherweise in einer Grundvorlesung Algorithmen und Datenstrukturen ver-
mittelten Kenntnisse vorausgesetzt. Die Notation von Algorithmen in Pseudocode folgt den
Konventionen aus dem Standard-Lehrbuch Introduction to Algorithms von Cormen, Leiserson
und Rivest [2]. Insbesondere wird der Rumpf einer Schleife durch die Tiefe der Einriickung
erkennbar.

Laufzeiten von Algorithmen werden in der Regel asymptotisch mittels der bekannten O-
Notation ausgedriickt, die hier der Vollstédndigkeit halber definiert werden soll.

Definition 0.1 Fir eine Funktion g : IN — IN sind O(g), Q(g) bzw. ©(g) die Funktionen-
klassen

O(g) = {f : N — IN | Jeang¥n(n > no — f(n) < c-g(n))},
Qg) ={fN—>N|geO(f)}
O(g) = Q(g) N O(g).

Das heifit, O(g) ist die Menge aller Funktionen, die bis auf einen konstanten Faktor
hochstens so schnell wie g wéchst; Q(g) ist die Menge aller Funktionen, die bis auf einen
konstanten Faktor mindestens so schnell wie g wichst; O(g) ist die Menge aller Funktionen,
die bis auf einen konstanten Faktor genau so schnell wie g wéchst. Fiir weitere Betrachtungen
zu Komplexitéten von Algorithmen siehe ebenfalls [2].
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Weiterhin verwenden wir das sogenannte Einheitskostenmodell (unit cost model), d.h.
wir gehen davon aus, dass fiir Zahlen in der Groflenordnung der betrachteten Wortldngen
die arithmetischen Grundoperationen in konstanter Zeit ausgefithrt werden kénnen. Diese
Annahmen sind durchaus realistisch, da heutige Rechner 32 Bit in einem Schritt verarbeiten
konnen und die Linge der Texte in fast allen Anwendungen durch 232 beschrinkt ist.

0.3 Zeichenketten

Fiir ein Wort S wird die Lénge von S durch |S| bezeichnet. Das Wort der Lénge 0 heifit das
leere Wort und wird mit € bezeichnet.

Es seien u und v Woérter. Gilt u = uwjvug, so nennt man v ein Teilwort oder ein Infiz oder
einen Faktor von u. Gilt u = vus, so nennt man v ein Prdfix von u. Gilt u = ujv, so nennt
man v ein Suffix von u. Ist v ein Teilwort (bzw. Préfix bzw. Suffix) von u mit v # u, so nennt
man v ein echtes Teilwort (bzw. echtes Prifiz bzw. echtes Suffiz) von u.

Fir 1 < ¢ < |u| ist u[i] das Zeichen an der Stelle ¢ von u. Das Teilwort von der Stelle 4
bis (einschlieflich) zur Stelle j von w ist w[i...j]. Gilt ¢ > j oder i > |u|, so ist u[i...j] per
definitionem das leere Wort.

Die Menge aller Worter iiber einem Alphabet Y bezeichnen wir mit ¥*, die Menge aller
nichtleeren Worter mit X7, die Menge aller Worter der Linge n mit . Mit u” bezeichnen
wir das Wort u von rechts nach links gelesen.

Eine grundlegende Operation ist der Vergleich zweier Buchstaben. Ergibt sich bei einem
solchen Vergleich eine Ubereinstimmung, so sprechen wir von einem Match, anderenfalls von
einem Mismatch.

Es sei (X, <) ein total geordnetes Alphabet. Die lezikografische Ordnung <jex auf 3* erhélt
man wie folgt:

1. € <jex @ fiir alle o € ¥T.
2. Aus a < b folgt aa <jex b fiir alle o, 3 € X*.

3. Aus a <jex B folgt aa <jex af fiir alle a € X.

0.4 Endliche Automaten

Schliellich benétigen wir noch den Begriff des endlichen Automaten. Ausfiihrlich werden end-
liche Automaten in einfiihrenden Biichern zur Theoretischen Informatik (z.B. [8]) behandelt.
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein Quintupel A = (X,7,0,1, F),
wobei ¥ ein Alphabet, Z eine endliche Zustandsmenge, § C Z x ¥ x Z eine Uberfiithrungs-
relation oder Menge von Transitionen, I C Z eine Menge von Startzustdnden, F' C Z eine
Menge von akzeptierenden Zusténden sind.

Die Relation 6 wird wie folgt zur Relation §* C Z x ¥* x Z erweitert:

1. 0°:={(z,¢6,2) : 2 € Z},

2. "= {(y,wa,z) :we X" Na € AT ((y,w,2) € " A (2, a,z2) € 5}, fiir n >0,

3. 0= o™
n=0
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Die vom NEA A = (%, 7,4, I, F) akzeptierte Sprache ist
L(A) ={w e X :3z132(z1 € I N2 € F A (21,w,22) € %)}

Ein NEA wird haufig durch seinen Graphen dargestellt. Dabei werden ein Zustand durch
einen Knoten, eine Transition durch eine gerichtete und beschriftete Kante, ein Startzustand
durch einen Pfeil von auBlen und ein Endzustand durch einen Doppelkreis gekennzeichnet.
Fiir 6* sowie L(A) gibt es die folgende anschauliche Interpretation: (y,w, z) ist genau dann
in 6%, wenn es im Graphen des Automaten einen Weg vom Knoten y zum Knoten z mit der
Beschriftung w gibt; w ist genau dann in L(A) wenn es im Graphen einen mit w beschrifteten
Weg von einem Startzustand zu einem akzeptierenden Zustand gibt.

Beispiel 0.1 Es sei A = ({a,b},{0,1,...,9},4,{0,6},{5,9}) der NEA mit

0 = {(0,a,0),(0,b,0),(0,a,1),(1,a,2),(2,b,3),(3,a,4), (4,a,5),
(6,a,6),(6,0,6),(6,a,7),(7,b,8),(8,b,9)}.

Der Graph von A hat folgendes Aussehen.

b b
909 B—~1—"~5)
a,b

abb
a,b

Die von A akzeptierte Sprache ist {a, b}*{aabab, abb}, die Menge aller Worter, die auf aabab
oder abb enden. O

Oft sicht man die Uberfithrungsrelation eines NEA als eine Funktion § : Zx ¥ — P(Z) an,
die zur Funktion 0* : Z x ¥* — P(Z) erweitert wird. Dabei sind 6(Y,a) ={z € Z: (y,a,z2) €
dfireiny € Y} und §(Y,w) = {z € Z : (y,w,z) € 0* fiir ein y € Y}. Entsprechend kann
man die akzeptierte Sprache als L(A) = {w € X* : §*(I,w) N F # (0} schreiben.

Spezialfille des NEA sind der deterministische endliche Automat (DEA ) sowie der partielle
deterministische endliche Automat (partieller DEA). In beiden Fillen besteht die Startmenge
I aus einem einzelnen Zustand zg. Beim DEA ist § eine Funktion von ¥ x Z in ¥, d.h. fiir
jeden Zustand y und jedes Symbol a € ¥ existiert genau ein Zustand z mit (y,a,z) € 9.
Beim partiellen DEA ist § eine partielle Funktion von ¥ x Z in ¥, d.h. fiir jeden Zustand y
und jedes Symbol a € ¥ existiert hichstens ein Zustand z mit (y,a, z) € §. Fiir einen DEA
besteht die Menge 0*(zg, w) fiir jedes Wort w aus genau einem Zustand; fiir einen partiellen
DEA ist die Menge §*(zp, w) fiir jedes Wort w einelementig oder leer.

Eine Erweiterung des NEA ist der nichtdeterministische endliche Automat mit e- Transitionen
(e-NEA), bei dem § C Z x (X U {e}) x Z gilt, also zusitzlich sogenannte e-Transitionen der
Form (y, e, z) enthalten kann. Auf eine formale Definition von ¢* sowie L(A) verzichten wir
hier. Die graphische Interpretation ist analog zum NEA: Ein Wort w wird genau dann akzep-
tiert wenn es einen mit w beschrifteten Weg von der Menge I zur Menge F' gibt.

Es ist bekannt, dass es zu jedem e-NEA einen #dquivalenten DEA gibt, der die gleiche
Sprache akzeptiert. Bei der Konstruktion des dquivalenten DEA aus einem e-NEA kann sich
allerdings die Anzahl der Zustéinde exponentiell erhGhen.



Kapitel 1

Exakte Suche nach einem Wort

Wir betrachten die folgende grundlegende Aufgabenstellung: Gegeben sind ein Suchwort
(pattern) P und ein Text T iiber einem Alphabet ¥ mit |P| = m, |T| = n, |X| = 0. Gesucht
sind alle Vorkommen von P in T

Fiir die Losung dieses grundlegenden Problems wurden zahlreiche Algorithmen entwickelt.
Die meisten von ihnen nutzen die Idee der Suchfenster, d.h. man betrachtet jeweils einen Text-
ausschnitt (Fenster) der Liange m und stellt durch Vergleiche von Zeichen fest, ob in diesem
Fenster der Text mit dem Suchwort iibereinstimmt. AnschlieBend wird das Suchfenster nach
rechts verschoben. Die Lénge der Verschiebung ist abhéngig von den stattgefundenen Ver-
gleichen und wird so gewahlt, dass kein Vorkommen des Suchwortes iibergangen wird. Die
Algorithmen unterscheiden sich im wesentlichen dadurch, ob sie im Suchfenster mit den Ver-
gleichen von links oder von rechts beginnen. Von links beginnende Algorithmen sind der naive
(brute force) Algorithmus (der nach dem Abschluss einer Suchphase einfach um 1 verschiebt),
die Suche mit deterministischen endlichen Automaten (eine Variante davon ist der bekannte
Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus) und der neuere Shift-And-Algorithmus, der einen nichtde-
terministischen endlichen Automaten effizient mit Hilfe von Bit-Arithmetik implementiert.
Zu den von rechts beginnenden Algorithmen zdhlen die Algorithmen von Boyer-Moore und
Horspool sowie die neueren Faktor-Algorithmen. Wir untersuchen die genannten Algorithmen
beziiglich ihrer Laufzeiten im schlechtesten sowie im mittleren Fall. Ein optimales Ergebnis
fiir die Laufzeit im schlechtesten Fall liefert der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus, wihrend
die von rechts beginnenden Algorithmen im mittleren Fall sehr schnell sind.

Danach betrachten wir zwei weitere Algorithmen mit alternativen Losungsansitzen: den
Algorithmus von Vishkin, der sehr gut parallelisiert werden kann, sowie den Karp-Rabin-
Algorithmus, der Hashing-Methoden verwendet. Das Kapitel wird abgeschlossen mit Betrach-
tungen zu unteren Schranken fiir Algorithmen zur exakten Suche nach einem Wort. Insbeson-
dere wird der Beweis von Yao der unteren Schranke von Q("lo%) fiir die mittlere Laufzeit
skizziert.

1.1 Naiver Algorithmus

Man testet fiir jede Position von T', ob an ihr ein Vorkommen von P beginnt. Dazu werden
von links nach rechts die Zeichen von 7' mit den entsprechenden Zeichen von P verglichen.
Tritt ein Mismatch auf, so liegt an der aktuellen Position kein Vorkommen von P vor und
der Test wird abgebrochen. Stellt man dagegen fiir alle m Zeichen Ubereinstimmung fest,
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so wurde ein Vorkommen gefunden. In beiden Fillen verschiebt man P um eine Stelle und
beginnt den Test an der néchsten Position.

Algorithmus 1.1 Naiver Algorithmus zur Wortsuche
Eingabe: Worter P, T mit |P| =m,|T| =n
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von P in T

() S«

(2) fork—1lton—m+1

(8) e lije—k

(4) while i <m and P[i| = T'[j]
(5) i—i+1;5—j+1;

(6) if i=m+1 then S — SU{k};
(7)  return S;

Die Korrektheit des naiven Algorithmus ist evident. Die Zahl der erforderlichen Vergleiche
kann durch m - (n —m+1) = O(m - n) abgeschitzt werden. Diese Schranke wird fiir P = a',
T = a" auch erreicht.

Im durchschnittlichen Fall ist das Verhalten des naiven Algorithmus sehr viel besser. Wir
bestimmen dazu Comp(m), die mittlere Zahl der Vergleiche bis zum ersten Mismatch fiir zwei
Worter der Lange m. Fiir 0 < ¢ < m sei p; die Wahrscheinlichkeit, dass genau die ersten
Zeichen {ibereinstimmen. Dann gilt

m—1

Comp(m) = Zpi (i 4+ 1) + pm - m.
i=0

Fiir jeden Vergleich ist die Wahrscheinlichkeit eines Matches é und die eines Mismatches
1-— % Damit ergibt sich

1 1\ .. . 1
pi=—-|1—=) fir0<¢<m-—1, p,, =
o o o

und folglich

m—1
1 1 1
Comp(m) = Zo'i‘<1_o->'(i+l)+o-7n‘m
i=0

1 . 1
= ;'(H_l)_zgz‘ﬂ (+1)+—-m
=0 1=0
m—1 m
1 . 1
=0 i=1
m—l1 1
T g g Mg
1=
_O—m
o g
<
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Die durchschnittliche Zahl der Vergleiche bei der Suche in einem Text der Lange n betragt
(n —m +1)Comp(m), also rund (n —m +1) - %7 € O(n).

Damit ist der naive Algorithmus fiir Texte in natiirlichen Sprachen akzeptabel und wird
wegen der einfachen Implementierbarkeit auch oft genutzt. Im Falle ldngerer Suchworter sind
jedoch der Horspool-Algorithmus bzw. die Faktor-Algorithmen, siehe Abschnitte 1.5 und 1.6,
vorzuziehen.

1.2 Rander und Perioden

Beim naiven Algorithmus wurde die Struktur des Suchwortes nicht betrachtet. Unbefriedi-
gende Laufzeiten kommen dann zustande, wenn das Suchwort periodisch ist. Um bessere
Ergebnisse als beim naiven Algorithmus zu erhalten, ist eine Vorverarbeitung (Préprozes-
sing) des Suchwortes nétig. Bevor wir uns den einzelnen Algorithmen zuwenden, wollen wir
einige Betrachtungen zu Periodizitéten in Wortern vornehmen, die bei der Wortsuche genutzt
werden koénnen.

Definition 1.1 Es sei P ein Wort der Linge m. Eine Zahl p mit 1 < p < m heifst Periode
von P, wenn P[i| = Pli+p] fir alle 1 <i <m —p gilt. Die Linge der kiirzesten Periode von
P wird mit Per(P) bezeichnet.

Definition 1.2 FEs sei P ein Wort. Ist o echtes Prifix und echtes Suffix von P, so nennt man
a einen Rand von P. Die Linge des lingsten Randes von P wird mit Border(P) bezeichnet.

Beispiel 1.1 Das Wort abcabba hat die Perioden 6,7 und die Rénder a, €.
Das Wort abcabcab hat die Perioden 3, 6,8 und die Rander abcab, ab, €. O

Lemma 1.1 Es sei P ein Wort der Linge m. Eine Zahl p, 1 < p < m, ist genau dann eine
Periode von P, wenn P einen Rand der Linge (m — p) besitzt.

Beweis. Die Behauptung des Lemmas folgt unmittelbar aus den Definitionen. O

Die Aussage von Lemma 1.1 wird durch folgende Skizze verdeutlicht.

Periode Rand
— e P
l | a | P

Bei der Wortsuche bestehen folgende Zusammenhénge zu Perioden und Réndern, die
bei der Suche mit endlichen Automaten (Abschnitt 1.3) sowie im Algorithmus von Vishkin
(Abschnitt 1.7) ausgenutzt werden.

Lemma 1.2 FEs sei T ein Text, der an der Stelle k ein Vorkommen des Wortes 3 enthdlt.
1. Das ndichste Vorkommen von 3 in T ist frihestens an der Stelle k + Per(f3).

2. An der Stelle k + Per(3) befindet sich ein Vorkommen des lingsten Randes von (3.
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Beweis. 1. Angenommen, das nichste Vorkommen von g in T befinde sich an der Stelle k+p.
Gilt p > |f], so folgt p > Per(f). Wir kénnen uns also auf den Fall p < |3| beschrénken.
Dann gilt 8[i] = Tk+p+i—1] = fli +p] fir 1 <i < |B| —p. (Die erste Gleichheit gilt, da
an der Stelle k + p vorkommt; die zweite, da § an der Stelle k£ vorkommt.) Damit ist p eine
Periode von 3, und es gilt p > Per(3).

2. Da 8 an der Stelle k vorkommt und Per(f3) eine Periode von (3 ist, gilt T'[k+ Per(8)+i—1] =
Bli + Per(B)] = B[i] fur 1 <i < |B| — Per(B) = Border([3). O

Mit Blick auf den naiven Algorithmus kénnen wir folgende Verbesserung ableiten: Besteht
im aktuellen Suchfenster eine Ubereinstimmung mit dem Prifix 3 von P, so darf man das
Fenster um den Betrag Per((3) verschieben und die ersten Border([3) Vergleiche auslassen.
(Dies ist die Verschiebungsregel von Morris-Pratt, siehe den néchsten Abschnitt.) Von Inter-
esse sind damit also auch die lingsten Rénder bzw. die kiirzesten Perioden aller Prifixe des
Wortes.

Definition 1.3 Fir 1 < i < |P| seien Border;(P) bzw. Per;(P) die Ldnge des lingsten
Randes bzw. der kiirzesten Periode von P[1...1].

Beispiel 1.2 Fiir P = abcabba erhalten wir folgende Werte fiir Border; und Per;.

] 112(3|4(5|6|7
Border;(P)[0|0(0]|1{2]0
Per:(P) |1]2(3(3(3(6/6

—_
—_

a

Ein Algorithmus zur effizienten Ermittlung der Werte Border;(P) bzw. Per;(P) ergibt
sich aus der folgenden Rekursionsbeziehung.

Lemma 1.3 FEs sei P ein Wort der Linge m > 1.
1. Borderi(P) = 0.

2. Es seien 1 <i <m, Border;(P)=r, P[l...r] = und P[i+ 1] = a. Dann gilt

Bord P) r+1 falls a = P[r + 1],
order; =
! Border(fa) sonst.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der Definition des Randes. Fiir den Beweis
der zweiten Aussage stellen wir zunéchst fest, dass Border;1(P) < Border;(P) + 1 gilt. Gilt
namlich Border;1(P) > 0, so hat der lingste Rand von P[1...7 + 1] die Form ~a und - ist
dann offenbar ein Rand von P[1...:]. Nun unterscheiden wir die beiden moglichen Félle.

1. Fall: a = P[i+1] = P[r+1]. Dann ist fa offenbar ein Rand von P[1...i+ 1] und nach den
obigen Bemerkungen auch der ldngste Rand von P[1...i+ 1], d.h. Border;+1(P) =r + 1.

2. Fall: @ = P[i + 1] # P[r + 1]. Nun ist Sa kein Rand von P[l...i + 1], und es gilt
Border;+1(P) < r. Damit ist der lingste Rand von P[1...7 + 1] ein echtes Suffix von fa
und ein Prafix von 3, d.h. ein echtes Préifix von fa und somit ein Rand von Ga. Umgekehrt

ist auch der ldngste Rand von Ba ein Rand von P[1...i+1], d.h. Border;;1(P) = Border(Ba).
O
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Algorithmus 1.2 Bestimmung der léngsten Rénder

Eingabe: Wort P mit |P| =m

Ausgabe: Liangen Border;(P) der lingsten Réander der Préfixe von P
Bordery < 0;
fori—1tom-—1

(1)

(2)

(3) r < Border;;

(4) while » > 0 and P[r + 1] # P[i + 1]

(5) r < Border,;

(6) if P[r+ 1] = P[i+ 1] then Border;;1 < r +1;
(7) else Border;;1 < 0;

(8)  return (Bordery, ..., Bordery,);

Satz 1.4 Algorithmus 1.2 bestimmt die Werte Border;(P), 1 < i < m, mit einem Aufwand
von O(m).

Beweis. Die Korrektheit folgt aus der in Lemma 1.3 angegebenen Rekursion. Zu beachten
ist dabei, dass fiir den langsten Rand 5 von P[1...4| mit || = r und fiir ein Symbol a gilt:
Border,(fa) = Border,(3) = Border,(P).

In Bezug auf die Laufzeit miissen wir abschétzen, wie oft die while-Schleife durchlaufen
wird. Die Variable r wird mit Border; also mit 0 initialisiert. Mit jedem Durchlauf durch die
while-Schleife wird der Wert von » um mindestens 1 verringert. Der Wert von r kann im i-ten
Durchlauf der for-Schleife hochstens einmal um 1 erhoht werden (falls ndmlich am Ende des
(¢ — 1)-ten Schleifendurchlaufes die Zuweisung “Border; < r + 1”7 vorgenommen wurde). Da
der Wert von r niemals unter 0 sinkt, kann die while-Schleife folglich héchstens (m — 1)-mal
durchlaufen werden. O

In einem engen Zusammenhang zu den Perioden von P stehen auch die sogenannten Z-
Werte.

Definition 1.4 Es sei P ein Wort der Linge m. Fir 1 < i < m sei Z;(P) die Léinge r
des lingsten Prifives von P, so dass i eine Periode von P[1...r], aber nicht Periode von
P[1...r+1] ist.

4” a Y] | P
CANE |P

Satz 1.5 FEs sei P ein Wort der Ldinge m. Fine Zahl i, 1 < i < m, ist genau dann eine
Periode von P, wenn Z;(P) = m gilt. Isti keine Periode, so gilt P|Z;(P)+1] # P[Z;(P)+1—i];
das heifit, die Positionen Z;(P)+1 und Z;(P)+1—1 sind Zeugen dafiir, dass i keine Periode
181,

Der Beweis des Satzes ergibt sich direkt aus der Definition. Anwendung finden die Z-Werte
im Algorithmus von Vishkin (Abschnitt 1.7) sowie bei verschiedenen Beweisen.
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Beispiel 1.3 Fiir P = abcabba ergibt sich

v |112|13|4(5|6|7
Zi|1|12|5]4|5|7|7

Damit sind 6 und 7 die einzigen Perioden von P. Fiir ¢ = 3 gilt P[Z;(P) + 1] = Z[6] = b und
P[Z;(P) +1—i] = Z[3] = ¢, und damit ist 3 keine Periode von P. O

SchlieBlich soll noch gezeigt werden, dass man die Z-Werte in Linearzeit beziiglich der
Wortlédnge berechnen kann, was durch den Z-Algorithmus (Algorithmus 1.3) geschieht. Der Z-
Algorithmus berechnet fiir ein Wort P der Lénge m induktiv die Werte Z1(P), Z2(P), . .., Zm(P).
Den Wert von Z;(P) erhilt man durch explizites Vergleichen der Zeichen P[j] und P[j — 1]
ab j = 2. Im weiteren Verlauf speichert man den bisherigen hochsten Z-Wert in der Variablen
r und den dazugehérigen Index in der Variablen ¢. Da ¢ eine Periode von P[1...r] ist, gilt
insbesondere P[i+1...r] = P[i — ¢+ 1...r —{]. Fiir die Bestimmung von Z;(P) kénnen wir
nun den Wert Z;_,(P) =: k nutzen, wobei 2 Fille zu unterscheiden sind.

1.Fall: Z;, y=k<r—1/¢ 2. Fall: Z; _py=k>r—1/(
— P B [ I
i P L [ P
k k
[ P [ I I P
l i r l i r

Im 1. Fall folgt nach Definition von Z;_,:
Pli+1...k+{] = P[i—{+1...k] = P[1...k—i+/{] und Plk+{+1] = P[k+1] # Plk+1—i+/],
d.h. Z;(P)=k+{=Z,_¢(P)+ L.

Im 2. Fall folgt nach Definition von Z;_,:
Pii+1...r]=Pli—¢+1...7r—¥{ = P[l...r —i], d.h. Z;(P) > r. Den Wert Z;(P) erhilt
man nun durch explizite Vergleiche von P[j| und P[j — 1] fiir j > 7.

Algorithmus 1.3 Z-Algorithmus
Eingabe: Wort P, |P| =m
Ausgabe: Z;(P),1<i<m

(1) L—1;r1;

(2) fori—1ltom-—1

(3) ifi<rand Z;,_y<r—{then Z;, — Z,_y + ¢,
(4) else

(5) if r <ithen r «i;

(6) while r < m and P[r+1] = P[r +1 — ]
(7) rer+1;

®) Ziril i

9) L — m;

(10) return (Zi,...,2Zy);
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Satz 1.6 Der Z-Algorithmus berechnet fiir ein Wort P der Linge m die Werte Z;(P), 1 <
i <m, mit einem Aufwand von O(m).

Beweis. Die Korrektheit folgt aus den obigen Betrachtungen. Fiir den Beweis der Linearitét
der Laufzeit miissen wir die Anzahl der expliziten Vergleiche in der Bedingung der while-
Schleife zdhlen. Mit einem positiven Vergleich wird der Wert von r um 1 erhéht. Da der
Wert von r niemals verringert wird und nicht m {iberschreitet, gibt es insgesamt héchstens m
positive Vergleiche. Nach einem negativen Vergleich wird die while-Schleife verlassen; es gibt
also fiir jeden Wert von ¢ héchstens einen negativen Vergleich, insgesamt hochstens m — 1. O

1.3 Suche mit deterministischen endlichen Automaten

Um die Vorkommen von P zu finden, konstruiert man im Prédprozessing den minimalen de-
terministischen endlichen Automaten (DEA) Ap, der die Sprache ¥*P akzeptiert. Wie im
Satz 1.7 gezeigt wird, spielt bei der Konstruktion des DEA die Tabelle der Réander Border;(P)
eine entscheidende Rolle. Die Suche erfolgt, indem man dem DEA Ap den Text T als Eingabe
gibt. Erreicht Ap einen Endzustand, so wurde ein Vorkommen von P gefunden. Die Such-
phase erfolgt in linearer Zeit, wobei alle Textzeichen in ihrer natiirlichen Reihenfolge genau
einmal betrachtet werden. Es handelt sich damit um einen sogenannten Realzeit-Algorithmus.

Ein wesentlicher Nachteil der expliziten Konstruktion des DEA sind die Laufzeit des
Préprozessings sowie der Speicherplatz fiir den DEA jeweils in der GréBenordnung ©(|X|-|P|).
Dieser Nachteil wird in den Algorithmen von Morris-Pratt bzw. Knuth-Morris-Pratt be-
hoben, indem im Préiprozessing nicht die Uberfithrungstabelle des DEA, sondern nur die
Rénder der Prifixe gespeichert werden. Im Algorithmus von Simon werden schliefflich nur
die Transitionen ermittelt und gespeichert, die nicht zum Startzustand von Ap fithren. Alle
drei erwéhnten Varianten bendtigen einen zusétzlichen Speicherplatz von O(|P|), unabhéngig
von der Alphabetgrofie. Die Suchphase besitzt jeweils eine lineare Laufzeit, ist aber nicht
mehr ein Realzeit-Algorithmus.

Aus theoretischer Sicht sind die in diesem Abschnitt betrachteten Algorithmen vor allem
interessant, weil sie das Problem der exakten Suche in linearer Zeit fiir den schlechtesten Fall
16sen. Die praktische Bedeutung der DEA-basierten Algorithmen ist eher gering, da sie im
Mittel nicht schneller als der naive Algorithmus und wesentlich langsamer als der Horspool-
Algorithmus sind.

Satz 1.7 Es sei P € ¥* mit |P| = m. Die Sprache ¥*P wird akzeptiert durch den DEA

AP = (E’ {0717'-'>m}75703{m}) mit
, i+1 falls 0 <i < m,x = Pli+1],
5(17:6) = .
Border(P[1...ilx)  sonst.

Beweis. Wir zeigen durch vollstéindige Induktion iiber |T|: Fiir jedes Wort T ist 6*(0,7) die
Lénge des ldngsten Suffixes von T', das Préfix von P ist.

Die Induktionsbehauptung ist offenbar korrekt fiir || = 0. Gelte nun die Behauptung fiir
einen Text T mit |T| = n und sei 6*(0,7) = ¢. Dann ist P[1...7] das ldngste Suffix von T,
das ein Préifix von P ist. Fir x € ¥ gilt 6*(0,Tz) = 0(4, z).

Ist © = Pli 4+ 1], so gilt §(¢,2) =i+ 1 und P[1...7+ 1] ist das ldngste Suffix von Tz, das
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Prifix von P ist; d.h., die Induktionsbehauptung ist erfiillt.

Ist  # Pli + 1], so gilt §(i,z) = Border(P[l...i]z). Sei § das lingste Suffix von Tz, das
ein Prifix von P ist. Wir zeigen zunéchst, dass § hochstens die Lénge (i, ) haben kann. Im
Falle von § = ¢ ist diese Behauptung erfiillt. Anderenfalls gilt 8 = vz, und + ist ein Suffix
von T, das ein Prifix von P ist. Nach Induktionsvoraussetzung gilt |y| < ¢, aus P[i + 1] #
x folgt |y| < i. Damit ist v ein Rand von P[l...i] und § ein Rand von P[1...ilz, d.h.
|B] < 0(i,z). Andererseits ist das Prifix P[1...d(i,z)] ein Suffix von P[1...iJz und nach
Induktionsvoraussetzung auch ein Suffix von T'z. Damit folgt |3| > 6(i,x), d.h. |G| = 0(i, x).
O

Beispiel 1.4 Fiir P = abcabba ergibt sich der folgende DEA (Kanten zum Zustand 0 wurden
weggelassen):

a

Satz 1.8 Es sei |X| = o0 und P € ¥* ein Wort der Linge m. Der Automat Ap kann mit
einem Aufwand von O(m - o) konstruiert werden.

Beweis. Fiir die in der Uberfiihrungsfunktion bendtigten Werte Border(P[1...4]z) gilt fol-
gende Rekursion:

0 falls i = 0,

Border(P[1...ilx) =
order(P| i|x) {S(Bordem(P),fL‘> falls 0 <7 < m.

Die Werte Border; sind nach Satz 1.4 mit einem Aufwand von O(m) berechenbar. Damit
kann man fiir jeden Zustand i die Werte der Uberfithrungsfunktion mit einem Aufwand von
O(o) bestimmen. O

Algorithmus 1.4 DEA-Algorithmus zur Wortsuche
Eingabe: Worter P, T iiber ¥ mit |P| =m,|T| =n
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von P in T
Konstruiere den DEA Ap = (3,{0,1,...,m},0,0,{m});
S — ;1 0;
for j — 1ton

(1)
(2)
(3)
(4) i 6(5, T[j]);
(5)
(6)

if i =m then S — SU{j —m+1};
return S;

Satz 1.9 Algorithmus 1.4 findet alle Vorkommen von P in T mit einer Laufzeit von O(n)
(ohne Konstruktion von Ap).
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Beweis. Die Korrektheit folgt aus Satz 1.7. Die Laufzeitabschétzung ist trivial. O

Die Idee des Suchfensters wurde bisher nicht erwéhnt; sie steckt aber gleichwohl implizit
hinter dem DEA-Algorithmus. Eine Zustandsédnderung von ¢ nach i+1 bedeutet einen weiteren
Vergleich im aktuellen Suchfenster. Ein Wechsel vom Zustand ¢ zum Zustand j < i bedeutet
eine Verschiebung des Suchfensters um i — j + 1, wobei die Ubereinstimmung der ersten j
Zeichen garantiert ist.

Der Algorithmus von Morris-Pratt

Die Idee des Algorithmus von Morris und Pratt (MP-Algorithmus) ist, anstatt der Uberfithrungs-
funktion 0 des DEA Ap die Werte Border;(P) zu speichern und in der Suchphase den Nach-
folgezustand mittels der rekursiven Definition von ¢ aus Satz 1.7 zu berechnen.

Beispiel 1.5 Das Wort P = abcabba hat folgende Werte fiir Border;.

) 112(3|4|5|6|7
Border;[0/0/0|1{2]0]1

Damit ergibt sich gemé&f der rekursiven Definition von §:
d(5,a) = 6(Borders,a) = 6(2,a) (wegen P[6] # a)

= §(Borders,a) = 6(0,a) (wegen P[3] # a)
= 1 (wegen P[1] = a).

Algorithmus 1.5 Morris-Pratt-Algorithmus
Eingabe: Worter P, T iiber ¥ mit |P| =m,|T| =n
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von P in T

Bestimme die Werte Border;(P);

S — 0; 4« 0

(1)

(2)

(3) forj—1ton

(4) while i # 0 and P[i + 1] # T[j]

(5) i < Border;(P);

(6) if Pli+1] = T[j] then i — i+ 1;
(7) if i=m then S — SU{j —m+ 1};
(8)  return S;

Satz 1.10 Der Morris-Pratt-Algorithmus findet alle Vorkommen von P inT mit einer Lauf-
zeit von O(n).

Beweis. Zum Beweis der Korrektheit stellen wir nur fest, dass in den Zeilen 4 bis 6 der
Variablen i der Wert §(i, T[j]) zugewiesen wird, wobei § die Uberfithrungsfunktion des DEA
Ap ist. Fiir die Abschétzung der Laufzeit zeigen wir dhnlich wie im Beweis von Satz 1.4, dass
die Anzahl der Durchléufe der while-Schleife durch n beschrinkt ist. O
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Graphische Interpretation

Der Morris-Pratt-Algorithmus kann wie folgt graphisch interpretiert werden. Fiir ein Wort
P der Linge m konstruieren wir einen Graphen mit den Knoten (Zustdnden) 0,1,...,m.
Fir 1 < i < m gibt es die beschriftete Vorwdrtskante (i — 1, P[i],7) und die unbeschriftete
Riickwdirtskante von i nach Border;(P) (auch failure link genannt).

Ein Zustandsiibergang geschieht wie folgt. Ist die Vorwértskante aus dem aktuellen Zu-
stand mit dem aktuellen Textzeichen beschriftet, so folgt man dieser Kante und ist fertig. An-
derenfalls folgt man der Riickwértskante und wiederholt die Prozedur, bis man der Vorwérts-
kante folgen kann oder der Knoten 0 erreicht ist. Erreicht man den Knoten m, so wurde ein
Vorkommen gefunden.

Beispiel 1.6 Fiir P = abcabba ergibt sich der folgende Graph:

Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

Der Morris-Pratt-Algorithmus wird durch folgende Beobachtung zum Knuth-Morris-Pratt-
Algorithmus (KMP-Algorithmus) verfeinert: Gilt P[Border;(P) + 1] = P[i + 1] = a, so kann
0(i,z) fir & # a nicht Border;(P)+ 1 sein, da z auch nicht mit dem Zeichen an der Position
Border;(P) + 1 von P iibereinstimmt. Der MP-Algorithmus fiithrt also unter Umsténden
Vergleiche aus, die nicht nétig sind. Beispielsweise gilt fiir das Wort P = abcabba: P[2] =
P[5] = b, und damit kann §(4, z) fiir = # b nicht Border4(P) + 1 = 2 sein.

Eine genauere Betrachtung liefert folgendes Resultat: Bei der Definition der Uberfithrungs-
funktion 6 des DEA Ap darf man Border;(P) durch den wie folgt definierten Wert SBorder;(P)
ersetzen.

Definition 1.5 Fir 1 < i < |P| sei SBorder;(P) die Linge r des lingsten Randes von
P[1...i] mit P[r+ 1] # P[i+ 1] oder r = 0.

Satz 1.11 Fliir ein Wort P der Linge m, 1 <1i < m und r = Border;(P) gilt:

SBorder;(P) =
order(P) SBorder,(P)  sonst.

{7“ falls r =0 oder Pli + 1] # P[r + 1],

Auf den Beweis wird hier verzichtet. Die Werte SBorder; sind damit ebenfalls in linearer
Zeit berechenbar. Den KMP-Algorithmus erhélt man einfach, indem man im MP-Algorithmus
Border; durch SBorder; ersetzt.
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Beispiel 1.7 Das Wort P = abcabba hat folgende Werte fiir Border;(P) sowie SBorder;(P).

1 1(21314(5|6|7
Border; [0]0{0]1]2]0|1
SBorder;|0[0[0/0|2]|0|1

Damit ergibt sich geméfl der rekursiven Definition von § mittels Border bzw. SBorder:

d(4,¢) = 6(Bordery,c) = 0(1,c) (wegen P[5] # c)
= 0(Bordery,c) = 6(0,c) (wegen P[2] # ¢)
= 0 (wegen P[1] # ¢)

bzw.

d(4,¢) = 6(SBordery,c) = §(0,c) (wegen P[5] # ¢)

= 0 (wegen P[1] # ¢).

a

Allgemein kann man zeigen, dass der KMP-Algorithmus fiir jede Eingabe hochstens so
viele Vergleiche wie der MP-Algorithmus benétigt, im schlechtesten Falle (P = ab, T = a™)
allerdings ebenfalls 2n — 2.

Simon-Algorithmus

Eine genauere Betrachtung des Automaten Ap zeigt, dass hochstens 2m Kanten im Graphen
des Automaten nicht zum Zustand 0 fithren. Nur diese Kanten muss man explizit speichern.
Auf diese Weise ist es moglich, den Automaten Ap mit einem Platzbedarf und in einer Zeit
von O(m) zu konstruieren und zu speichern.

Im folgenden bezeichnen wir eine Kante der Form (k,z,k + 1) als Vorwdrtskante, eine
Kante der Form (k,z,j 4+ 1) mit 0 < j < k als Rickwdrtskante und eine Kante der Form
(k,x,0) als triviale Kante.

Lemma 1.12 Es sei P € ¥* ein Wort der Linge m. Der Graph des Automaten Ap enthdlt
hochstens m Riickwdrtskanten.

Beweis. Ist (k,x,j + 1) eine Riickwirtskante, so ist P[1...j] ein Rand von P[1...k], d.h.
(k — j) ist eine Periode von P[1...k|. Weiterhin gilt P[j + 1] = = sowie P[k + 1] # = oder
k = m. Das heift, fir i« = k — j erhalten wir Z;(P) = k und j = k — i. Damit hat jede
Riickwirtskante die Form (Z;(P), P[Z;(P) — i+ 1], Z;(P) —i+ 1), 1 <i < m, und es kann
hochstens m Riickwértskanten geben. O

Bei der Konstruktion von Ap kann man nun die trivialen Kanten weglassen und die
Riickwartskanten fiir jeden Zustand in einer Liste speichern. Dies ist in der Abbildung zu
Beispiel 1.4 bereits geschehen. Die Zeit fiir die Konstruktion von Ap ohne triviale Kan-
ten betrigt O(n). Fiir die Bestimmung des Nachfolgezustands iiberpriift man zuerst, ob die
Vorwirtskante mit dem aktuellen Textsymbol beschriftet ist. Danach durchsucht man die Li-
ste der Riickwértskanten. Sollte keine dieser Kanten mit dem aktuellen Textsymbol beschriftet
sein, ist der Nachfolgezustand 0.
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Algorithmus 1.6 Simon-Algorithmus

Eingabe: Worter P, T iiber ¥ mit |P| =m,|T| =n

Ausgabe: Menge S der Vorkommen von P in T
Konstruiere den DEA Ap = (3,{0,1,...,m},4,0,{m}) ohne triviale Kanten;
S — 0; 4« 0

(1)

(2)

(3) forj—1lton

(4) if Pli+ 1] = T[j] then i «— ¢ + 1;
(5) else

(6) 2 0;

(7) foreach Riickwértskante (i, x,i")
(8) if x = T[j] then z — i/; break;
(9) i~z

(10) if i=mthen S — SU{j —m+ 1};
(11) return S;

Die Anzahl der Schritte zur Ermittlung des Nachfolgezustandes betridgt somit maximal
1+, wobei r die Anzahl der Riickwartskanten aus dem aktuellen Zustand ist. Wir wollen jetzt
zeigen, dass trotz dieser Verzogerung die Gesamtlaufzeit der Suchphase linear (unabhéingig
von o) ist.

Lemma 1.13 Es sei P € ¥* ein Wort der Linge m. Gehen von einem Knoten k im Graphen
von Ap r Rickwdrtskanten aus, so gilt fir jede Rickwdirtskante (k,x,j+1): k—j>r.

Beweis. Wie bereits erwéhnt, besitzt P[1...k] einen Rand der Léange j, d.h. k — j ist eine
Periode von PI1...k]. Dann muss aber jedes Teilwort von P[1...k] der Liange k — j alle in
P[1...k] vorkommenden Symbole enthalten. Da P[1... k] mindestens r verschiedene Symbole
enthalt, folgt k — 7 > r. O

Satz 1.14 Es seien P,T € ¥* mit |P| = m, |T| = n. Der Simon-Algorithmus findet die
Vorkommen von P in T in O(n) Schritten.

Beweis. Wir bestimmen die gesamte Anzahl der Durchldufe durch die foreach-Schleife. Die
Variable ¢ wird mit 0 initialisiert und hochstens n-mal um 1 erh6ht. Gehen von einem Knoten
1 r Riickwiértskanten aus, so wird die foreach-Schleife hochstens r-mal durchlaufen und 7 um
mindestens (r — 1) verringert. Da der Wert von ¢ niemals kleiner als 0 wird, ist die Anzahl
der Durchldufe durch die foreach-Schleife durch n beschrinkt. O

Vergleich der DEA-Algorithmen

Alle 4 Varianten der Suche mit deterministischen endlichen Automaten haben eine Laufzeit
von O(n) fiir die Suchphase. Die Suche mit dem explizit angegebenen DEA ist der einzige
Realzeit-Algorithmus, hat aber auch einen zusétzlichen Platzbedarf von O(om). Die ande-
ren Algorithmen bendtigen nur einen zusétzlichen Platz von O(m) und unterscheiden sich vor
allem in der maximalen Anzahl der Schritte zur Berechnung des nichsten Zustandes (Verzoge-
rung, delay). In der folgenden Tabelle werden die Algorithmen beziiglich ihrer Verzégerung
fiir ein Suchwort der Lénge m verglichen.
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Algorithmus max. Verzogerung
DEA-Algorithmus | 1 (Realzeit)
MP-Algorithmus m

KMP-Algorithmus | logg(m) mit ® = 1+2\/5

Simon-Algorithmus | 1+ log, o (Riickwértskanten als geordnete Listen)

1.4 Der Shift-And-Algorithmus

Der Shift-And-Algorithmus ist ein relativ neuer Algorithmus, der die durch Bit-Arithmetik
mogliche Parallelisierung ausnutzt. Er ist effizient fiir die Suche nach P in T, wenn die Lénge
von P nicht grofler ist als die Zahl der Bits in einem Computerwort (zur Zeit also 32 bzw.
64).

Es besteht ein enger Zusammenhang zum nichtdeterministischen Automaten (NEA), der
die Sprache ¥*P akzeptiert. Dieser NEA hat fiir |P| = m die Form

NEAp = (%,{0,1,...,m},4,0,{m}) mit
0=A{(,Pli+1],i+1):0<i<m}U{(0,2,0): 2 € X}.

Beispiel 1.8 Fiir P = abcabba ergibt sich NEAp wie folgt:

by

a

Die Grundidee des Shift-And-Algorithmus ist, fiir jedes Prifix T'[1 ... j] die Menge der er-
reichbaren Zusténde zu berechnen. Diese Menge wird durch einen Bitvektor dargestellt. Durch
Ausnutzen der Bit-Parallelitdt kann ein Schritt des NEA fiir hinreichend kurze Suchworter in
konstanter Zeit erfolgen.

Bitvektoren

Ein Bitvektor der Linge m ist ein Wort der Liange m iiber {0,1}. Wir benutzen bei der No-
tation von Bitvektoren die Konvention, dass bei bekannter Linge m fithrende Nullen nicht
aufgeschrieben werden. Insbesondere verwenden wir die Schreibweisen 0 statt 0™ und 1 statt
0™~11. AuBerdem werden die Bits in der Regel von rechts nach links nummeriert. Zur Ma-
nipulation von Bitvektoren benutzen wir die Operationen & (bitweises AND), | (bitweises
OR), " (bitweises XOR), ~ (bitweise Negation), << (Verschiebung (Shift) der Bits nach links),
>> (Verschiebung der Bits nach rechts). Formal: Sind A = a,, - -a2a; und B = by, - - - baby
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Bitvektoren der Lénge m und ist k < m eine natiirliche Zahl, so definieren wir:

A& B = (am&bm)--~(a2&b2)(a1&bl),
A|B = (am|bm) - (az]b2) (a1 |b1),
A'B = (amAbm) s (GQAbg)(alAbl),
~A =~y ~ag ~aq,

A<<k = ap_p, - - - azar 0",

A>>Ek = Okam c Q420K -

Fiir £ > m ergibt sich A<<k = A>>k = 0™. Die Bit-Operationen &, |,” bzw. ~ sind auf
{0,1}2 bzw. auf {0, 1} wie folgt definiert:

albla&blalbla’d
0(0; O 010 al~a
0[1] 0 1|1 1
110 O 1|1 1] 0
1(1] 1 110
Bitvektoren werden hiufig genutzt, um Teilmengen einer endlichen Menge M = {1,2,...,m}

darzustellen. So entspricht einer Teilmenge M’ C M der Bitvektor by, - - - bob; mit b; = 1 ge-
nau dann, wenn 7 € M’. Insbesondere sind die mengentheoretischen Operationen einfach zu
realisieren:

Einermenge {i} erzeugen: 1<< (i — 1).

Komplement der Menge A: ~ A.

Vereinigung der Mengen A und B: A | B.
e Durchschnitt der Mengen A und B: A& B.
e Test,obie€ A: A& (1<< (i —1)) #0.

In der Programmiersprache Java kann man einen Bitvektor der Lénge 32 durch eine
Variable des primitiven Datentyps int realisieren. Die genannten Operationen sind in dieser
Sprache fiir den Typ int definiert, beanspruchen einen konstanten Aufwand und werden
sehr schnell ausgefiihrt. Fiir die Realisierung langerer Bitvektoren benotigt man mehrere int-
Variablen und entsprechend mehr Schritte fiir die Ausfithrung der Bitvektor-Operationen, die
durch notwendige Ubertriige zusitzlich kompliziert werden.

Der Algorithmus

Im Shift-And-Algorithmus wird die Menge der erreichbaren Zustéinde des nichtdetermini-
stischen endlichen Automaten NEAp = (%,{0,1,...,m},0,0,{m}) durch einen Bitvektor
Z = zpy - 2221 der Lange m kodiert. Da der Zustand 0 immer erreichbar ist, wird er nicht
kodiert. Dabei entspricht dem Zustand ¢ € {1,2,...,m} das Bit z;. Nach dem Einlesen des
Textes T[1...j] hat das Bit z; den Wert 1 genau dann, wenn der Zustand ¢ mit dem Wort
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T[1...j] erreichbar ist. Ein Vorkommen von P endet an der Stelle j genau dann, wenn das
Bit z,, den Wert 1 besitzt.

Aufler dem Bitvektor Z gibt es fiir jeden Buchstaben z € ¥ einen Bitvektor B[z] der
Linge m. In Blz]| ist das i-te Bit von rechts genau dann 1, wenn P[i] = z gilt. Die Vektoren
B[z] werden im Préaprozessing zunéchst alle mit 0 initialisiert. Gilt P[i] = x, so wird das i-te
Bit von Blx] mittels der Zuweisung

Blz] « Blz] | (1<<(i — 1))

auf 1 gesetzt.

Bei der Initialisierung fiir die Suche erhélt Z den Wert 0. Fiir die Berechnung des aktua-
lisierten Wertes von Z stellen wir fest, dass der Zustand ¢ genau dann mit dem Zeichen x
erreichbar ist, wenn aktuell der Zustand (i — 1) erreichbar ist und P[i] = z gilt. Die Aktuali-
sierung fiir Z und das Textzeichen x erfolgt in 3 Schritten:

1. Z«+ Z<<1; Setze den Wert des Bits z; auf den bisherigen Wert von z;_1, i > 2.
2. Z—Z|1, Setze den Wert des Bits z; auf 1.
3. Z <« Z&B[z]; Belasse den Wert 1 fiir ein Bit z; genau dann, wenn P[i] = x gilt.

Die Ausnutzung des Bit-Parallelismus erfolgt in den Schritten 1 und 3 durch Anwendung
des Shift- bzw. des And-Operators; dies erkliart den Namen des Algorithmus.

Algorithmus 1.7 Shift-And-Algorithmus
Eingabe: Worter P, T mit |P| =m,|T| =n
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von P in T

1 foreach x € &
2 Blz] < 0;

fori—1tom
BIP[i]] — BIP[i]| (1 << (i - 1));

S —0; Z«0;

for j«— 1ton
7 ((Z<<1)|1) & BT[]
if (Z&(1<<(m—1)))#0then S — SU{j—m+1};

return S;

N

AAAA/_\/_\,_\/_\,_\
~— N N S N N

Beispiel 1.9 Fiir ¥ = {a,b,c}, P = abcabba und T = abaabcabbab ergibt sich folgender
Ablauf des Algorithmus (das rechteste Bit von Z ist unten). Das Ende eines Vorkommens
erkennt man am 7. Bit von rechts.

=)
=
=
=
o

[Fcc-oco~o]3
EEEEEEEIR
[crccoccla]«
EEEEEEEIE
EEEEEEICEI R
[crccocola]«
EEEEEEIEIR
[Fecr-occma]s
[croc-cBo]«
[cecccorEa]«
BRI
BRI

[co~ocococoo]

[c—rocor~r~oo]
’oooooooo‘
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Satz 1.15 Der Shift-And-Algorithmus findet alle Vorkommen von P in T.

Beweis. Zum Beweis der Korrektheit zeigt man per Induktion, dass in Z das i-te Bit von
hinten tatséchlich genau dann 1 ist, wenn der Zustand ¢ in NEAp erreichbar ist. O

Die Laufzeit betrégt O(m + o - [2*]) fiir das Praprozessing und O(n - [%]) fiir die Suche,
wobei w die Liange eines Computer-Wortes ist. Fiir hinreichend kurze Suchworter P liefert
der Shift-And-Algorithmus also einen Realzeit-Algorithmus zur exakten Wortsuche. Da die
Operationen auf Bit-Ebene erfolgen, sind Implementierungen auch sehr schnell. Die Haupt-
bedeutung des Shift-And-Algorithmus ist jedoch, dass die Idee des Bit-Parallelismus ohne
weiteres auf komplexere Suchprobleme verallgemeinert werden kann.

Shift-Or-Algorithmus

Der 2. Schritt in der Aktualisierung des Shift-And-Algorithmus (rechtestes Bit auf 1 setzen) ist
erforderlich, da durch die Shift-Operation von rechts eine 0 nachgefiihrt wird. Dieser Schritt
kann eingespart werden, wenn man mit den Komplementwerten von Z bzw. Blz| rechnet.
Man setzt also im Préprozessing B’[z] «~ B[z] und in der Initialisierung Z’ <~ 0. Als
Aktualisierungsschritte bleiben dann:

1. Z'— Z'<<1;

2. 7' —Z7'|Bx];

Die Enden der Vorkommen findet man durch Test des m-ten Bits von Z’ auf 0.

Erweiterung: Buchstabenklassen.

Am Ende dieses Abschnittes soll der Shift-And-Algorithmus auf einige komplexere Suchpro-
bleme erweitert werden. Zunéchst geht es um die Suche nach Mustern mit Buchstabenklassen.
Das Suchmuster P hat die Form P = 5155 ---S,,, wobei die S; Teilmengen von ¥ sind. An-
stelle einzelner Buchstaben stehen im Muster also Mengen von Buchstaben. Eine Textstelle
gegeniiber einer Menge S mufl mit einem Buchstaben aus S {ibereinstimmen.

Fiir die Suche nach Mustern mit Buchstaben-Klassen ist der Shift-And-Algorithmus sehr
einfach zu verallgemeinern. Man braucht ndmlich nur die Bytes Blz] fiir die Zeichen aus %
anzupassen. Im Byte Blz]| wird das i-te Bit von rechts genau dann auf 1 gesetzt, wenn x € S;
gilt. Der Suchalgorithmus wird angewendet wie bei der Suche nach einem Wort.

Beispiel 1.10 Mit dem Muster P = ca{a, b}ac{b, c}b stimmen die Worter caaacbe, caaacch,
cabacbb und cabacch iiberein. Es ergibt sich der folgende NEA:

b b,
909996@@
by

Fiir die einzelnen Buchstaben ergeben sich die folgenden Bitvektoren:

Bla] = 0001110, B[b] = 1100100, B|c] = 0110001.
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Erweiterung: Optionale und wiederholbare Symbole.

Unser Suchmuster P kann jetzt Zeichen aus > sowie die Zeichenfolgen x?7, x4+ und x* mit
x € 3,7, 4, % ¢ ¥ enthalten. Die Interpretation der speziellen Folgen bedeutet: An der Stelle
von z? kann x oder ¢ stehen; an der Stelle von z+ kann ein beliebiges Wort aus {z}* stehen
und an der Stelle von x* kann ein beliebiges Wort aus {z}* stehen. Wir nennen z? ein
optionales, T+ ein wiederholbares und x* ein optionales und wiederholbares Symbol. Wir
betrachten hier nur das Problem, das Ende eines Vorkommens von P zu finden. Deshalb
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf} das erste Symbol nicht optional ist.

Der NEA fiir ein solches Suchmuster hat die gleiche Struktur wie der NEA fiir das Muster
ohne Sonderzeichen. Auflerdem gibt es fiir 7 und x* eine e-Kante parallel zur x-Kante sowie
fiir z+ und z* eine z-Schleife am Zielknoten.

Beispiel 1.11 Fiir P = ab*c?abb?a+ ergibt sich der folgende NEA:

Es gibt u.a. folgende Treffer: aaba, abbbbcabbaaa, acabbaa. O

Die einfache Struktur des NEA erméglicht die Anwendung von Bit-Arithmetik. Wie beim
Shift-And-Algorithmus wird die Menge der erreichbaren Zustédnde in einem Byte Z gespei-
chert. Im Préprozessing werden die Bytes B[z] wie beim Shift-And-Algorithmus ermittelt.
AuBlerdem bendtigen wir weitere Bytes

e O fiir die Speicherung optionaler Symbole:
Das i-te Bit von O ist genau dann 1, wenn das i-te Symbol optional ist.

R fiir die Speicherung wiederholbarer Symbole:
Das i-te Bit von R ist genau dann 1, wenn das i-te Symbol wiederholbar ist.

I: fiir die Anfiange von e-Pfaden:
Das i-te Bit von [ ist genau dann 1, wenn im Zustand ¢ ein maximaler e-Pfad beginnt.

F: fir die Enden von e-Pfaden:
Das i-te Bit von F' ist genau dann 1, wenn im Zustand ¢ ein maximaler e-Pfad endet.

Die Aktualisierung geschieht fiir ein Textzeichen x in 3 Schritten:

1. Z— (((Z<<1)]1)& Blx]) | (Z & Blz] & R)
Damit werden alle Nachfolgezusténde ermittelt, die iiber eine z-Kante erreichbar sind

2. E—~Z|F
Dies markiert alle Zusténde, die schon erreicht oder das Ende eines e-Pfades sind.

3. Z—Z|(0O&((~(FE—-1))E))
Das i-te Bit in (E —I) hat genau dann den gleichen Wert wie das i-te Bit in E, wenn der
Zustand ¢ entweder zu keinem e-Pfad gehort oder zu einem e-Pfad gehort und irgendein
weiter links gelegener Zustand des selben e-Pfades schon erreicht ist.
Damit ergibt die Operation (O & ((~(F —I))"E)) im i-ten Bit genau dann den Wert 1,
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wenn der Zustand ¢ zu einem e-Pfad gehort und irgendein weiter links gelegener Zustand
des selben e-Pfades schon erreicht ist; das heifit, in Z haben am Ende alle Bits den Wert
1, wenn die zugehédrigen Zustidnde erreichbar sind.

Beispiel 1.12 Fiir unser Beispielwort P = abxc?abb”a+ erhalten wir die Bitvektoren
Bla] = 01001001, B[b] = 00110010, B[c] = 00000100,
O = 00100110, R = 01000010, I = 00010001, F' = 00100100. O

1.5 Die Algorithmen von Boyer-Moore und Horspool

In den bisher betrachteten Algorithmen wurde innerhalb des Suchfensters von links nach
rechts vorgegangen. Ein Effekt war, dass jedes Textzeichen mindestens einmal betrachtet
wurde, so dass auch im besten Fall mindestens eine lineare Anzahl von Vergleichen notwendig
war. In den Algorithmen dieses und des néchsten Abschnitts wird im Suchfenster von rechts
nach links verglichen und anschlieBend das Suchfenster nach verschiedenen Regeln verscho-
ben. Dadurch ist es nicht mehr nétig, jedes Textzeichen zu betrachten. Trifft man z.B. im
ersten Vergleich von P = abcabba auf das Zeichen d, so kann im gesamten Suchfenster kein
Vorkommen beginnen, da P das Textzeichen d nicht enthélt. Man darf also um den Betrag 7
verschieben. Ist das letzte Textzeichen des Fensters ein ¢, so ist immerhin noch eine Verschie-
bung um den Betrag 4 moglich. Diese Bad Character Regel ist die Grundlage der beiden in
diesem Abschnitt betrachteten Algorithmen.

Der klassische Boyer-Moore-Algorithmus benutzt eine weitere Heuristik, die sogenannte
Good Suffix Regel. Mit dieser Regel lassen sich weitere Verschiebungen erzielen, wenn mehrere
Vergleiche positiv ausgehen, also ein Suffix des Suchwortes mit dem Text im Fenster iiberein-
stimmt. Diese Regel ist fiir die mittlere Laufzeit allerdings relativ bedeutungslos, da es nur
selten zu einer Ubereinstimmung mit einem Suffix kommt. AuBerdem erfordert sie ein relativ
aufwendiges Praprozessing. Der einfachere Algorithmus von Horspool verwendet nur die Bad
Character Regel und ist in der Praxis sehr effizient.

Dieser Abschnitt ist wie folgt aufgebaut: Nach der ausfiihrlichen Prisentation der Algo-
rithmen analysieren wir die mittlere Laufzeit des Horspool-Algorithmus. Es wird insbesondere
gezeigt, dass die mittlere Laufzeit in der Gré8enordnung O(2) liegt. Schlielich wird die Bad
Character Regel erweitert, indem die Verschiebung nicht nur fiir einzelne Textzeichen, son-
dern fiir alle Worter einer vorgegebenen Lange ¢ ermittelt wird. Bei optimaler Wahl von ¢
betrigt die mittlere Laufzeit des Horspool-Algorithmus O("lo%) fiir ein Suchwort der Lénge
m und einen Text der Linge n.

Der Boyer-Moore-Algorithmus
Zunéchst nennen und formalisieren wir die beiden bereits genannten Verschiebungsregeln.
Bad Character Regel. Stimmt das letzte Zeichen von P nicht mit dem letzten Textzeichen

2 im Suchfenster iiberein, so darf man P so weit verschieben, dass das letzte Vorkommen von
x in P auf diese Textposition trifft.
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— [z] | P
| [z] B r
[z] s

(Starke) Good Suffix Regel. Stimmt ein Suffix o von P mit dem aktuellen Text {iberein,
und stimmt das Suffix za nicht mit dem Text iiberein, so darf man P so weit verschieben,
dass das letze Vorkommen von « in P, das kein Vorkommen von za ist, gegeniiber dem
entsprechenden Text steht.

P
Y] [ ] P
| [ T

Sollte ein solches Vorkommen von « nicht existieren, so darf man P so weit verschieben,
dass das ldngste Suffix von «, das ein Préfix von P ist, gegeniiber dem Ende des aktuellen
Textfensters steht.

-8 P
(B [ " aiB]p
| [ aif] T

Formal fithren wir zur Beschreibung der beiden Heuristiken die folgenden Gréflen ein.

Definition 1.6 Fir P € ¥* mit |P| =m und x € ¥ ist

R, (P):=max ({1 <i<m: P[i]=2}U{0}),
d.h., Ry(P) ist das letzte Vorkommen von x in P. Auferdem sei Shift,(P) =m — Ry(P).
Definition 1.7 Sei P € ¥* mit |P| =m. Fir1<i<m—1 sei

L;(P) := max(Jy(P,i) U Jo(P,i) U{0}) mit
Ji(Pyi) ={j-m—i<j<mAPli+1...m|=Pj—(m—i)+1...5] AP[j— (m—1)] # Pli]},
Jo(Pi) = {j:1<j<m—iAP[l...j]=Pm—j+1...m]}.

AufSerdem sei Ly(P) := Border(P).

Offensichtlich ist Ji(P,7) die Menge aller Positionen in P, an denen ein Vorkommen von
P[i 4+ 1...m], aber kein Vorkommen von PJi...m| endet; Jo(P,4) ist die Menge aller Posi-
tionen in P, an denen ein Suffix von P[i + 1...m] endet, das ein Prifix von P ist. Aus den
beiden Heuristiken ergibt sich:

Boyer-Moore-Verschiebungsregel

Es sei ¢ die erste Stelle von rechts in P, bei der ein Mismatch mit dem Text im aktuellen
Suchfenster auftritt. Gilt i = m, so verschiebe um m — R,(P) = Shift,(P). Anderenfalls
verschiebe um m — L;(P).
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Beispiel 1.13 Fiir P = abcabba mit ¥ = {a, b, ¢, d} erhalten wir:

T albleld
R, ||7/6|3]0
Shift,||0|1]4|7

1 (|0]1]2]3]4]5|6
L;||1{1{1|1|1|1}4

Dies fiithrt zu folgenden Verschiebungen.

Suchwort: abcabba abcabba abcabba abcabba
Textausschnitt: | ...... d... | ...... Cove | vt aa.. | ....cbha...
Verschiebung;: 7 4 3 6

Algorithmus 1.8 Boyer-Moore-Algorithmus
Eingabe: Worter P, T mit |P| =m,|T| =n
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von P in T

(1) Préprozessing: Bestimme Ry (P), x € ¥ und L;(P), 0 < i < m.
(2) S — 0k —m;

(3) whilek<n

(4) if P[m] # T[k] then k < k +m — Ry (P);
(5) else

(6) te—m-—1;5—k—1;

(7) while i > 0 and P[i] = T'[j]

(8) 1—1—1;5«—j5—1;

9) if i=0then S— SU{k—m+1};
(10) k«—k+m— Li(P);

(11) return S;

Satz 1.16 Der Boyer-Moore-Algorithmus findet alle Vorkommen von P in T.

Auf einen formalen Beweis verzichten wir hier. Informell wurde die Korrektheit der Verschie-
bungsregeln bereits diskutiert. Zur Laufzeit ist zu sagen, dass sie im schlechtesten Fall O(mn)
betragt. Einen Algorithmus mit linearer Laufzeit im schlechtesten Fall erhélt man, indem
man folgende zusitzliche Regel (Regel von Galil) beachtet:

Regel von Galil

Gibt es in der aktuellen Phase eine Ubereinstimmung mit dem Textstiick 7[j + 1...k] und
betrégt die Verschiebung mindestens j,
so vergleiche in der nichsten Phase von rechts hochstens bis zur Stelle k£ + 1.

Der Beweis fiir dieses Laufzeit-Resultat ist ziemlich schwierig. Man kann ihn im Buch von
Gusfield [6] finden.

Boyer-Moore-Priprozessing in Linearzeit

Die fiir die Verschiebung nach der Bad Character Regel benotigten Werte R, (P) konnen sehr
einfach mit einem Aufwand von O(m + o) bestimmt werden:
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Algorithmus 1.9 BM-Préprozessing: R,-Werte
Eingabe: Wort P € ¥*, |P| =m
Ausgabe: R, (P) fir x € ¥
(1)  foreach z € ¥
(2) Ry —0;
(3) fori—1tom
(4)
()

x «— Pli]; Ry < 1;
return (R, : xz € X);

Zur Bestimmung der fiir die Good Suffix Regel benétigten L;-Werte kann man die Z-
Werte des Wortes P" heranziehen. Mit den Notationen aus Definition 1.7 gilt ndmlich fiir
0<r<m:

Ji(Pi) ={j-m—i<j<mAm>Z, j(P")=(m-—j)+(m-—1i)},
Jo(Pyi) ={j:1<j<m—iANZp_;(P")=m}.

Fiir die Werte L?(P) = max(Jo(P,i) U {0}), 0 < i < m, ergibt sich mit der Notation

L2 (P) = 0 die folgende Rekursion:

L2(P) = (m—1i) falls Zp,_i(P") =m,
' L?,,(P) sonst .

Um die L;-Werte zu bestimmen, geht man von den L?—Werten aus und setzt fiir wachsendes
j den L;-Wert fir (m — i) = Z,,—;(P") — (m — j), d.h. fiir i =2m — j — Z,—;(P") auf j. Es
ergibt sich damit der folgende Algorithmus:

Algorithmus 1.10 BM-Préprozessing: L;-Werte
Eingabe: Wort P € ¥* |P| =m
Ausgabe: L;(P) fir 0 <i<m—1
for j«—1tom—1
2y T (P,
L, < 0;
for ¢ <— m — 1 downto 1
if Z =m then L; — i;
else Li — Li-i-l;

T W N~
~—

Lo < Lq;
for j—1tom—1
1 2m—j — Z;;
) if Z; <m then L; < j;
) return (Lo, L1,...,Lyn-1);

oo

AN AN N N N N N N N S
=) ~N
= O —

—_ =

Satz 1.17 Algorithmus 1.10 berechnet fiir ein Wort P der Linge m die Werte L; (0 < i <
m — 1) in einer Zeit von O(m).

Beweis. Die Korrektheit folgt aus den oben angegebenen Beziehungen zu den Z-Werten von
P". Die Z-Werte von P" sind in linearer Zeit berechenbar. Der Rest des Algorithmus lduft
offensichtlich in linearer Zeit. O
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Horspool-Algorithmus

Wie schon erwihnt, benutzt der Horspool-Algorithmus nur die Bad Character Regel fiir die
Verschiebung. Ergibt sich im ersten Vergleich eine Ubereinstimmung, so wird am Ende der
Phase um den Betrag 1 verschoben. Der Pseudocode des Horspool-Algorithmus ergibt sich
also ganz einfach (Algorithmus 1.11).

Algorithmus 1.11 Horspool-Algorithmus
Eingabe: Worter P, T mit |P| =m,|T|=n
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von P in T

(1)  Prdprozessing: Bestimme R, (P), x € X.
(2) S — 0k —m;

(3) whilek<n

(4) if Plm] # T[k] then k — k +m — Ryyy(P);
(5) else

(6) i—m-—1;j—k—1;

(7) while i > 0 and P[i] = /]

(8) 1—i—1;5«—75—1;

9) ifi=0then S — SU{k—m+1};
(10) ke kot 1;

(11) return S;

Im Vergleich zum Boyer-Moore-Algorithmus muss man feststellen, dass im Falle eines po-
sitiven Vergleichs im ersten Schritt einer Suchphase die Verschiebung nach der Bad Character
Regel in der Regel kiirzer ist als die nach der Good Suffix Regel. Da fiir grofiere Alphabete der
erste Vergleich allerdings meistens negativ ausfillt, ist dies kein grofler Nachteil. Der grofie
Vorteil des Horspool-Algorithmus ist seine Einfachheit, besonders die Unkompliziertheit des
Préprozessings. Zwei Bemerkungen noch zum Schluss:

1. Man kann im Falle eines positiven ersten Vergleichs nach dem Ende der Phase um den
Betrag m — Ry, (P[1 ... m—1]) verschieben. Dann wird bis zum vorletzten Vorkommen
von T[k] = P[m] in P verschoben.

2. Nach einem positiven ersten Vergleich ist die Reihenfolge der weiteren Zeichvergleiche
beliebig. Man kann insbesondere die weiteren Vergleiche von links nach rechts vorneh-
men. Dies ermdglicht eine Kombination mit den Ideen des KMP-Algorithmus und damit
die Schaffung eines relativ einfachen und im Mittel schnellen Algorithmus mit linearer
Laufzeit im schlechtesten Fall.

Durchschnittliche Laufzeit des Horspool-Algorithmus

Wir beenden den Abschnitt mit einigen Uberlegungen zur durchschnittlichen Laufzeit des
Horspool-Algorithmus.

Wir mochten die mittlere Laufzeit T'(m,n) fiir Suchworter der Lange m und Texte der
Lénge n ermitteln. Dazu bestimmen wir die mittlere Anzahl der Vergleiche Comp(m) sowie

die mittlere Verschiebung Shift(m) fiir Suchworter und Textabschnitte der Lénge m. Fiir die
n-Comp(m)

mittlere Laufzeit gilt T'(m,n) ~ “Shifim) -
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Analog zu den Betrachtungen fiir den naiven Algorithmus (Abschnitt 1.1) erhalten wir
Comp(m) < -%5.
Fiir die mittlere Verschiebung betrachten wir den Fall, dass im ersten Vergleich ein Mis-
match stattfand (bzw. dass die Bemerkung 1 zum Horspool-Algorithmus beachtet wurde).

Die mittlere Verschiebung ergibt sich als

m—1

Shift(m) = pi- (i +1),

=0

wobei p; die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass fiir ein z € ¥ und ein zufilliges Wort P € XF,
Shift,(P) =i+ 1 ist. Offensichtlich gilt

1 i 1 1 m—1

o o g

Shift(m)

Il
3
o @ llJ
N
=
|
Q|+
N—
Q|
-
+
=
+
N
—_
|
Q|
N~
3
N
3

Analog zu den Betrachtungen fiir den naiven Algorithmus ergibt sich

Shift(m) = 11__]1: _ <1 - (1 - i>m> .

Der Wert von Shift(m) ist abhéngig vom Verhéltnis zwischen AlphabetgréBe o und Such-
wortldnge m. Fiir m > o betrégt er ungefdhr o, wihrend sich fiir o > m in etwa der Wert
m ergibt. Fiir 0 = 100 erhalten wir beispielsweise:

m 2 |10 50 | 100|200 | 1000
Shift(m)[1.99]9.6/39.5(63.4|86.699.996

Erweiterte Bad Character Regel

Wie soeben gesehen, ist die mittlere Verschiebung durch die Alphabetgrofie o beschrankt. Fiir
kleine Alphabete (z.B. DNA) ist dies entsprechend gering. Eine VergroBerung der mittleren
Verschiebung kann man erreichen, indem man die Bad Character Regel auf Worter einer
festen Lénge g erweitert. Zunéchst ermittelt man fiir jedes Wort o der Liange ¢ das Ende
R, (P) seines letzten Auftretens in P. Falls kein Vorkommen von « in P existiert, setzt
man R,(P) = q — 1. In einer Suchphase betrachtet man immer die letzten ¢ Symbole des
Textfensters. Die erlaubte Verschiebung nach der Suchphase betragt max{1l, m — Ry (P)}.

Definition 1.8 Fir g > 1, a € £, P € ¥*, |P| = m > q sei Ro(P) die rechteste Stelle in
P, an der ein Vorkommen von « endet bzw. (¢ — 1), falls o micht in P auftritt.

Wir definieren Shift, (P) := m — Ry (P).
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Es ergibt sich die verallgemeinerte Bad Character Regel: Ergeben die q letzten Zeichen im
aktuellen Textfenster das Wort «, so verschiebe um den Betrag max{1, Shift,(P)}.

Man stellt fest, dass die mittlere Zahl der Vergleiche pro Phase ¢+ O(1) und die mittlere
Verschiebung ©(min{o?, m}) betrégt. Das Priprozessing (Berechnung der R,,) erfordert einen
Aufwand von O(m + o7).

Man kann ¢ natiirlich abhéingig von m wéihlen. Die optimale Wahl ist ¢ = [log, m].
Die mittlere Zahl der Vergleiche pro Phase betridgt dann Comp(m) = O(log, m), die mittlere
Verschiebung ist ©(m). Der Aufwand fiir das Priprozessing ist O(o -m). Die mittlere Laufzeit
ergibt sich als (9(”'10%).

In der Praxis ist die erweiterte Bad Character Regel nur fiir kleine Alphabete empfehlens-
wert, da fiir grole Alphabete ein hoher zusétzlicher Speicheraufwand und ein langes Prapro-
zessing notig sind. So ist z.B. fiir ¢ = 100 und ¢ = 2 bereits eine Tabelle mit 10000 Werten zu
speichern. Man kann jedoch den benttigten Speicherplatz verringern, indem man mit Hash-
Funktionen arbeitet. Durch eine Hash-Funktion wird ein Wort o € ¢ auf eine natiirliche
Zahl 0 < H(a) < p — 1 abgebildet, wobei p ~ m gilt. Eine gute Wahl von H ist amodp,
wobel « als eine Zahl aus dem Intervall [0,0% — 1] angesehen wird und p eine Primzahl ist.
Néheres zu Hash-Funktionen und ihrer Berechnung findet man im Abschnitt 1.8 iiber den
Karp-Rabin-Algorithmus. Im Préprozessing berechnet man dann eine Tabelle R’ der Grofie
p mit R, = max{R, : H(«) = i}. Der Rechenaufwand fiir die Bestimmung von R’ betrigt
O(m+p). Wihrend der Suche bestimmt man fiir das Suffix o des Suchfensters den Wert H («)
und verschiebt entsprechend dem Wert von R, ,. Von Bedeutung ist die erweiterte Bad Cha-
racter Regel unter Verwendung von Hash-Funktionen jedoch vor allem fiir die effiziente Suche
nach mehreren Wortern (Wu-Manber-Algorithmus).

1.6 Algorithmen mit Suffixautomaten

Der Boyer-Moore-Algorithmus vergleicht in einer Phase so lange von rechts nach links, wie
der Text mit einem Suffiz des Suchwortes iibereinstimmt. Wie bereits gesehen, ist die mittlere
Zahl der Vergleiche ~Z5, und die mittlere Verschiebung betréigt . Um grofiere Verschiebungen
zu erreichen, kann man die erweiterte Bad Character Regel benutzen.

Eine andere Idee besteht darin, die Vergleiche in einem Textfenster so lange fortzusetzen,
wie das Suffix des Textes im Fenster mit einem Faktor des Suchwortes iibereinstimmt. Es sei
k das rechte Ende des aktuellen Suchfensters. Ist T'[j + 1...k] ein Faktor von P, T[j...k]
aber nicht, so kann ein Vorkommen von P frithestens an der Stelle j + 1 beginnen, d.h. man
kann das Suchfenster um k — j Stellen verschieben. Sollte an der Stelle k£ ein Vorkommen von
P enden, so verschiebt man um eine Stelle.

— |P
l |P

| [ | T

J k

Die Verschiebungsregel kann noch verbessert werden. Wahrend der Vergleiche speichert
man laufend die kleinste Zahl j', fiir die T[j’ ... k| ein Prdifiz von P ist. Nach der Suchphase
darf man das linke Ende des Fensters bis zur Stelle 5’ verschieben.
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- P
|P
| [ I T
J ik
Beispiel 1.14 Fiir das Wort P = abcabba und das Textfenster abcacab ergibt sich der ldngste

Faktor cab, das langste Prifix ist ab. Nach der ersten Regel darf man um den Betrag 4
verschieben, nach der zweiten Regel um 5. O

Die Beriicksichtigung der Prifixe fiihrt in der Regel zu einer grofieren Verschiebung, er-
fordert aber zusétzlichen Aufwand. Wir geben im folgenden immer die einfachere Variante
ohne Beriicksichtigung der Préfixe an. In Algorithmus 1.12 ist das allgemeine Schema fiir die
Riickwérts-Suche nach Faktoren dargestellt.

Algorithmus 1.12 Faktor-Algorithmus(Prinzip)
Eingabe: Worter P, T iiber ¥ mit |P| =m,|T| =n
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von P in T

(1) kem;

(2) while £ <n

(3) J—k;

(4) while T[j ... k] ist Faktor von P

(5) j—i—1

(6) ifj=k—mthenS— SU{k—m+1}k—k+1;
(7) else k — j +m;

(8)  return S;

Die wesentliche Aufgabe besteht nun darin festzustellen, ob T'[j...k] ein Faktor von P
ist. Dies wird durch endliche Automaten geleistet. Es gibt drei Varianten:

1. Man konstruiert den minimalen partiellen DEA, der die Suffixe von P" akzeptiert und
gibt diesem DEA das Wort im Textfenster von rechts nach links als Eingabe. Der Text
von rechts ist genau so lange ein Faktor des Suchwortes, wie ein Nachfolgezustand
erreichbar ist.

Die Konstruktion des DEA ist in linearer Zeit moglich, aber sehr kompliziert. Deshalb
hat diese Variante in der Praxis keine Bedeutung.

2. Die Idee ist wie bei der ersten Variante, aber statt des DEA verwendet man den NEA.
Dieser hat eine sehr einfache Struktur und wird effizient durch Bitarithmetik implemen-
tiert.

Diese Variante ist sehr schnell fiir Suchworter, deren Léinge relativ kurz (2 Computer-
Worter) ist.

3. Es wird ein partieller DEA konstruiert, der die Suffixe von P" und einige weitere Worter
akzeptiert (Orakel-DEA). Wiederum darf man die Suchphase abbrechen, sobald kein
Nachfolgezustand existiert.

Man bendétigt einige Vergleiche mehr als in der ersten Variante. Dafiir ist aber der
Orakel-DEA sehr viel einfacher zu konstruieren. Diese Variante ist die beste fiir lange
Suchworter.
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Deterministische Suffixautomaten

Zur Bestimmung des ldangsten Faktors von P an einer Textstelle verwendet man den Suffi-
zautmaten von P’.

Definition 1.9 FEs sei w ein Wort. Der Suffixautomat (auch DAWG fiir Directed Acyclic
Word Graph) ist der minimale partielle deterministische endliche Automat, dessen akzeptierte
Sprache die Menge der Suffixe von w ist.

Beispiel 1.15 Fiir P = abcabba ergibt sich der folgende DAWG von P" = abbacba:

|

Ein Textstiick S = T'[j...k| ist genau dann ein Faktor des Suchwortes, wenn fiir S” ein
Zustand des DAWG definiert ist; es ist zusétzlich genau dann ein Préfix, wenn dieser Zustand
ein Endzustand ist.

Beispiel 1.16 Fiir das Wort P = abcabba und das Textfenster abcacab ergibt sich die Zu-

standsfolge 0 28 % 9 5% 5% undefiniert. Der lingste Faktor ist folglich cab, das lingste
Prifix ist ab. U

Algorithmus 1.13 Backward DAWG Matching (BDM-Algorithmus)
Eingabe: Worter P, T iiber ¥ mit |P| =m,|T| =n
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von P in T

(1) Konstruiere den DAWG fir P" A = (3, Z, 0, 20, F);

(2) S 0; 2 — z0; k — m;

(3) whilek<n

(4) jk;

(5) while §(z, T[j]) existiert

(6) 2 e 6Tl § — j— 1

(7) if j=k—mthenS— SU{k—m+1}k—k+1;
(8) else k «— j+m;

(9)  return S;

Die Laufzeit des BDM-Algorithmus betriagt im schlechtesten Fall ©(m - n). Im Durch-
schnittsfall ist die Laufzeit © (n?ﬁ”m), wobei ¢, die mittlere Liénge des ldngsten Teilwortes

von P ist, das Suffix eines Wortes der Lénge m ist. Man kann zeigen, dass ¢,, ~ log, m gilt,

d.h. die mittlere Laufzeit ist in der GréBenordnung © (%) .Durch Kombination mit Ide-
en des KMP-Algorithmus kann man einen Algorithmus gewinnen, der im schlechtesten Fall in

linearer Zeit 1lduft und im Durchschnittsfall nur um einen konstanten Faktor langsamer wird.
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Was das Priprozessing betrifft, so kann man zeigen, dass der DAWG eines Wortes der
Lénge m hochstens 2m Knoten und 4m Kanten besitzt und in linearer Zeit konstruiert wer-
den kann. Dennoch ist die Konstruktion relativ kompliziert und verlangsamt die praktische
Laufzeit.

Nichtdeterministische Suffixautomaten

Der NEA, der die Suffixe von P" akzeptiert, hat eine sehr einfache Struktur und ldsst sich
mit Hilfe von Bitarithmetik fiir hinreichend kurze Suchworter effizient implementieren.

Definition 1.10 Fiir ein Wort S € X* der Ldinge m ist der Suffic-NEA der Automat
As = (%,{0,1,...,m},5,{0,1,...,m},{m})
mit § = {(i — 1, P[i],7)} fir 1 <i<m.

Beispiel 1.17 Fiir P = abcabba ergibt sich der folgende Suffix-NEA von P" = abbacba:

O ) O () O O (@)

a

Die Simulation des Suffix-NEA erfolgt &hnlich wie beim Shift-And-Algorithmus. Im Prépro-
zessing wird jedem Buchstaben x € ¥ ein Bitvektor Blz| der Linge m + 1 zugewiesen. In
Blz] ist das i-te Bit von hinten genau dann 1, wenn P[i] = z gilt. Die Menge der erreichbaren
Zusténde sind in einem Bitvektor der Z = z,, - - - 2129 kodiert, wobei das Bit z; genau dann
den Wert 1 besitzt, wenn im Suffix-NEA von P" der Zustand m — ¢ erreichbar ist. Bei der
Initialisierung von Z erhalten alle (m + 1) Bits den Wert 1. Die Aktualisierungsregel fiir Z
lautet

Z — (Z>>1)& B[T[j]].

Das betrachtete Textstiick ist ein Faktor des Suchwortes, solange Z # 0 gilt. Ein Prifix liegt
genau dann vor, wenn das rechteste Bit von Z gleich 1 ist.

Beispiel 1.18 Fiir das Wort P = abcabba erhalten wir im Préprozessing die Bitvektoren
B, = (01001001), B, = (00110010), B, = (00000100).

Fiir das Textfenster abcacab ergibt sich die Bitvektoren-Folge

(11111111) % (00110010) -% (00001001) % (00000100) -% (00000000).

Der langste Faktor ist folglich cab, das langste Préfix ist ab. O



Ralf Stiebe: Textalgorithmen, WS 2005/06 34

Algorithmus 1.14 Backward NDAWG Matching (BNDM-Algorithmus)
Eingabe: Worter P, T mit |P| =m,|T|=n
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von P in T

Z — (Z>>1)& B[T[j]);

(1)  foreach z € ¥

(2) Blz] « 0;

(3) fori—1tom

(4)  BIPli)) — BIPGI)| (1<<(i— 1);
(5) S —0; k—m;

(6) while k<n

(7) Z — 1" =k

(8) while Z # 0

(9)

(10) if Z#0then j— j—1;
(11) if j=k—mthen S— SU{k—m+1}; k—k+1;
(12) else k — j + m;
(13) return S;

Suffix-Orakelautomaten

Fiir die Korrektheit der Verschiebungsregel des Faktor-Algorithmus ist entscheidend, dass
T[j...k] kein Faktor von P ist. Hingegen ist es unerheblich, ob T'[j + 1...k] ein Faktor ist.
Man darf also ohne weiteres den Suffix-DEA durch einen DEA ersetzen, der aufler den Suffixen
von P" eventuell weitere Worter akzeptiert. Dies leistet der sogenannte Orakel-DEA.

Der Orakel-DEA fiir ein Wort S mit |S| = m wird ohne Beriicksichtigung der Endzusténde
wie folgt induktiv aufgebaut:

1. Der Orakel-DEA ¢ = S[1...0] besteht aus dem Startzustand 0 und besitzt keine Tran-
sitionen.

2. Sei der Orakel-DEA fiir S[1...4] mit der Transitionenmenge § konstruiert. Man erhélt
den Orakel-DEA fiir S[1...i+ 1], indem man den Zustand ¢+ 1 hinzufiigt und fiir jedes
Suffix 5 von S[1...4] eine Transition (6*(0, ), S[i+1], (i+1)) einfligt, sofern noch keine
Transition (6*(0,3), S[i + 1],j) mit j < i existiert.

Die Endzusténde des Orakel-DEA erhélt man als {0*(0, ) : § ist Suffix von S}.

Beispiel 1.19 Fiir P = abcabba ergibt sich der folgende Orakel-DEA von P" = abbacba:

a

Offensichtlich akzeptiert der Orakel-DEA fiir S alle Suffixe von S. In der Regel werden
noch weitere Worter akzeptiert, in unserem Beispiel abba und bba. Der Orakel-DEA besitzt
m + 1 Zustdnde. Die Anzahl der Transitionen scheint auf den ersten Blick im schlechtesten
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Fall quadratisch zu sein. Tatséchlich ist sie jedoch durch 2m — 1 beschrankt. Algorithmus 1.15
liefert eine Konstruktion in linearer Zeit. Wesentlicher Bestandteil der Konstruktion ist das
Array Supply. Der Wert Supply; gibt das Ende des letzten Vorkommens von 3; in S[1...7—1]
an, wobei f3; das langste Suffix von S[1...4] ist, das ein Faktor von S[1...7 — 1] ist.

Algorithmus 1.15 Konstruktion des Orakel-DEA
Eingabe: Wort S € ¥ mit |S| =m
Ausgabe: Orakel-DEA fiir S

(1) Z <« {0}; 6« 0; E < 0; Supplyy « —1;

(2) fori—1ltom

(3) Z — Z U{i};

(4) §—o0U{(i—1,8[i,)};

(5) Supply; — 0;

(6) k — Supply;—1;

(7) while & > 0

(8) if Transition (k, S[i], j) existiert then Supply; < j; break;
9) else § — 6 U{(k, S[i],7)}; k — Supply,;
(10) e« m;

(11) whilee >0

(12) E — EU{e}; e «— Supply,;

(13) return A= (Z,%,0,6,F);

Satz 1.18 Algorithmus 1.15 konstruiert den Orakel-DEA von S mit einem Aufwand von
O(m).

1.7 Duell-Algorithmus von Vishkin

Der in diesem Abschnitt behandelte Algorithmus hat eine vollig andere Grundidee als die
bisher untersuchten. Es wird im wesentlichen ausgenutzt, dass der Abstand zweier Vorkommen
des Suchwortes P entweder mindestens m = |P| betrégt oder eine Periode von P ist. Haben
zwel Textpositionen k1 < kg einen Abstand d = ko — k1 < m, der keine Periode ist, so kann es
— unabhéngig vom Text — kein Vorkommen von P an beiden Stellen geben. Fiir den gegebenen
Text T kann man dann, unter Verwendung der in Abschnitt 1.2 eingefiihrten Z-Werte, mit
einem einzigen Zeichenvergleich eine der beiden Positionen als Beginn eines Vorkommens von
P ausschlieflen. Diese Ausschlussprozedur wird Duell genannt.

In der ersten Phase des Duell-Algorithmus von Vishkin wird eine Menge C' von Kandidaten
fir ein Vorkommen von P ermittelt. Die Menge C' enthilt alle tatsédchlichen Vorkommen
von P im Text T, und Elemente in C sind paarweise vertrdglich, haben also als Abstand
entweder eine Periode von P oder mindestens den Abstand m. Uber die Aufnahme in die
Kandidatenmenge C' wird durch Duelle entschieden. In der zweiten Phase wird fiir jeden
Kandidaten durch Zeichenvergleiche verifiziert, ob es sich tatsédchlich um ein Vorkommen von
P handelt. Da man die Periodeneigenschaft der Abstédnde zwischen den Kandidaten ausnutzen
kann, braucht man fiir jede Textposition nur einen Vergleich vorzunehmen. Beide Phasen des
Algorithmus besitzen eine lineare Laufzeit.

Der Duell-Algorithmus ldsst sich sehr gut parallelisieren und auf zweidimensionale Bilder
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verallgemeinern. Vor allem soll er hier jedoch besprochen werden, da er einer vollig anderen
Grundidee als die anderen Algorithmen folgt.

1. Phase des Algorithmus

Definition 1.11 Es sei P ein Wort mit |P| = m. Zwei natirliche Zahlen ki und ke mit
k1 < ko heiflen vertriglich beziiglich P, wenn es einen Text T g¢ibt, der sowohl an der Stelle
ki als auch an der Stelle ko ein Vorkommen von P enthdilt. Anderenfalls heiflen k1 und ko
unvertraglich.

Satz 1.19 Es sei P ein Wort mit |P| = m. Zwei Zahlen ki und ko mit ki < ko sind genau
dann vertrdglich beziiglich P, wenn ihre Differenz d = ko — k1 eine Periode von P oder grifier
als m ist.

Beweis. Sind k; und ko vertriglich beziiglich P, so existiert ein Text T mit
Tki...k1+m—1=T[ka... ke + m—1] = P.
Gilt d = ko — k1 < m, so folgt
Pl+d..m| =Tk +d...ki+m—1=T[ka...ke+m—1—d]=P[l...m—d|,

und d ist damit eine Periode von P.
Ist umgekehrt d = k9 — k1 eine Periode von P oder grofler als m, so kann man einen Text
T konstruieren, der P an den Stellen k; und k2 enthilt (Ubungsaufgabe). O

Wichtig fiir die Laufzeit der 1. Phase ist die folgende “Transitivitdt” der Vertraglichkeit.

Lemma 1.20 Sind jeweils k1 < ko und ko < ks vertrdglich beziiglich P, so sind auch ki und
ks wvertrdglich beziiglich P.

Beweis. Zu zeigen ist, dass die Summe zweier Perioden eine Periode oder grofer als | P ist.
(Ubungsaufgabe) O

Folgerung 1.21 Ist C = (k1 < ko < ... < k) eine Liste von paarweise beziiglich P ver-
traglichen Positionen und ist die Position k, k < ki, beziiglich P mit ki vertraglich, so ist k
mit allen Positionen aus C beziiglich P vertraglich.

Fiir den Ausschluss einer von zwei unvertriaglichen Positionen ist folgendes Lemma niitz-
lich, aus dem sich auch die Duell-Prozedur ergibt.

Lemma 1.22 Sind k1 < ko unvertrdaglich beziiglich P und ist d = ko — k1, so gilt
Tlk1+ Zq(P)] # P[1 + Z4(P)] (d.h. ky ist kein Vorkommen von P) oder
T[k1 + Z4(P)| # P[1 + Z4(P) — d] (d.h. kg ist kein Vorkommen von P).

Beweis. Da ky und k2 unvertréglich sind, ist d keine Periode von P, und es folgt Z4(P) < m
sowie P[1 + Z4(P)] # P[1 + Z4(P) — d] und damit die Behauptung. O
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Prozedur: DUELL(ky, k2)

Eingabe: Worter P, T, unvertrigliche Positionen k; < ko
Ausgabe: nicht ausgeschlossene Position von {k1, ka}

(1) d «— k?g — k?l;

(2)  if T[k1 + Z4(P)] = P[1 + Z4(P)] then return k;;
(3) else return ky;

Zur Ermittlung der Kandidatenmenge C' benutzt man einen Stack, in den man von rechts
beginnend, paarweise vertrigliche Kandidaten aufnimmt. Wegen Folgerung 1.21 geniigt es
sicherzustellen, dass eine neu aufgenommene Position mit der Spitze des Stacks vertriglich
ist. Sollte die aktuell betrachtete Position k unvertréglich mit der Stack-Spitze sein, so wird
ein Duell durchgefiihrt. Gewinnt die Stack-Spitze, so wird k ausgeschlossen. Anderenfalls wird
die Stack-Spitze entfernt und die Position & mit der neuen Stack-Spitze auf Vertréglichkeit
getestet.

Beispiel 1.20 Es sei P = abcabcabcab. Die kiirzeste Periode von P ist 3. Die obersten Stack-
positionen seien 20, 23, 29; die aktuelle Position 18.

JEEEEEEEE"E BN EEEEE Bip
18 20 23 29
Die Positionen 18 und 20 sind unvertréglich; es gilt Za(P) = 2. Ist T[20] = ¢ = P[3], so
gewinnt die Position 18 das Duell, Position 20 scheidet aus; anderenfalls scheidet Position 18
aus. Sollte die Position 18 das Duell gewinnen, so sind 18 und 23 ebenfalls unvertriglich und
miissen sich ebenfalls duellieren. Gewinnt Position 18 erneut, so wird sie die neue Stackspitze,
da 18 und 29 vertréglich sind. O

Algorithmus 1.16 Algorithmus von Vishkin: 1. Phase

Eingabe: Worter P, T, |[P|=m, |T| =n

Ausgabe: Menge (Stack) C' von Kandidaten fiir Vorkommen von P in T
(1) C—{n+1};
(2) for k <~ n —m+1 downto 1
(3) while k£ und Top(C') unvertriglich and DUELL(k, Tor(C)) = k
(4) Popr(C);
(5)
(6)

if k£ und Tor(C) vertriglich then PusH(C, k);
return C;

Satz 1.23 Nach dem Ablauf von Algorithmus 1.16 enthdilt die Menge C alle Vorkommen von
P in T, wobei die Positionen in C' paarweise vertrdglich beziiglich P sind. Die Laufzeit von
Algorithmus 1.16 ist O(n).

Beweis. Die Korrektheit folgt aus den Betrachtungen zu vertréglichen Positionen (Satz 1.19
und Folgerung 1.21). Fiir die Laufzeit stellen wir fest, daf jede Position héchstens einmal in
einem Duell unterliegt. Die Zahl der Duelle ist damit durch n beschrénkt. O
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2. Phase des Algorithmus

In der zweiten Phase wird fiir alle Positionen aus C getestet, ob tatséchlich ein Vorkommen
vorliegt. Fiir die Linearitit der Laufzeit sind folgende Aussagen entscheidend, die sofort aus
der Definition der Periode folgen.

Lemma 1.24 FEs seien P und T Worter mit |P| = m, |T| = n.

1. Ist ko — k1 eine Periode von P und kommt P an der Stelle ki in T vor,
so ist Tka ... k1 +m — 1] ein Prdifix von P.

2. Ist ka—ky eine Periode von P und gilt T|ki+i—1] # Pli] fir eini € {ke—k1+1,...,m},
so ist Tk ... k1 +m — 1] kein Prifiz von P.

Damit kann die Vergleichsphase wie folgt vereinfacht werden: Beginnt an der Stelle k ein
Vorkommen von P, das an der Textstelle j endet, so braucht man fiir den néchsten Kandidaten
die Vergleiche erst ab Stelle j 4+ 1 vorzunehmen. Gibt es beim Vergleich an der Textstelle j
dagegen ein Mismatch, so scheiden auch alle weiteren Kandidaten bis j aus.

Beispiel 1.21 Essei P = abcabcabcab; k1 und ko = k143 seien mogliche Kandidaten. Stimmt
T[ky --- k1 +10] mit P iiberein, so gibt es auch eine Ubereinstimmung von T[ks - - - ko + 7] mit
P[1---8]. Gibt es dagegen ein Mismatch zwischen P[i] und T'[k1 4+ i — 1], so existiert auch ein
Mismatch zwischen P[i — 3| und T'[k2 +i — 4] = T[k1 +1i — 1].

[ [ [ ]
|

- T ITTTTTTTTT-  HE BEEN'EEEEEEE
k1 ks kq ko O

Algorithmus 1.17 Algorithmus von Vishkin: 2. Phase
Eingabe: Worter P, T, |P| = m, |T| = n, Stack C' (aus der 1. Phase)
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von P in T
) k«— Por(C);i«—1; j « k;
) whilek<n
) while i <m and P(i) = T(j)
) Ry Iy Py T
) if ¢ > m then
) S — SU{k}; k— Por(C);
) if k<jtheni«— j—k+1;
)
)
0
1
2
3

else j — k; i+ 1;
else
while k < j
k «— Pop(C);
je—k;i—1;
return S;

~—— — — —

Satz 1.25 Algorithmus 1.17 bestimmt die Vorkommen von P in T mit einem Aufwand von

O(n).
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Beweis. Die Korrektheit folgt aus den Eigenschaften von C' und Lemma 1.24. Die lineare
Laufzeit ergibt sich, da mit jedem positiven Vergleich der Wert von j erhcht und mit jedem
negativen Vergleich der Stack verringert wird. O

Parallelisierung

Die Bedeutung des Algorithmus von Vishkin liegt darin, dal er sich parallelisieren 148t. In
den folgenden Betrachtungen verwenden wir das Modell der CREW PRAM (concurrent read,
exclusive write). Zunéchst soll dieses Modell eines Parallelrechners kurz informell erklart wer-
den; eine formale Definition findet man z.B. im Buch An Introduction to Parallel Algorithms
von Joseph JaJa. Eine CREW PRAM verfiigt iiber eine unbegrenzte Anzahl von Prozesso-
ren, die auf einen Speicher zugreifen kénnen. Dabei kann jeder Prozessor von jeder Stelle des
Speichers lesen (concurrent read), aber jeder Prozessor hat seinen eigenen Speicherbereich, in
dem er alleine schreiben darf (exclusive write). Die Prozessoren sind getaktet, fithren also die
Schritte synchronisiert aus.

Wichtigste Groflen fiir die Performanz-Analyse von parallelen Algorithmen sind die Zeit
und die Arbeit. Die Zeit ist die Anzahl der parallelen Schritte (also der Takte). Fiir die Be-
stimmung der Arbeit wird fiir jeden Prozessor die Anzahl der aktiven Takte gezihlt und {iber
alle Prozessoren summiert. Aus jedem parallelen Algorithmus kann man einen sequenziellen
Algorithmus machen, dessen Laufzeit so grofl wie die Arbeit des parallelen Algorithmus ist.
Bei der Konstruktion paralleler Algorithmen strebt man an, die Zeit gegeniiber der Laufzeit
der sequenziellen Algorithmen zu verringern, ohne mehr Arbeit zu verrichten. So gelingt es
bei der Parallelisierung des Algorithmus von Vishkin, eine Zeit der Groflenordnung O(log m)
und eine Arbeit von O(n) zu erreichen.

Der parallele Duell-Algorithmus lduft erneut in 2 Phasen ab. Zuerst ermittelt man parallel
eine Menge von Kandidaten. AnschlieBend werden die Kandidaten parallel verifiziert. Fiir die
erste Phase unterteilt man den Text bis zur Stelle n — m + 1 in [(n —m + 1)/p] Intervalle
der Liange p = Per(P) und ermittelt fiir jedes Intervall einen Kandidaten. Zunéchst sind
alle Positionen im Intervall Kandidaten fiir ein Vorkommen. In jedem Parallelschritt wird
mittels Duellen die Anzahl der Kandidaten halbiert, bis schlie8lich nach [log, p| Schritten nur
noch ein Kandidat {ibrig ist. In Algorithmus 1.18 ist die Kandidatensuche in einem Intervall
dargestellt. Diese Suche wird in allen Intervallen parallel durchgefiihrt.

Algorithmus 1.18 Paralleler Duell-Algorithmus: 1. Phase
Eingabe: Worter P, T, Per(P) = p, Intervall [k, k + p — 1]
Ausgabe: Kandidat ¢ fir Vorkommen von P im Intervall [k, k + p — 1]

(1) pardoforr—Otop—1

(2) Chgr — k413

(3)  for i« 1 to [log,p]

(4) pardo for j < 0 to [ %]

(5) Chyjooi <~ DUELL(Cpy j.9i,Cpji2iy2i-1)
(6)  return cy;

Man beachte, dass der Algorithmus auf einer CREW-PRAM implementiert werden kann.
Der Prozessor mit dem Index k + r darf dabei ausschlieSlich den Wert von ¢, schreiben,
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aber alle anderen Werte c¢; lesen. Offensichtlich fiihrt der Algorithmus in der ersten Phase
O(log p) parallele Schritte aus. Fiir die Abschétzung der notigen Arbeit miissen wir vor allem
die insgesamt ausgefiihrte Anzahl von Duellen abschiitzen. Man erhélt pro Intervall (p — 1)
Duelle, insgesamt also eine Arbeit von O(p) pro Intervall und O(n) insgesamt.

Die Verifikationsphase verlauft ganz dhnlich. Fiir einen Kandidaten ¢ setzt man fiir jede
Position 0 < r < m—1 eine Boolesche Variable B., auf true genau, dann wenn das (r+1)-te
Zeichen in P mit dem (c+r)-ten Zeichen in T iibereinstimmt. Dann berechnet man in log, m

parallelen Schritten den Wert von A B.,. Die Verifikation erfolgt fiir alle Kandidaten
0<r<m
parallel.

Algorithmus 1.19 Paralleler Duell-Algorithmus: 2. Phase
Eingabe: Worter P, T, |P| = m, Position ¢
Ausgabe: true , falls T[c...c+ m — 1] = P; false sonst.
(1) pardo forr«—0tom—1
(2) B, — (Tle+r] = P[1 +7]);
(3) for i< 1to [logym]
(4) 5
(5)
(6)

pardo for j «— 0 to LyJ
Bejai  Bejoi N Bejaigai

return B, p;

Die Arbeit in der 2. Phase betrigt O(m) fiir ein Intervall, insgesamt also O(n - 7). Ist
das Suchwort nichtperiodisch, d.h. gilt p > m/2, so ist die Gesamtarbeit in der Grofienord-
nung O(n). Fir periodische Suchworter muss man die Verifikationsphase etwas sorgféltiger
durchfithren, um einen Arbeitsaufwand von O(n) zu erhalten.

Beispiel 1.22 Es seien P = abcabba, T = abaabcabbababbcababa. Die Zeugentafel von P ist
Z(P) = (1,2,5,4,5,7,7); die kiirzeste Periode von P ist 6. Fiir die Duell-Phase ergibt sich
folgender Ablauf.

Aufteilung in Intervalle

Initialisierung: ¢ «— k
Duelle: 1. Runde

Duelle: 2. Runde

Duelle: 3. Runde

Als Kandidaten fiir ein Vorkommen bleiben 4,12, 13 iibrig. In der Verifikation ergibt sich
4 als das einzige tatséchliche Vorkommen. O

Weitere Informationen zur parallelen exakten Wortsuche findet man in Kapitel 2 des
Buches von Apostolico und Galil sowie in Kapitel 7 des bereits erwdhnten Buches von JaJa.
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1.8 Karp-Rabin-Algorithmus

Die Idee des Karp-Rabin-Algorithmus ist, ein Wort v € ¥™ auf seinen “Fingerabdruck”
(Hash-Funktion) Hash(u) € IN abzubilden. Im Laufe des Algorithmus werden die Werte
Hash(Ty) = Hash(T[k...k—m+1]) fir 1 <k <n—m+ 1 gebildet. Stimmt Hash(T}) nicht
mit Hash(P) iiberein, so kommt an der Stelle k garantiert nicht das Wort P vor. Anderenfalls
kann P an der Stelle k vorkommen, es muss aber nicht. Der Karp-Rabin-Algorithmus liefert
also eine Menge von Kandidaten fiir das Vorkommen von P in T'.

Damit der Algorithmus effizient ablduft, sollten folgende Bedingungen erfiillt sein:

e Die Funktion Hash berechnet fiir ahnliche Worter unterschiedliche Werte.
e Hash(Ty1) ist aus Hash(T}y) in konstanter Zeit berechenbar.

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass ¥ = {0,1,...,0 — 1} ist. Dann koénnen wir ein Wort
W = T129 ... Tm—1Lm Mit der Zahl

m

H(w) = Z:Ul LM

i=1

identifizieren. Als Hash-Funktion eignet sich Hash,(w) = H(w) mod q, wobei ¢ eine Primzahl
ist.
Fiir a,b € ¥ und o € Y™ ! gilt H(ab) = H(a) -0 —a- o™ + b und folglich

Hashg(ab) = (Hashg(a) - 0 — a - (6™ mod q) + b) mod q.
Damit berechnet sich Hashq(Tj41) als
Hashq(Ty+1) = (Hash(Ty) - o — T[k] - s + T'[k + m]) mod q,
wobei s = 0™ modq ist. Wegen 0¥ modq = (o - (6*"modq)) modq fiir alle k& € IN kann
man s mit einem Aufwand von ©(m) berechnen. Damit kann man also Hashq(Tj41) mit

konstanten Aufwand aus Hashq(T}) berechnen. Analog kénnen Hashq(P) und Hashgy(T1) mit
einem Aufwand von ©(m) berechnet werden.

Algorithmus 1.20 Karp-Rabin-Algorithmus
Eingabe: Worter P, T tiber ¥ = {0,1,...,0 — 1} mit |P| =m,|T| =n
Ausgabe: Menge C' moglicher Vorkommen von P in T

(1) C<0

(2) Wihle eine Primzahl g;

(3) s «— o™ modq; h — Hashy(P); H < Hashgy(T[1...m));
(4) if H=hthen C — CU({1};

(5) fork«—1lton—m

(6) H— (H-o—-TI[k]-s+T[k+m])modg;

(7) if H=~hthen C «— CU{k+ 1};

(8)

return C;
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Beispiel 1.23 Es seien ¥ = {0, 1,2,3}, P = 30303, 7' = 10130303123231011203. Fiir ¢ = 11
bzw. ¢ = 17 erhalten wir folgenden Ablauf. (Die Werte T}, sind an die Stelle k+m —1=k+4
geschrieben.)

q |Hashy(P)|c™ mod g

11 5 1

17 3 4

g|lt 0|1 (310310 1(3 |1 1213 |2 (3 |1 (0|1 |1 |20 (3

11 91519 |5 |7 |8 (1019 |3 |1 |2 |6 |1 |3 |0 |3

17 12113|1 |3 |1 |6 |15/11|1 |1 |13|7 |4 |6 |3 |15

Es bleibt nach diesen beiden Laufen nur die Stelle 4 als moégliches Vorkommen. O

Es gibt jetzt unterschiedliche Moglichkeiten, mit der Kandidatenmenge C' umzugehen.

1. Man kann fiir jeden der Kandidaten zu testen, ob ein Vorkommen von P vorliegt. Dieses
ist die einfachste Variante, die man in der Regel bei einer Implementierung wéhlen wird. Im
schlechtesten Fall betrégt die Laufzeit O(mn), im Mittel O(n).

2. Man kann die Menge C' als Ergebnis ausgeben. Damit haben wir einen probabilistischen
Algorithmus, der ein fehlerhaftes Ergebnis liefern kann (ndmlich Vorkommen zu deklarieren,
wo keine sind). Im Abschnitt 4.4 des Buchs von Gusfield wird die Fehlerwahrscheinlichkeit
genauer untersucht. Wihlt man ¢ als zufillige Primzahl aus dem Intervall [1,mn?], so betriigt
die Fehlerwahrscheinlichkeit (fiir jede Eingabe) O(1/n). Wiederholt man den Algorithmus
k-mal und gibt die Menge aller Kandidaten aus, die jedes Mal gefunden wurden, so reduziert
sich die Fehlerwahrscheinlichkeit auf O(1/n*).

3. Man kann mit einem Aufwand von O(n) testen, ob die Kandidatenliste C' einen Fehler
enthilt. Wird ein Fehler gefunden, so wiederholt man den Algorithmus (mit einer neuen
Primzahl ¢). Fiir den Test teilt man die geordnete Kandidatenliste C' in geordnete Teillisten
C1,Cs,...,C, auf, wobei ein Element zu seinem Nachfolger in einer Liste C; hochstens den
Abstand m/2 hat, wihrend der Abstand vom letzten Element von C; zum ersten Element von
Ci41 grofer als m/2 ist. Betrachten wir nun eine Teilliste C; = {ki, ko, ..., k:}. Wir priifen
zunéchst, ob an den Stellen k1 und k9 ein Vorkommen von P vorliegt. Sollte dies nicht der Fall
sein, so enthélt C einen Fehler. Anderenfalls ist d = ko — k; die kleinste Periode von P (Beweis
Ubungsaufgabe). Wenn alle Kandidaten aus C; korrekt sind, so muss der Abstand zweier
benachbarter Kandidaten jeweils d sein. Wir priifen deshalb als néchstes, ob k; —k;_1 = d fiir
3 < j <t gilt. Sollte dies nicht der Fall sein, so enthélt C einen Fehler. Anderenfalls brauchen
wir fiir die moglichen Vorkommen ks, . .., ks nur die letzten d Positionen zu testen.

Variante 1 liefert einen deterministischen Algorithmus mit mittlerer Laufzeit O(n); Vari-
ante 2 ist ein probabilistischer Algorithmus mit der Laufzeit O(n) und einer geringen Feh-
lerwahrscheinlichkeit (Monte-Carlo-Algorithmus); Variante 3 ist ein probabilistischer Algo-
rithmus mit korrektem Ergebnis und einer erwarteten Laufzeit von O(n) fiir jede Eingabe
(Las-Vegas-Algorithmus).

Interessant am Karp-Rabin-Algorithmus ist, dass bei der Suche keine kombinatorischen
Eigenschaften des Suchwortes P benutzt werden. Dies macht den Algorithmus geeignet fiir
die Suche nach komplizierteren Strukturen, z.B. zweidimensionalen Bildern.
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1.9 Eine untere Schranke fiir die mittlere Laufzeit

Zum Abschluss dieses Kapitels soll bewiesen werden, dass eine mittlere Laufzeit von O("b%)
fiir einen Text der Lidnge n und ein Suchwort der Lénge m — wie sie z.B. der Horspool-
Algorithmus mit erweiterter Bad Character Regel oder die Faktor-Algorithmen erreichen —
optimal ist, wenn n > 2m — 1 gilt. Wir folgen dabei im wesentlichen den Ideen von Yao aus
dem Jahr 1979 [15].

Eine entscheidende Rolle spielen in Yaos Beweis sogenannte Zertifikate, das sind Worter
iiber dem Alphabet ¥ U {e}. Das Symbol e kann als Platzhalter betrachtet werden, der durch
jedes beliebige Zeichen aus Y. ersetzt werden kann. Ein Wort {iber diesem erweiterten Alphabet
mit [ Zeichen aus X kann als ein Text angesehen werden, von dem bisher [ Positionen durch
Zeichenvergleiche bekannt sind. Ein solches Wort wird Zertifikat fiir ein Wort o genannt,
wenn sich aus diesen ! bekannten Zeichen alle Vorkommen von « im Text ergeben.

Definition 1.12 FEs sei ¢ ¢ ¥ ein Symbol. S, (1) ist die Menge aller Worter in (X U {e})"
mit genau | Symbolen aus 3. Fir z € Sy(l) ist I(z) die Menge aller Worter w € X" mit
wli] = z[i] fiir alle 1 <1i <n mit z[i] € X.

Definition 1.13 FEin Wort z € S, (1) heifit Zertifikat fir o € ¥*, falls « fiir alle Worter aus
I(z) an den gleichen Stellen vorkommdt.

Lemma 1.26 FEs sei o € X*. Gibt es einen Text T € 3", fiir den man alle Vorkommen von
a mit hdchstens I Vergleichen finden kann, so gibt es fiir o ein Zertifikat aus Sy (1).

Beweis. Folgt sofort aus der Definition des Zertifikates. O

Beispiel 1.24 Sei ¥ = {a,b}. Das Wort abba besitzt das Zertifikat z = eeaeaee. Fiir jeden
Text T' € I(z) kann durch zwei Vergleiche an den Stellen Stellen 3 und 5 festgestellt werden,
dass abba nicht in T vorkommt. Der Vergleich an der Stelle 3 schliefit die Startpositionen 1
und 2 aus, wihrend der Vergleich an der Stelle 5 die Startpositionen 3 und 4 ausschlieft.

Dagegen besitzt abba kein Zertifikat aus S7(1), d.h. fiir jeden Text der Lénge 7 sind mindestens
2 Vergleiche notwendig, um alle Vorkommen von abba zu bestimmen. O

Lemma 1.27 Es seien n > 2m — 1 und « € ¥™. Besitzt a ein Zertifikat aus Sy (1), so gibt
es fir a ein Zertifikat aus Sam—1(11/q)) mit ¢ = [5"=])-
Beweis. Es sei z € S,,(1) ein Zertifikat fiir a. Die Teilworter

n

s=zli—DEm -1+ 1..i@m-11<i<q=|5—

1,

sind jeweils auch Zertifikate fiir . Diese ¢ Worter sind paarweise disjunkt und besitzen
insgesamt hochstens [ Zeichen aus X. Unter den ¢ Wortern gibt es folglich eins mit hochstens
|1/q]| Zeichen aus X. O

Es geniigt damit, folgenden Sachverhalt zu beweisen. Es existieren Konstanten ¢; > 0, ¢y >
0, mo € IN derart, dass es fiir alle m > mg mindestens c;0”" Worter gibt, die kein Zertifikat

aus Szm—1(lm) mit I, = calog, m besitzen und somit auch kein Zertifikat aus Sy, (In - |55 ])
n

haben und folglich fiir jeden Text der Lénge n mehr als I, - [5.—5] Vergleiche benétigen.

Der Beweis wird erbracht, indem man fiir ein Wort z € Sy,,,—1(l) die Anzahl A der Worter
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der Lénge m abschitzt, die das Zertifikat z besitzen (das folgende Counting Lemma), und
anschliefend die Anzahl der Worter, die iiberhaupt ein Zertifikat aus So,,—1(1) haben, durch
A - |S2m—1(1)| nach oben abschitzt.

Lemma 1.28 (Counting Lemma) FEin Wort z € Sop,—1(1) mit | < m ist fir hochstens
(1 _ 1/0_1)m/l2 o™

Wérter aus X™ ein Zertifikat.

Beweis. Es sei J die Menge der Positionen, an denen z ein Zeichen aus > hat. Wegen [ < m
kann z nur ein Zertifikat fiir Worter sein, die in keinem Wort aus I(z) vorkommen.

Fir 0 < k < m definieren wir By = {i : 1 <i < mAk+1i € J}. By ist die Menge der
Positionen, die relevant fiir das Nicht-Vorkommen eines Wortes aus X an der Stelle £+ 1 in
den Wortern aus I(z) sind.

Es sei @ € ¥™ ein Wort, fiir das z ein Zertifikat ist. Da « in keinem Wort aus I(z)
vorkommt, gibt es fiir alle 0 < k < m ein ¢ € By, mit «afi] # z[k + 1].

Wir konstruieren jetzt eine Menge K C {0,1,...,m — 1} mit |K| > [m/I?], so dass die
Mengen By mit k € K paarweise disjunkt sind. Die Konstruktion von K erfolgt induktiv.

1. k1 =0.
2. Sind kq, ks, ..., ks bestimmt, so sei
Ds:{k:Bkﬁ(Bkl UBkQU”-UBks):@}.

Gilt Dy =0, so ist K = {ky,...,ks}.
Anderenfalls ist kg1 = min(Dy).

Zur Abschitzung von |K| stellen wir folgende Uberlegung an. Nach der Definition von K
existiert fiir alle 0 < k < m ein ji € (U;cx Bi) N By, wobei k + j, € J gilt. Die m Paare
(Jks k + Jk), 0 < k < m, sind offenbar paarweise verschieden. Fiir die Wahl von jj gibt es
héchstens || J;c g Bi| < |K| -1 verschiedene Werte, fiir die Wahl von & + ji, hochstens [J| = [
verschiedene Werte. Es lassen sich also hochstens | K|-12 verschiedene Paare (ji,, k+j) bilden,
d.h. m < |K|- 12 bzw. |K| > [m/I?].

Soll z nun ein Zertifikat fiir a € 3™ sein, muss insbesondere fiir jedes k € K ein i € By,
derart existieren, dass afi] # z[k + i] gilt. Fiir jedes k € K gibt es ol/Prl — 1 Moglichkeiten,
die Zeichen {«[i] : i € By} zu wéhlen. An den Stellen i, die in keiner Menge By (k € K)
liegen, gibt es jeweils o Moglichkeiten fiir die Wahl von «[i]. Insgesamt kann man die Zahl
der Worter, fiir die z ein Zertifikat darstellt, abschétzen durch

[T -1/6Bhe™ < (1 -1/6")Elg™ < (1 - 1/5")m/Flgm.
keK
O

Lemma 1.29 Es sei m > 2% und | = Llog, m. Die Anzahl Zop,—1(1) der Worter aus ™,
die ein Zertifikat aus Som—1(l) besitzen, ist kleiner als e 1o™.
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Beweis. Z5,,—1(l) kann wie folgt abgeschéitzt werden.

2m — 1
Zomr (1) < |Som 1 (D](1 = 1/oty™/Pom — ( " )a’u 1 /gty g

< ((2m —1)o) (1 = 1/ghym/¥ gm
< ((2m —1)o)lexp <—l;n7> o™ (wegen In(1 — 1/0%) < —1/0%)

exp <ln((2m —1)o)-1— %) o

Nach Einsetzen von [ = %loga m ergibt sich die Abschétzung

1 4m m
Zom—1(l) < exp (hl((Qm —1)o) - 3 log, m — (logm)2m1/2> g

1 4 1/2
= exp (hﬁ((?m —1)o)- ilogam — (logan)2> o™,

Fiir m > 2% gilt (13;”1/2 > In((2m — 1)0) - $log, m + 1 und damit Zop,—1(l) < e lo™. O

o m)?

Satz 1.30 Fir die Suche nach einem Wort der Linge m > 2** in einem Text der Linge

n > 2m — 1 bendotigt man im Mittel mindestens 1_71/““@% Vergleiche.

Zu bemerken ist, dass die Abschétzungen sehr grofiziigig ausgefallen sind. Die Aussage
von Satz 1.30 diirfte fiir sehr viel kleinere Werte von m gelten.



Kapitel 2

Exakte Suche nach Mengen von
Wortern

Gegeben sind ein Text 7" und eine endliche Menge von Wortern P = {P,..., P,.}. Gesucht
sind alle Vorkommen von Wortern aus P in 7T'. Ein Vorkommen von P; an der Stelle k£ in T
wird mit (k,i) angegeben. Anwendungen fiir dieses Problem existieren in vielfiltiger Form,
von der Suche nach einigen wenigen Wortern in einem Text bis zur Suche nach Tausenden
von moglichen genetischen Fingerabdriicken aus einer Datenbank in einer DNA-Sequenz.

Die gebriuchlichste Idee fiir die simultane Suche nach den Wortern aus P ist die Kon-
struktion eines gerichteten Baumes (Suchwort-Baum, Trie), dessen Pfade mit den Suchwortern
beschriftet sind. Wichtigste Vertreter der Algorithmen mit Tries sind die Suche mit Hilfe von
deterministischen endlichen Automaten (Aho-Corasick-Algorithmus) sowie der Commentz-
Walter-Algorithmus als Verallgemeinerung des Boyer-Moore-Algorithmus. Wenn die Gesamtlénge
der Suchworter hinreichend klein ist, konnen die Algorithmen mit Bit-Arithmetik, z.B. der
Shift-Or-Algorithmus, verallgemeinert werden. In der Praxis hat sich der Wu-Manber-Algorithmus
bewé#hrt, der den Horspool-Algorithmus verallgemeinert.

Am Ende des Kapitels werden wir uns mit zwei Problemen beschiiftigen, die eng mit der
Suche nach mehreren Wortern zusammenhéngen. Die Suche in Worterbiichern ist in gewisser
Weise das inverse Problem. Hier geht es darum festzustellen, ob ein Text 71" in einer Menge von
Wortern P vorhanden ist. Anwendungen finden sich beispielsweise in der Rechtschreibpriifung
und in der Datenkompression (LZW-Algorithmus).

2.1 Suchwort-Biume

Fiir die weiteren Betrachtungen seien
r
|T| =n, |P|=r, Z]PZ\ =M, max{|P| : 1 <i<r}=m, min{|P|:1<i<r}=p.
i=1

Definition 2.1 Es sei P = {Pi,..., P} eine Menge von Wértern. Der Suchwort-Baum
(Trie) fir P ist der gerichtete Baum Trie(P), der folgende Bedingungen erfillt:

1. Jede Kante ist mit genau einem Buchstaben beschriftet.

2. Keine zwei Kanten mit dem gleichen Ausgangsknoten haben die gleiche Beschriftung.

47
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3. Jeder Knoten v hat eine Information info(v) € {0,1,...,r}. Ist die Beschriftung L(v)
des Weges von der Wurzel nach v ein Wort P; mit 1 < i < r, so gilt info(v) = i;
anderenfalls ist info(v) = 0.

4. Ist v ein Blatt, so gilt L(v) € P.
5. Fir jedes Wort P € P gibt es einen Knoten v mit L(v) = P.

Bemerkungen. 1. Die Bezeichnung Trie kommt von retrieval tree und hat deshalb die
Aussprache [tri:].
2. Trie(P) ist offensichtlich der minimale partielle DEA, der die Sprache P akzeptiert und
dessen Graph ein Baum ist. Der Startzustand ist die Wurzel, Endzustéinde sind alle Knoten
v mit info(v) > 0.

Beispiel 2.1 Der Suchwort-Baum fiir P = {aabab, ab, abb,baba} sieht wie folgt aus. Die
Waurzel ist durch den Pfeil von auflen gekennzeichnet, die Knoten sind in der Reihenfolge ihrer

Einfiigung nummeriert, und Knoten mit einer Information ungleich 0 sind durch Doppelkreise
gekennzeichnet. Es gilt info(5) = 1, info(6) = 2, info(7) = 3, info(11) = 4.

a

Die Anzahl der Kanten im Trie von P ist beschréinkt durch die Summe M der Léngen der
Worter aus P. Bei der Diskussion von Laufzeiten fiir Algorithmen mit Tries betrachten wir
die Alphabetgrofie o zunéchst als eine Konstante. Mit dem Finfluss der Alphabetgrofie auf
die Laufzeit und den daraus resultierenden Strategien fiir die Implementierung beschéftigen
wir uns am Ende von Abschnitt 2.2 (Seite 54).

Die Konstruktion eines Tries ist sehr einfach. Man startet mit einem Baum, der nur aus
der Wurzel besteht. Fiir jedes Suchwort P folgt man dem ldngsten existierenden Pfad, der
mit einem Prifix von Py beschriftet ist, und fiigt am Ende dieses Pfades einen Pfad an, der
mit dem verbleibenden Suffix von P, beschriftet ist. Der letzte Knoten des Pfades von P;
wird mit der Information j versehen.
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Algorithmus 2.1 Konstruktion des Suchwort-Baumes
Eingabe: Menge von Wortern P = {Py, P,..., P}
Ausgabe: Suchwort-Baum Trie(P)

V — {root}; E — 0;

for k—1tor

(1)

(2)

(3) t — 1; v < root;

(4) while ¢ < |P;| and (E enthilt die Kante (v, Pg[t], u))
(5) veupt—t+1;

(6) for i — t to | Py

(7) u <« neuer Knoten; info(u) < 0;

(8) V —VU{u}; E<— EU{(v,Plk],u)};
(9) v =

(10) info(v) « k;

(11) return (V, E);

Naive Suche mit Tries

Fiir jede Textstelle £ sucht man von der Wurzel des Suchwort-Baumes nach dem ldngsten
Pfad, dessen Beschriftung ein Préfix von T'[k...n] ist. Fiir jeden erreichten Knoten v mit
info(v) # 0 wird das Vorkommen des entsprechenden Suchwortes an der Stelle k& mitgeteilt.
Ist der Weg nicht mehr fortsetzbar, bricht man die Suche ab und erhéht £ um 1.

Algorithmus 2.2 Naive Suche mit Tries
Eingabe: Menge von Wortern P, Text T’ mit |T| = n
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von Wortern aus P in T’
Konstruiere Trie(P) mit der Wurzel root.
S — 0
for k—1ton

(1)
(2)
(3)
(4) j «— k; v < root;
(5)
(6)
(7)
(8)

while (es gibt in Trie(P) eine Kante (v, T'[j],u))
v j—J+ 1L
if info(v) > 0 then S «— S U{(k, info(v))};
return S;

Die Laufzeit im schlechtesten Fall betrégt ©(m) mit m = max{|P| : P € P} fiir die Suche
an einer Textstelle und insgesamt ©(n - m). Auch im Durchschnitt ist die Laufzeit nicht mehr
linear. Wir nehmen fiir unsere Betrachtungen der Einfachheit halber an, dass alle Worter aus
P die gleiche Lange m besitzen und dass r < ¢™ gilt, wobei o die Méchtigkeit des Alphabetes
ist. Die Wahrscheinlichkeit eines Mismatches innerhalb der ersten i Vergleiche in einem Such-
wort ist 1 — % Fiir » unabhéngig gewéhlte Suchworter ist somit die Wahrscheinlichkeit eines
Mismatches innerhalb der ersten i Zeichen in jedem Wort (1 — %)’" Wé&hlt man ¢ = log, r, so
erhilt man eine Wahrscheinlichkeit von 1 —(1— )" > 1—1/e dafiir, daB mindestens ein Wort
eine Ubereinstimmung der Lange log, r mit dem Text aufweist. Damit betrédgt die mittlere

Zahl der Vergleiche je Versuch Q(log, r) und die mittlere Gesamtlaufzeit Q(n - log, ). Man
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kann auch zeigen, dass die mittlere Zahl der Vergleiche je Versuch in der Gréflenordnung von
O©(log, r) liegt und damit die Gesamtlaufzeit ©(n - log, r) betrégt.

2.2 DEA-Suche und Aho-Corasick-Algorithmus

Suche mit einem DEA

Fiir ein einzelnes Wort P € ¥* wurde in Abschnitt 1.3 der minimale DEA Ap konstruiert,
der die Sprache X* P akzeptiert. Dabei entsprachen die Zustdnde von Ap den Prifixen von P,
und der Zustand nach Einlesen eines Textes T entsprach dem ldngsten Suffix von 7', das ein
Prifix von P ist. Vollkommen analog kann man fiir eine endliche Menge P C ¥* aus Trie(P)
einen DEA Ap konstruieren, der die Sprache ¥*P akzeptiert (allerdings in der Regel nicht
minimal ist). Es ist dabei zu beachten, dass Ap aufler den Endzustéinden von Trie(P) noch
weitere besitzen kann: Ein Knoten v ist genau dann ein Endzustand, wenn es ein Suffiz von
L(v) gibt, das in P enthalten ist.

Satz 2.1 Essei P ={P, P,..., P} eine endliche Menge von Wértern aus ¥*. Die Sprache
S*P wird akzeptiert durch den DEA Ap = (3,V, 0, root, F'), wobei

e V die Knotenmenge von Trie(P) ist,
e root die Wurzel von Trie(P) ist,
e F' die Menge aller v € V ist, fir die ein Suffix von L(v) in P ist,

e und die Uberfihrungsfunktion § fir v € V,x € X wie folgt definiert ist:

O0(v,x) = u: L(u) ist das lingste Suffix von L(v), das Prdifiz eines Wortes aus P ist.

Insbesondere ist (v, z) = u, falls die Kante (v, z,u) in Trie(P) enthalten ist.

Beispiel 2.2 Fiir P = {aabab, ab, abb, baba} erhalten wir den folgenden DEA. Die Knoten
3 und 10 werden zusitzlich zu Endzustinden, da ihre Pfade das Suffix ab € P enthalten.
Fiir die bessere Ubersichtlichkeit sind nur die Kanten aus Trie(P) angegeben, wihrend die
gesamte Uberfithrungsfunktion in einer Tabelle dargestellt wird.




Ralf Stiebe: Textalgorithmen, WS 2005/06 51

Fiir die effiziente Konstruktion des DEA benétigt man eine geeignete Verallgemeinerung
der Border-Tabelle auf Suchwort-Bdume.

Definition 2.2 Fiir einen von der Wurzel verschiedenen Knoten v aus Trie(P) sei Fail, der
Knoten, fir den L(Fail,) das lingste echte Suffix von L(v) ist, das Prifiz eines Wortes aus
P ist. Man bezeichnet Fail, als Fehler-Link (failure link) von v.

Beispiel 2.3 Fiir P = {aabab, ab, abb, baba} erhalten wir folgende Fehler-Links:

a

Ahnlich wie die Border-Tabelle lassen sich die Fehler-Links effizient bestimmen, indem
man Fehler-Links der Vorgénger verwendet. Wichtig ist dabei, dass man die Knoten des
Suchwort-Baumes mit wachsender Tiefe, d.h. in der Reihenfolge der Breitensuche (BFS-
Ordnung), einfiigt.

Algorithmus 2.3 Bestimmung der Fehler-Links in einem Trie
Eingabe: Trie(P) fiir Menge von Wortern P
Ausgabe: Tabelle Fail der Fehler-Links fiir Trie(P)

(1)  foreach Knoten v in Trie(P) der Tiefe 1

(2) Fail,, < root;

(3)  foreach Knoten v der Tiefe > 1 in BFS-Ordnung
(4) x «— Beschriftung der Kante (parent(v),v);

(5) b Failparent(v);

(6) while (es gibt keine Kante (¢, z,u) and ¢ # root)
(7) t — Fuaily;

(8) if es gibt Kante (¢, z,u) then Fail, «— u;

(9) else Fuil, «— root;

(10) return Fail,

Satz 2.2 Algorithmus 2.3 bestimmt die Fehler-Links mit einem Aufwand von O(M).

Die Endzustinde und Uberfithrungsfunktion 6 des DEA Ap kénnen nun sehr einfach
aus den Fehler-Links bestimmt werden. Ein Knoten v ist genau dann ein Endzustand, wenn
info(v) > 0 gilt oder Fail(v) ein Endzustand ist. Die Uberfiihrungsfunktion ergibt sich induk-
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tiv wie folgt:

u falls Trie(P) die Kante (root,x,u) enthilt,
d(root,z) =
root  sonst.
5(v,2) u falls Trie(P) die Kante (v, z,u) enthélt,
v,x) =
d(Fail(v),z) sonst.

Die DEA-Suche erfolgt, indem man dem DEA Ap den Text T als Eingabe gibt. Wird
ein Endzustand erreicht, so ist das Ende eines Wortes aus P gefunden. Um dariiber hinaus
festzustellen, welche Worter dem Endzustand entsprechen, werden sogenannte Ausgabe-Links
eingefiihrt. Die Menge der Suffixe von £(v), die Worter aus P sind bekommt man erneut rekur-
siv heraus. Sie besteht aus Py, s,(y), falls info(v) > 0 gilt, sowie allen Suffixen von L(Fail(v)),
die Worter aus P sind.

Definition 2.3 Fir einen von der Wurzel verschiedenen Knoten v aus Trie(P) sei out, der
Knoten, fir den L(outy) das lingste echte Suffix von v ist, das ein Wort aus PU{e} ist. Man
bezeichnet out, als Ausgabe-Link (output link) von v.

Beispiel 2.4 Fiir P = {aabab, ab, abb, baba} erhalten wir folgende Ausgabe-Links (Links zur
Wurzel sind weggelassen):

Erreicht der DEA einen der Zustédnde 3 oder 10, so ist ein Vorkommen von ab gefunden; bei
Erreichen von Zustand 5 sind ein Vorkommen von aabab sowie ab gefunden. O

Die Bestimmung der Ausgabe-Links erfolgt wiederum induktiv mit Hilfe der Fehler-Links.

out(root) = root,

Hv) Fail, falls info(Fail(v)) > 0,
out(v) =
OUul pyji(v)  sonst.

Bei der Suche mittels des DEA findet man alle Vorkommen, die an der Textstelle j enden,
indem man vom erreichten Zustand den Ausgabe-Links folgt.
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Algorithmus 2.4 DEA-Suche nach endlich vielen Wortern
Eingabe: endliche Menge von Wértern P, Text T'
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von Wortern aus P in T'

(1) Prdprozessing: Konstruiere den DEA Ap und Ausgabe-Links;
(2) S« 0; v root;

(3) for j— 1to |T|

(4) v 80, T[)); i — info(v);
(5) if i > 0 then

(6) S — SU{(— P+ 1,0k
(7) t — outy; i «— info(t);

(8) while ¢ # root

(9) S — SU{(— P+ 1,0k
(10) t — outy; i« info(t);

(11) return S;

Aho-Corasick-Algorithmus

Ein Nachteil des DEA ist, wie schon bei der Suche nach einem Wort, dass fiir jeden Zustand o
Nachfolgezustéinde definiert werden miissen. Dies ist besonders bei grofien Alphabeten proble-
matisch. Eine Losung besteht wiederum darin, lediglich die Fehler-Links zu bestimmen und
diese bei der Ermittlung des Nachfolgezustandes zu benutzen. Dies fiihrt zum Aho-Corasick-
Algorithmus.

Algorithmus 2.5 Aho-Corasick-Algorithmus
Eingabe: Menge von Wortern P, Text T
Ausgabe: Menge S der Vorkommen von Woértern aus P in T

(1)  Prdprozessing: Bestimme Trie(P) mit Fehler- und Ausgabe-Links;
(2) S — 0; v« root;j «— 1;

(3)  for j— 1to |T|

(4) while es gibt keine Kante (v,T[j],u) and v # root
(5) v« Fail,;

(6) if es gibt Kante (v, T'[j],u) then v « u;

(7) i — info(v);

(8) if i > 0 then

(9) S SU{(— P+ 1,0

(10) t — outy; i «— info(t);

(11) while ¢ # root

(12) S SU{( ~ P+ 1,0

(13) t — outy; i «— info(t);

(14) return S;

Satz 2.3 Algorithmus 2.5 findet die Vorkommen aller Worter aus P in T mit einem Aufwand
von O(n+ A), wobei A die gesamte Anzahl der Vorkommen von Wortern aus P in T ist.
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Einfluss der Alphabetgrofle

Bisher haben wir die Grofle des Alphabetes als eine Konstante angesehen. Die Alphabetgrofie
wirkt sich dann auf die Laufzeit aus, wenn in einem Knoten nach einer ausgehenden Kan-
te gesucht wird, die mit einem vorgegebenen Symbol x € ¥ markiert ist (z.B. Zeile 4 im
Aho-Corasick-Algorithmus). Es bieten sich folgende Moglichkeiten an, die von einem Knoten
ausgehenden Kanten zu speichern:

1. als Adjazenzliste,
2. als geordnete Liste (Array),
3. als Array iiber der Indexmenge .

Sei d(v) der Ausgangsgrad des Knoten v. Der Aufwand fiir die Suche nach einer Nachfol-
gerkante von v betragt O(d(v)) bei Variante 1, O(log(d(v))) bei Variante 2, O(1) bei Variante
3. Allerdings wird der Zeitgewinn bei Variante 3 durch einen héheren Bedarf an Speicherplatz
erkauft, Variante 2 erfordert ein zusétzliches Sortieren der Kanten. Auflerdem ist fiir diese
Variante die Aktualisierung komplizierter, wenn der Suchwortbaum dynamisch sein soll, d.h.
wenn Worter neu eingefiigt bzw. geléscht werden sollen. Es bietet sich an, im Falle grofer
Alphabete fiir jeden Knoten je nach seinem Ausgangsgrad eine der Varianten zu wéihlen.
Fiir einen kleinen bis mittleren Grad sind die Varianten 1 oder 2 am besten geeignet, fiir
einen grofen Grad Variante 3. Ublicherweise werden hohe Ausgangsgrade nahe der Wurzel
auftreten.

2.3 Weitere Algorithmen

Der Aho-Corasick-Algorithmus verallgemeinerte den Morris-Pratt-Algorithmus und erreich-
te wie dieser eine lineare Laufzeit im schlechtesten wie auch im mittleren Fall. Auch die
anderen Ideen fiir die Suche nach einem einzelnen Wort kann man verallgemeinern, so den
Bit-Parallelismus und die Suche von rechts nach links im aktuellen Suchfenster. Allerdings ist
die Anwendung des Bit-Parallelismus, wie z.B. im Shift-And-Algorithmus, nur bei einer ge-
ringen Gesamtléinge der Suchworter sinnvoll. Die Beschleunigung durch die Suche von rechts
nach links wiederum ist bei weitem nicht so spektakulér wie bei der Suche nach einem einzel-
nen Wort, da die mittlere Anzahl der erfolgreichen Vergleiche im Suchfenster hoher ist und
die maximal mogliche Verschiebung durch die Lénge des kiirzesten Wortes beschrankt ist.
Auf eine detaillierte Beschreibung der Algorithmen verzichten wir hier und verweisen auf die
Biicher von GUSFIELD sowie NAVARRO/RAFFINOT.

Shift- And-Algorithmus fiir Mengen

Es sei P = {P}, P,,..., P.} eine Menge von Suchwortern iiber ¥ mit |P;| = m;. Analog zur
Suche nach einem einzelnen Wort erhélt man den NEA NEAp = (Z,%,6,1, F) mit
Z={(,j):1<i<r,0<j<mi}, I ={(,0):1<i<r} F={@Gm):1<i<r}und
der Menge der Transitionen

6 ={((,0),2,(5,0)) : 1 <i <rw € By U{((i,5 — 1), Blj], (5,4)) : 1 i <y 1 < j <t

der die Menge X*P akzeptiert.
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Beispiel 2.5 Fiir P = {aabab, ab, abb, baba} und ¥ = {a,b,c} ergibt sich der folgende NEA:
'a@a@b@a.b
¥
b))
@.0--C D=

G

Man kodiert jetzt die Zusténde (i,7) mit j > 0 durch einen Bitvektor der Linge M =
> iy m;, wobei dem Zustand (i, j) das Bit mit der Nummer N; ; := 22;11 my, + J entspricht.
Die Zusténde (7,0) sind immer erreichbar und brauchen deshalb nicht kodiert zu werden.
Fiir die Buchstaben des Alphabetes werden Bitmasken der Lange M erstellt. Dabei wird im
Bitvektor B, das zu (i, j) gehérige Bit mit der Nummer N; ; genau dann auf 1 gesetzt, wenn
P;[j] = = gilt. AuBerdem benéstigen wir noch Bitvektoren I und F', um die Nachfolger der
Startzustdnde bzw. die Endzustéinde darzustellen. Dabei sind im Bitvektor I genau die Bits
an den Positionen 22;11 my + 1 mit 1 belegt, wihrend es in F' die Bits an den Positionen
St my sind (jeweils mit 1 <7 < 7).

a

Beispiel 2.6 Fiir P = {aabab, ab, abb,baba} und ¥ = {a, b, ¢} erhalten wir folgende Bitvek-
toren der Linge 5 +2+4+ 344 = 14:

B, =10100010101011, B, = 01011101010100, B, = 00000000000000,
1 =00001010010001, F' = 10000101001000. O

Der Bitvektor Z fiir die Menge der erreichbaren Zustinde wird mit 0" initialisiert. Ein
Uberfiihrungsschritt fiir das Textzeichen z ldauft in volliger Analogie zur Suche nach einem
einzelnen Wort wie folgt ab:

Z — 7<<l; Z—Z|I;, Z — Z& By;

Das Ende eines Suchwortes wurde genau dann gefunden, wenn Z & F' # 0 gilt. In diesem Falle
ist zu priifen, um welches Wort es sich handelt. Der Aufwand fiir eine Aktualisierung von Z
betrigt O([ M /w]), wobei w die Lénge eines Computerwortes ist. Die Gesamtzeit liegt in der
GroBenordnung O(M) fiir das Praprozessing und O([ M /w]-n) fiir die Suche in einem Text der
Lénge n (ohne die Bestimmung der jeweiligen Treffer). Damit ist der Shift-And-Algorithmus
fiir Mengen nur effizient, wenn die Summe der Wortldngen klein ist. Dies ist beispielsweise
der Fall, wenn man die Suche nach mehreren Wortern als Bestandteil der inexakten Suche
nach einem Wort einsetzt (siehe Kapitel 3).

Der Commentz-Walter-Algorithmus

Der Commentz-Walter-Algorithmus ist die Verallgemeinerung des Boyer-Moore-Algorithmus
auf endlich viele Worter. Sind die Worter P = {Py, Ps, ..., P.} gesucht, so konstruiert man
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den Suchwort-Baum fiir P = {P{, P;,..., P’'}. In einer Phase vergleicht man den Text von
rechts nach links mit den Zeichen des Baumes von der Wurzel aus und verschiebt entsprechend
der Bad Character Regel oder der Good Suffix Regel, die jeweils auf den Fall mehrerer Worter
verallgemeinert werden.

Man kann nachweisen, dass die mittlere Laufzeit sublinear ist, wenn die Anzahl der
Suchworter nicht zu grof} ist und dass das Préprozessing mit einem Aufwand von O(M) erfol-
gen kann. In der Praxis spielt der Commentz-Walter-Algorithmus jedoch kaum eine Rolle, da
das Préaprozessing sehr kompliziert ist, und einfachere Algorithmen mit besserer praktischer
Performanz existieren. Die Bedeutung des Commentz-Walter-Algorithmus besteht darin, dass
es der historisch erste Algorithmus fiir die Suche nach mehreren Wortern mit sublinearer Lauf-
zeit ist.

Horspool-Algorithmus fiir Mengen

Der Horspool-Algorithmus lisst sich sehr einfach auf endliche Mengen von Wortern erweitern,
indem als Verschiebung das Minimum der Verschiebungen gewé#hlt wird, die sich nach der Bad
Character Regel fiir die einzelnen Worter ergeben.

Definition 2.4 Es sei P = {Py, P»,..., P} eine Menge von Wortern iber . Fir x € ¥
definieren wir Shift,,(P) = min{Shift, (P;) : 1 <i <r}.

Es ist klar, dass die Verschiebung nicht gréfer als das Minimum p der Langen der Worter
aus P sein kann. Analog zur Suche in einem Wort kann die Tabelle der Werte Shift,(P),x € %,
mit einem Aufwand von O(o + rpu) konstruiert werden.

Die mittlere Anzahl von Vergleichen pro Phase liegt in der Gréfienordnung log, r. Die
Wahrscheinlichkeit, dass die Verschiebung fiir ein Suchwort mindestens 7 + 1 fiir 0 < i <
v betragt, ist (1 — %)Z Die Wahrscheinlichkeit, dass die Verschiebung fiir » unabhéingige

Suchworter mindestens ¢ + 1 betrigt, ist dann (1 — %)W Die mittlere Verschiebung erhalten

wir damit als ‘
Mi(l 1>” Ll Uk 8
. =T 11y
i=0 g 1= (1 o E)
Damit ist der Horspool-Algorithmus nur fiir den Fall grofler Alphabete und einer kleinen

Anzahl von Suchwortern interessant. Fiir ¢ = 100 und g = 20 erhélt man z.B. folgende
mittlere Anzahl von Vergleichen bzw. mittlere Verschiebungen:

Anzahl r der Suchwérter 1 2 5| 10| 20 | 50 | 100 | 200
mittlere Anzahl der Vergleiche | 1.01 | 1.02 | 1.05 | 1.1 | 1.2 | 1.4 | 1.7 | 1.9
mittlere Verschiebung 182 1166 | 129 | 9.1 | 54 | 25| 1.6 | 1.2

Wu-Manber-Algorithmus

Wie bereits bei der Besprechung des Horspool-Algorithmus fiir ein Wort gesagt wurde, kann
man die Bad Character Regel verallgemeinern, indem man die letzten ¢ Symbole im Such-
fenster zur Bestimmung der Verschiebung heranzieht. Analog zum Fall der Suche nach einem
einzelnen Wort ergibt sich als optimale Wahl fiir die Blocklédnge ¢ = [log, (¢ - 7)]. Die Anzahl
der Blocke betriagt o¢ und liegt damit zwischen p-r und g -7 - 0. Diese Anzahl ist fiir den Fall
grofler Alphabete zu hoch, weshalb man wieder Hash-Werte verwendet. Eine weitere Idee des
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Wu-Manber-Algorithmus ist es, nicht den Trie fiir die umgekehrten Suchworter zu konstruie-
ren, sondern eine zweite Hash-Funktion zu benutzen, die fiir jedes Wort aus P das Suffix der
Lange g auf einen Hash-Wert abbildet.

Damit verwendet der Algorithmus zwei Hash-Funktionen Hash; : 7 — {1,2,...,p1} und
Hashg : X7 — {1,2,...,p2}, wobei idealerweise p; =~ p - r und py =~ r gelten. Sollte der
Speicherplatz beschrinkt sein, so muss man die Werte von p; und po kleiner wihlen, was
natiirlich die Effizienz beeinflusst. Auflerdem gibt es zwei Arrays
SHIFT der Lange p; und PAT der Linge ps.

Der Wert SHIFT;, 1 <i < py, ist die minimale Verschiebung nach der verallgemeinerten
Bad Character Regel iiber alle Worter aus P und alle Worter 8 € X7 mit Hashi(3) = i.
PAT;, 1 < j < po, ist die Liste aller Indizes der Worter aus P, deren Suffix der Lénge ¢ den
Hasho-Wert j besitzt.

Eine Suchphase des Wu-Manber-Algorithmus lduft folgendermafien ab. Gesucht sind die
Vorkommen von Wortern aus P, die an der Stelle k enden, und es sei T'[k—q+1...k] = . Man
berechnet zunéchst i = Hashy(3). Gilt SHIFT; > 0, so endet an der Stelle £ kein Vorkommen
eines Wortes aus P, und man darf um den Betrag SHIF'T; verschieben. Anderenfalls berechnet
man j = Hasha(B) und iiberpriift fiir jedes Wort aus der Liste PAT ;, ob es tatsdchlich an der
Stelle k endet.

Beispiel 2.7 Es seien ¥ = {0,1,2,3} und P, = 1200321, P, = 03123232, P; = 101232310.
Die Blocklinge sei ¢ = 2, die Hash-Funktionen seien definiert durch Hash;(ab) = ((4a +
b) mod 11) + 1 bzw. Hashg(ab) = ((4a + b) mod 3) + 1 fiir a,b € X.

Es ergibt sich die folgende SHIFT-Tabelle. Dabei enthalten die obere Zeile die méglichen
Blocke der Lénge ¢, die mittlere Zeile die Hashi-Werte fiir die Blocke und die untere Zeile
den SHIFT-Wert fiir den jeweiligen Hashi-Wert.

Block |00,23|01,30(02,31(03,32(10,33|11 |12 |13 |20 |21 (22
Hashq |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11
SHIFT|1 6 1 0 0 6 4 6 4 0 6

Es gilt Hasho(P1) = 1, Hasha(P2) = 3, Hasha(Ps) = 2. Damit ergibt sich fiir die PAT-Tabelle:
PAT, = {1}, PATy = {3}, PAT3 = {2}.

Die néchste Tabelle gibt die Arbeitsweise des Algorithmus fiir einige mogliche Situationen
wieder. Der Hasho-Wert wird nur berechnet, wenn der SHIFT-Wert 0 ist.

Text-Block | Hashy | SHIFT | Hashy | Aktion
00 1 1 Verschiebe um 1.
03 4 0 1 Teste, ob P; vorliegt. Dann verschiebe um 1.
12 7 4 Verschiebe um 4.
32 4 0 3 Teste, ob P, vorliegt. Dann verschiebe um 1.

a

Die praktische Laufzeit des Wu-Manber-Algorithmus hingt sehr stark von den verwende-
ten Hash-Funktionen ab. Da diese sehr hiufig berechnet werden miissen, sollten sie sehr schnell
zu bestimmen sein. (Die im Beispiel benutzten Funktionen sind in der Praxis nicht so giinstig,
da die Berechnung der Modulo-Funktion recht lange dauert.) AuBlerdem sollten die Werte
moglichst gleichméfig verteilt sein. Es kann weiterhin vorkommen, dass viele Suchworter die
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gleiche Endung besitzen und folglich den gleichen Hasho-Wert liefern. In solchen Féllen ist es
empfehlenswert, fiir die Berechnung von Hashe weitere Buchstaben einzubeziehen, z.B. den
p-ten Buchstaben von hinten.

Faktor-Algorithmen

Die Idee der Riickwértssuche nach einem Faktor kann auf den Fall mehrerer Worter verallge-
meinert werden. Die Konstruktion des DEA, der die Suffixe aller Worter akzeptiert (BDM),
wird allerdings noch komplizierter als im Fall eines einzelnen Suchwortes. Die Verwendung
des NEA unter Ausnutzung des Bit-Parallelismus (BNDM) ist nur effizient, wenn die Anzahl
der Suchworter klein ist. Relativ einfach ist der Orakel-Automat zu verallgemeinern. Auch
hier wird ein DEA konstruiert, der die Suffixe aller Worter und weitere Worter akzeptiert.
Dieser Algorithmus ist dhnlich effizient wie der Wu-Manber-Algorithmus. Fiir Details siehe
das Buch von Navarro und Raffinot [12].

2.4 Suche in Worterbiichern

Wir betrachten jetzt die folgende Problemstellung. Gegeben sind nach wie vor eine Menge
von Wortern P = {Py, P, ..., P,} (ein Worterbuch) und ein Wort 7. Die Frage lautet, ob T
in P enthalten ist.

Das Problem ist natiirlich einfach zu losen, indem man 7 mit allen Wortern aus P ver-
gleicht. Haufig ist jedoch die Menge P fest vorgegeben, und die Frage wird in der Zukunft
fiir mehrere Worter T gestellt, z.B. bei der Suche in einem Lexikon oder der Rechtschreib-
priifung. In der Regel ist die Anzahl der Worter aus P sehr viel grofler als die Lange von T'.
Die Aufgabenstellung ist somit wie folgt zu prézisieren: Nach einem Préprozessing von P will
man in der Lage sein, fiir ein Wort 7" moglichst in der Zeit O(|T|) zu entscheiden, ob T" in P
enthalten ist.

Diese Aufgabe kann sehr elegant mit Hilfe von Suchwort-Badumen gelést werden. Hat man
némlich den Suchwort-Baum von P konstruiert, so muss man nur ermitteln, ob es einen mit
T beschrifteten Weg von der Wurzel aus gibt und ob dieser Weg in einem Knoten endet, der
einem Wort aus P entspricht. Der Aufwand ist O(|T'| - log, o), wenn die ausgehenden Kanten
fiir jeden Knoten lexikografisch geordnet sind.

Eine Alternative zur Verwendung von Suchwort-Badumen stellt ein geordnetes Array dar.
Dabei werden die Worter aus P lexikografisch geordnet. (Dies ist ja auch die Situation, die
man aus gedruckten Worterbiichern bzw. Lexika kennt.) Fiir ein Wort 7" wird dann mittels
binérer Suche festgestellt, ob es in P enthalten ist. Der Aufwand fiir die binére Suche betragt
im schlechtesten Fall O(logy 7 - |T'|) und im mittleren Fall O(log, r).

Die Vorteile des geordneten Arrays sind die einfache Struktur und der sehr viel geringere
Platzbedarf. Vorteile des Suchwort-Baumes sind die einfache Modifizierbarkeit (Hinzufiigen
bzw. Entfernen von Suchwortern) sowie die einfache Verwendbarkeit fiir die inexakte Suche.
Um Platz zu sparen, verwendet man allerdings héufig bei grolen Worterbiichern statt des
Suchwort-Baumes den minimalen DEA, der die Menge P akzeptiert. Dieser DEA ist ein
azyklischer gerichteter Graph und hat in der Regel sehr viel weniger Zustéinde (Knoten) als
der Suchwort-Baum.
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Der LZW-Algorithmus

Eine grofle Bedeutung haben Worterbiicher in der Datenkompression. Die Grundidee ist,
dass man eine bereits einmal aufgetretene Zeichenkette bei spéteren Vorkommen durch eine
(kiirzere) Referenz ersetzt. Die erste Arbeit zur Kompression mit Hilfe von Wérterbiichern
stammt von LEMPEL und Z1v aus dem Jahr 1977. Hier stellen wir den LZW-Algorithmus,
eine Variante von WELCH aus dem Jahre 1983, vor. Die Ausgabe ist eine Folge von Zahlen,
den Indizes der im Worterbuch gefundenen Worter. Der Index eines Wortes entspricht dem
Zeitpunkt seiner Einfiigung. Am Anfang werden die einzelnen Buchstaben des Alphabets in
ihrer lexikografischen Reihenfolge in das Worterbuch aufgenommen. Ist der zu komprimieren-
de Text T der Léange n bereits bis zur Position ¢ verarbeitet, so sucht man im Worterbuch das
langste Wort T[i ... j], das im Worterbuch enthalten ist. An die Ausgabe wird der Index des
Wortes T7i...j| im Worterbuch angehéingt. In das Worterbuch wird das Wort T[i.. .5 + 1]
eingefiigt.

Algorithmus 2.6 LZW-Kompression
Eingabe: Text T € ¥*, |T| = n, ¥ = {a1,a2,...,as}
Ausgabe: Komprimierter Text (Indexfolge) Z

(1) D—{l—a,2—as,..,0—a}d—oc+]1;
(2) Zeegjel

(3) whilej<n

(4) i—J

(5) while D enthélt T7i. .. j]

(6) jei+L

(7) Z «— 7 - Index von T[i...j —1];

(8) D—DU{d—TI[i...jl}; d—d+1;

(9)  return Z;

Beispiel 2.8 Es sei ¥ = {a,b,c} und T' = bacbacbacba. Dann ergibt sich folgender Ablauf
des Algorithmus. Der Index eines Wortes im Worterbuch ergibt sich aus seiner Position. Die
Position im Text wird durch den senkrechten Strich angezeigt.

Woérterbuch Text Ausgabe Neuer Eintrag
(a,b,c) |bacbacbacba 2 ba

(a,b,c,ba) blacbacbacba 1 ac

(a,b,c,ba,ac) ba|cbacbacba 3 cb

(a,b,c,ba,ac,ch) bac|bacbacba 4 bac

(a,b,c,ba,ac,ch, bac) bacba|cbacba 6 cba

(a,b,c,ba,ac, cb, bac, cha) bacbacb|acba 5 ach

(a,b, ¢, ba, ac, cb, bac, cba, ach)  bacbacbac|ba 4

Die Ausgabe ist somit (2,1,3,4,6,5,4). a

Fiir die Dekompression konstruiert man das Worterbuch aus der Indexfolge (dem LZW-
komprimierten Text). An den dekomprimierten Text wird das durch den Index bestimmte
Wort aus dem Worterbuch angehéngt. Der néichste Eintrag im Worterbuch ergibt sich aus
dem aktuellen Wort und dem ersten Buchstaben des durch den folgenden Index bezeichneten
Wortes.
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Algorithmus 2.7 LZW-Dekompression

Eingabe: LZW-komprimierter Text Z, |Z| = k, Alphabet ¥ = {aq, as, ..

Ausgabe: dekomprimierter Text T € 3*

)
2
3
4

S Ot
o ==

7
8

(
(
(
(
(
(
(
(
9

D—{1l—a,2—ay...,0 >as};d—oc+1;
T —¢;
fori—1tok—1
w «— Wort mit Index Z[i];
T—T- w;
a < erstes Symbol von Wort mit Index Z[i 4 1];
D —DuU{d— wa};d—d+1;
T «— T - Wort mit Index Z[k];
return 7’

0o}

Beispiel 2.9 Es seien ¥ = {a,b,c¢} und Z = (2,1,3,4,6,5,4). Dann ergibt sich folgender
Ablauf der Dekompression. Der Index eines Wortes im Worterbuch ergibt sich aus seiner
Position. Die Position im komprimierten Text wird durch den senkrechten Strich angezeigt.

Worterbuch komprimierter Text Ausgabe Neuer Eintrag
(a,b,c) (12,1,3,4,6,5,4) b ba
(a,b,c,ba) (2]1,3,4,6,5,4) a ac

(a,b, e, ba,ac) (2,1]3,4,6,5,4) c 1)
(a,b,c,ba,ac,ch) (2,1,3/4,6,5,4) ba bac

(a,b, ¢, ba, ac, cb, bac) (2,1,3,4]6,5,4) cb cba
(a,b,c,ba,ac,cb, bac, cha) (2,1,3,4,6]5,4) ac ach

(a,b, ¢, ba,ac, cb, bac, cba, acb) (2,1,3,4,6,5[4) ba

Die Ausgabe ist somit bacbacbacba.

a

In tatsédchlichen Implementierungen lduft einiges anders. So hat man z.B. kein unbe-
schriinkt groBes Worterbuch, sondern eine feste Beschrénkung auf iiblicherweise 212 = 4096
Eintrige. Davon sind die ersten 28 = 256 fiir die Buchstaben des Alphabetes — des erweiterten
ASCII-Codes — reserviert. Ist das Worterbuch voll, so werden alle Eintréige bis auf die ersten
256 und die am haufigsten gefundenen geloscht. Dazu zédhlt man fiir jedes Wort im Worter-
buch die Anzahl seiner entdeckten Vorkommen. Hat auflerdem die lingste Ubereinstimmung
des Textes mit dem Worterbuch die Linge 1, so wird statt des Indexes (12 Bit) der Buchstabe
(8 Bit) ausgegeben. Ob die néichste Ausgabe ein Index oder ein Buchstabe ist wird, durch ein
Flag-Bit signalisiert. Das heifit, man bendétigt 9 bzw. 13 Bit fiir die Ausgabe eines Indexes.

Die LZW-Kompression erzielt recht gute Ergebnisse bei der Kompression von Texten und
Bildern. Sie wird z.B. fiir das Bildformat GIF angewendet.



Kapitel 3

Ahnlichkeit und inexakte Suche

Neben der exakten Suche hat in den letzten Jahren die inexakte Suche bzw. die Suche nach
Ahnlichkeiten an Bedeutung gewonnen. Im folgenden seien einige Aufgabenstellungen sowie
zugehorige Anwendungen genannt.

1. globale Ahnlichkeit: Gesucht ist der “Abstand” zweier Zeichenketten, wobei eventuell
die Unterschiede zu zeigen sind.
Eine klassische Anwendung ist das Unix-Werkzeug diff, welches Unterschiede in Da-
teien anzeigt.

2. inexakte Suche: Gegeben sind ein Text 7' und ein Suchwort P. Gesucht sind die Teilworter
von T', die P hinreichend &hnlich sind.
Dies ist eine Erweiterung des bislang betrachteten Suchproblems. Anwendungen finden
sich sowohl in der Verarbeitung von Texten, die Rechtschreibfehler enthalten kénnen,
wie auch bei der Suche in genetischen Datenbanken.

3. lokale Ahnlichkeit: In zwei insgesamt sehr unterschiedlichen Zeichenketten sind Regionen
mit hoher Ahnlichkeit gesucht.
Anwendungen findet man vor allem in molekularbiologischen Datenbanken. Funktionale
Ahnlichkeit unterschiedlicher Molekiile wird auf solche lokalen Sequenzihnlichkeiten
zuriickgefithrt. Hiufig wird das Problem der lokalen Ahnlichkeit auch fiir mehr als zwei
Zeichenketten untersucht.

Bekanntestes Beispiel einer Abstandsfunktion fiir Zeichenketten beliebiger Linge ist der
Levenshtein-Abstand. Er misst die minimale Anzahl der elementaren Operationen

e Ersetzen eines Zeichens durch ein anderes Zeichen,
e Loschen eines Zeichens,
e Einfiigen eines Zeichens,

die man benétigt, um eine Zeichenkette in eine andere zu iiberfiihren.

Um Ahnlichkeiten bzw. Unterschiede zweier Zeichenketten darzustellen, verwendet man
so genannte Alignments (deutsch: Ausrichtungen). Im folgenden seien ¥ ein Alphabet und
_ ¢ 3 ein Liickenzeichen.

Definition 3.1 FEs seien S1,S2 € ¥*. Ein Alignment von (S1,S2) ist ein Paar (S7,S5) mit
1,55 € (BU{_})*, wobei

61
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e S| bzw. S aus S1 bzw. Sy durch Einfiigen von Liickenzeichen _ entsteht,
o 15} = 183 gitt
Beispiel 3.1 Es seien S; = tempel und Sy = treppe. Es gibt u.a. folgende Alignments:

t r e p p e _ t r e _ p p e _
t - e m p e 1 t - e m p - e 1

a

Man kann ein Alignment als Darstellung einer Umwandlung mittels der oben genannten
elementaren Operationen interpretieren. Stehen sich zwei unterschiedliche Zeichen aus 3 ge-
geniiber, so wurde eine Ersetzung durchgefiihrt; ein Zeichen aus X iiber einem _ entspricht
einer Loschung, ein _ {iber einem Zeichen aus X entspricht einer Einfiigung. Im Beispiel ent-
spricht das erste Alignment einer Umwandlung in 3 Schritten, das zweite Alignment einer
Umwandlung in 4 Schritten. Das erste Alignment ist beziiglich der Anzahl der notwendigen
Operationen besser als das zweite. (Tatséchlich ist es das optimale und hat als Bewertung den
Levenshtein-Abstand 3.) Allgemeiner definieren wir Bewertungen von Alignments wie folgt.

Definition 3.2 Es seid: (SU{_})? — Z eine Bewertungsfunktion. Die Bewertung d(S7, S)
eines Alignments (S7,5%) mit | S]] = |S5| =t ist
t
d(S1,85) = Y d(Si), S3[i]).
i=1
Im allgemeinen wird d eine symmetrische Funktion sein und d(_,_) = 0 gelten. Die In-
terpretation von d hingt davon ab, ob man Unterschiede oder Ahnlichkeiten sucht. Um
den Levenshtein-Abstand zu bestimmen, benutzt man z.B. die Bewertungsfunktion d mit
d(z,z) =0 und d(x,y) = 1 fiir z # y und sucht ein Alignment mit minimaler Bewertung.

Die Frage nach der globalen Ahnlichkeit kann man also wie folgt formulieren: Finde fiir
zwei gegebene Worter ein optimales Alignment. Auflerdem betrachten wir folgende Varianten.

e Die Bewertungsfunktion wird so gewiihlt, dass die Bewertung eines Paares mit der Ahn-
lichkeit wichst. Gesucht ist dann das Alignment mit mazimaler Bewertung. Ublich sind
solche Ahnlichkeitsbewertungen bei Proteinen, wo die Ahnlichkeiten von Aminoséiuren
in deiner Tabelle (z.B. PAM, BLOSUM) angegeben werden.

e Es ist nur zu entscheiden, ob die Bewertung des optimalen Alignments unter einer
gegebenen Schranke k liegt.

e Das Einfiigen bzw. Loschen von zusammenhéngenden Blocken wird als eine Operation
angesehen und gesondert bewertet (Alignment mit Liicken (gaps)).

Die Probleme der inexakten Suche sowie der lokalen Ahnlichkeit konnen dhnlich formuliert
und mit dhnlichen Methoden wie das globale Alignment-Problem gelost werden.

Dieses Kapitel ist wie folgt aufgebaut. Abschnitt 3.1 beschreibt den Standardalgorithmus
zur Losung des Alignment-Problems mittels dynamischer Programmierung. In den Abschnit-
ten 3.2 bis 3.5 werden Varianten und Verbesserungen dieses Grundalgorithmus untersucht.
Speziell fiir die inexakte Suche wurden weitere Algorithmen entworfen, die in der Praxis erheb-
lich effizienter als das Standardverfahren sind. Diese Algorithmen werden im Abschnitt 3.6
gesondert besprochen. Schliefilich geben wir in Abschnitt 3.7 eine Einfithrung in multiple
Alignments (von mehr als zwei Zeichenketten).
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3.1 Losung durch dynamische Programmierung

Zunéchst wollen wir eine effiziente Losung des Grundproblems vorstellen. Dieses kann mit
dynamischer Programmierung in quadratischer Zeit geldst werden. Das Wesen der dynami-
schen Programmierung ist, dass ein Problem gel6st wird, indem Losungen von Teilproblemen
benutzt werden. Bestimmte triviale Teilprobleme werden direkt gelést und dienen als Rekur-
sionsbasis. Anschlieflend werden immer gréfiere Teilprobleme unter Verwendung der bereits
erhaltenen Teillosungen gel6st. In unserem konkreten Problem bestimmen wir die Bewertun-
gen der minimalen Alignments der Prifixe von S7 mit den Préfixen von Sy durch dynamische
Programmierung.

Im folgenden gelte |Si| = m,|S2| = n. Fir 0 < i < m,0 < j < n sei D;;(S1,52)
die Bewertung des minimalen Alignments der Prifixe Si[1...4] bzw. S2[1...j]. Wie ublich,
schreiben wir einfach D; j, wenn S; und Sy aus dem Kontext klar sind. Um den Wert D(S1, S2)
des optimalen Alignments von (51, S2) zu finden, berechnen wir alle Werte D; ; und erhalten
D(51,52) = Dy -

Satz 3.1 Es seid: (X U{_})? — Z eine Bewertungsfunktion mit d(_,_) = 0. Dann gilt:

1. Do =0,

2. Dio=Dji_1,0+d(S1]i],-) fir 0 <i<m,

8. Doj = Doj—1+d(-,S2[j]) fir 0 < j <n,

4. Dij =min{D;_1 ;1 +d(51[i], S2[j]), Di-1,j +d(S1]i], -), Dij—1+d(-, S2[j])} fiir 0 <i <

m,0 < j <n.

Bemerkung: Die Voraussetzung bedeutet d(_, ) = 0, dass man nur Alignments betrachten
muss, die keine Liickenzeichen an den gleichen Stellen in beiden Wortern enthalten. Dass
Alignments mit der Gegeniiberstellung (_, _) nicht einfach verboten werden liegt daran, dass
diese Gegeniiberstellungen in multiplen Alignments (Abschnitt 3.7) vorkommen und dort mit
0 bewertet werden.
Beweis. Die Behauptungen (1),(2) und (3) sind offenbar korrekt, da es zwischen einem Wort
a und dem leeren Wort genau ein Alignment ohne Alignment-Paare (_, _) gibt. Dieses besitzt
den im Satz angegebenen Wert.

Um (4) zu zeigen, betrachten wir ein Alignment («, 5) von (S1[1...4],S2[1...j]). Es seien
x = S1[i],y = S2[j]. Dann hat («, 3) eine der folgenden drei Formen:

(a) a=aiz, =Py
Dann ist (o, 1) ein Alignment von (Si[1...7—1],S2[1...7 —1]).

(b) a=azx, B = o
Dann ist (g, B2) ein Alignment von (Si[1...7—1],S2[1...7]).

(C) o = a3, 6 - ﬂ?)y
Dann ist (a3, 33) ein Alignment von (Si[1...4],S[1...5 —1]).

Ist (e, B) zudem ein optimales Alignment von (Si[1...i],S2[1...j]), so gilt in den einzelnen
Féllen:

(a) Dl,j = d(aw@) = d(alaﬁl) + d(l‘,y) > Di—l,j—l + d(xay)a
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(b) Djj = d(c,8) = d(a2, f2) +d(z,_) > D;—1j +d(x, ),
(¢) Dij=d(a,p) = d(as, 83) +d(_,y) > Dij1+d(-y).

In jedem Fall haben wir DiJ > min{Di,Lj,l + d(:l?, y), Difl’j + d(l‘, ,), Diyjfl + d(,, y)}
Seien umgekehrt (a1, 81), (a2, B2) bzw. (a3, B3) die optimalen Alignments von (S1[1...7i—
1],82[1...5—1]), (S1[1...a —1],S2[1...4]), (S1[1...4],S2[1...7 — 1]). Dann gilt

D;; < d(oaz, fry) = d(a1, 1) +d(z,y) = Di—1,-1 +d(z,y)
D;; < d(agx, fB2-) = d(ag, f2) + d(x,-) = Di—1 j + d(x, -)
D;; < d(asz-, fB3y) = d(as, B3) +d(-,y) = D j—1 +d(-,y)
und damit Di,j < min{Di,Lj,l + d(l‘, y), Di*l,j + d(SL‘, ,), Di,jfl + d(,, y)} O

Aus dem Beweis von Satz 3.1 ergibt sich unmittelbar ein Algorithmus zur Berechnung der
Bewertung des optimalen Alignments in quadratischer Zeit.

Algorithmus 3.1 Ermittlung des minimalen Alignment-Wertes
Eingabe: Worter Sy, Sa, |S1| = m,|S2| =n
Ausgabe: Bewertung des minimalen Alignments von S; und S
1 Dy < 0;
2 fori—1tom
Do« Di_10 + d(S1[i], -);
for j«— 1ton
Do,j — Do j—1+d(-, Sa[j]);
fori—1tom
for j«— 1ton
Dij « min{D;1;-1 + d(Si[i],S2[j]), Di-1; + d(S1li],-), Dij-1 +
d(-, S2[j]) };

(9)  return D, ,;

N

AN NN TN N TN TN
S Ot
oo

Der Algorithmus kann am besten mittels einer Tabelle veranschaulicht werden. Dabei wird
der Wert D; ; in der Zeile ¢ und der Spalte j eingetragen. Die Werte werden zeilenweise und
in den Zeilen von links nach rechts bestimmt.

Beispiel 3.2 Fiir S; = tempel und Sy = treppe ergibt sich bei Verwendung des Levenshtein-
Abstandes die folgende Alignment-Tabelle

t r e p p e
0112|3456

t 1101112345
e|2|1]|1]|1]|2]|3]|4
mi 3222234
P|4(3[3|3|2|2|3
e|5 (414|133 |3|2
1655|4443
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und damit die optimale Bewertung 3. O

Aus dem Beweis lasst sich auflerdem ein rekursiver Algorithmus zur Bestimmung des opti-
malen Alignments ableiten. Dazu muss man nur ermitteln, welches der 3 moéglichen optimalen
Alignments von (S1[1...m—1],S3[1...n—1]), (S1[1...m—1],S2[1...n]), (S1[1...m], Sa[1l...n—
1]), zu einem optimalen Alignment von (S, S2) erweitert werden kann. Dies lésst sich aus den
Werten Dy, —1n—1, Din—1n, Dmn—1 sowie den Buchstaben Si[m], Sa[n] bestimmen. Damit er-
geben sich das letzte Alignment-Paar sowie die Prifixe, fiir die das “Vorgéinger-Alignment”
zu bestimmen ist. Sollten mehrere Vorginger in Frage kommen, so darf man beliebig wihlen.

Algorithmus 3.2 Ermittlung eines optimalen Alignments
Eingabe: Worter S1, Sa, |S1| = m, |S2| = n, Alignment-Tabelle (D; ;)
Ausgabe: ein optimales Alignment A von S7 und S5

() Aee(4,5) « (m,n);

(2)  while (i,) # (0.0)

(3) Vo0

( ) if Di,j = Difl,jfl + d(Sl [Z], So [_]D then V «— V U {\},

( ) if D@j = Di,j—l + d(,, SQ[]]) then V — V U {<—},

(6) if Di,j = D1;17j + d(Sl [’L], ,) then V «— V U {T},

(7)

(8)

(9)

(10

(11

p +— ein Element aus V;
if p="\_then A — (S1[i], S2lj]) - A;i—i—1;7—j—1;
if p=— then A — (_,S3]j]) - A;j «—j—1;

) if p=17then A «— (S1[i], ) - A;i«—i—1;

) return A;

Auch Algorithmus 3.2 ldsst sich sehr gut anhand der Tabelle der D; j-Werte veranschau-
lichen. Man startet in der Tabelle rechts unten, also im Feld (m,n). Das Vorgéngerfeld sowie
das letzte Alignment-Paar werden durch die Richtung des Pfeils p aus dem Algorithmus be-
stimmt.

Richtung Vorgénger letztes Alignment-Paar
N (m—l,n—l) (Sl[m]752[n])
— (mvn_ 1) (*7 SQ[”])
T (m—1,n) (Siml, )

Dann wird der Algorithmus vom Vorgéngerfeld aus fortgesetzt, bis das Feld (0, 0) erreicht ist.
Das Alignment entspricht somit einem Pfad von (m,n) nach (0,0).

Beispiel 3.3 Fiir S; = tempel und Sy = treppe erhilt man bei Verwendung des Levenshtein-
Abstandes folgenden Alignment-Pfad
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t e p p e

0 314|516

t11](0«1 12345
e| 211|112 ]3]|4
m|3(2[22|2]3|4
P|413|3|3(2|2]3
e| 5414|1333 2
1(6(5]5[afa]al

und das (in diesem Fall einzige) optimale Alignment E t 11:1 g - |

Zusammenfassend konnen wir feststellen:

Satz 3.2 Es seien S1 und Sy Worter mit |S1| = m, |Sa2| = n. Die Algorithmen 3.1 und 3.2
bestimmen ein optimales Alignment von (S1,S2) mit einem Aufwand von O(mn).

Ahnlichkeitsbewertungen

Will man Ahnlichkeit messen d.h. die Alignment-Bewertung maximieren, so braucht man
nur in der Rekursionsformel das Minimum durch ein Maximum zu ersetzen. Ein wichtiger
Spezialfall ist das Problem der lingsten gemeinsamen Teilfolge (longest common subsequence).

Definition 3.3 Ein Wort o der Linge t heifit Teilfolge des Wortes S, wenn es eine Index-
folge 1 < j1 < jo < ...<ji <|S| mit afi] = S[j;] fir alle 1 < i <t gibt.

Die ldngste gemeinsame Teilfolge von S; und Sy ist damit ein Wort maximaler Lénge,
das mit Unterbrechungen sowohl in S; und S vorkommt. Die Bestimmung der ldngsten
gemeinsamen Teilfolge ist offenbar das Alignmentproblem fiir die Bewertungsfunktion d mit

1, fallsx =y und xz,y € &
o) = { yund ey

0, sonst

und dem Ziel der Maximierung. Die Ubereinstimmungen in einem optimalen Alignment liefern
eine maximale Teilfolge.

Beispiel 3.4 Fiir S; = tempel und Sy = treppe ergibt sich fiir die ldngste gemeinsame
Teilfolge die folgende Alignment-Tabelle einschlieBlich den mdoglichen Alignment-Pfaden:

e p p e

0 olofolo]o
t 0 1<1 1011
e o122
m{o|1|1]242]2]2
plo|1]1 33| 3
elof1]1 3[4
10/1]1]2 4




Ralf Stiebe: Textalgorithmen, WS 2005/06 67

Ein optimales Alignment ist z.B.

mit der ldngsten Teilfolge tepe. O

Inexakte Suche

Das Problem der inexakten Suche nach einem Muster S in einem Text S ldsst sich wie folgt
formalisieren: Gesucht ist das optimale Alignment von S7 mit einem Teilwort von Ss.

Dieses Problem kann gelost werden, indem man durch dynamische Programmierung fiir
0<i<m,0<j<n jeweils den Wert Daj(S’l, Ss2) des optimalen Alignments von Si[1...1]
mit einem Suffix von Sa[1...j] bestimmt.

Lemma 3.3 Es seien S1 und Sy Worter mit |S1| = m, |S2| = n. Weiter sei d eine Bewer-
tungsfunktion fiir Alignments, und gesucht sei das minimale Alignment. Dann gilt:

Do =0, Dy ; =0, Dig = Di_y o+ d(Safil, ),

D; ; =min{D;_, ;_y +d(S1[i], S2[5]), Di_y j + d(S1ld], ), Dj j_y + d(-, S2[4])}
firl<j<n,1<i<m.

Beweis. D, ; = 0 gilt, da (¢, ) das optimale Alignment von & mit einem Suffix von Sa[1... j]
ist. Die Rekursionsbeziehung wird wie in Satz 3.1 bewiesen. a

Wie beim globalen Alignment ldsst sich der Algorithmus am besten in einer Tabelle dar-
stellen. In der untersten Zeile lassen sich die Bewertungen der besten Alignments von S; mit
Teilwortern von S, die an den entsprechenden Positionen enden, ablesen. Die Alignments
konnen wiederum bestimmt werden, indem man einen Pfad von der untersten in die oberste
Zeile konstruiert.

Beispiel 3.5 Gesucht sind die besten inexakten Vorkommen von S; = fische in Sy =
fritzefischtefrische beziiglich des Levenshtein-Abstandes.

flr|i|t|z|e|f|i|]s|c|lh|t]e|f|r|i|s|c|h]|e
ojojojojojofojojojojofo|o0j0fojojojojoloj|o

f 1401111 j1rjoj1rj1fy1rj{rjrj1joj1jrj1f1rj1j1
io2)1(1j1(22(2(1(0(1|2|2|2|2|1|1|1]2]|2]|2]|2
s 312221233 |2|1|0|1]2(3]|3]|2|2|2]1]2]|3]|3
c 4131333343 (2|1]|0]|1]2]|3|3|3|3[2|1]2]3
h 5|4 |4(4|4|4|4|4(3|2|1|0(1]|2(3|4(4|3]2|1]2
e 6|5|5|5|5|5(4|5(4|3|2(1|11[2|3[4(4]|3|2]1

Die besten Treffer mit jeweils der Bewertung 1 enden an den Textpositionen 11, 12, 13
und 20 und liefern die Alignments

fische fische fisch e un f_ische
fisch. ’ fischt ' fischte frische °

a

Satz 3.4 Die optimalen inexakten Vorkommen von Sy in So (einschlieflich der optimalen
Alignments) konnen mit einem Aufwand von O(mn) gefunden werden.
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Lokale Alignments

Die dritte Grundaufgabe besteht darin, Ahnlichkeiten in zwei Zeichenketten S; und Sy zu
finden, die im Ganzen grofle Unterschiede aufweisen. Gesucht sind also Teilworter von S7 und
S5 mit hoher Ahnlichkeit. Formal lassen sich diese Bereiche hoher Ahnlichkeit durch lokale
Alignments beschreiben.

Definition 3.4 Ein lokales Alignment von (S1,S2) ist ein Alignment von («, 3), wobei «
bzw. B Infize von S1 bzw. Sy sind.

Zur Bewertung lokaler Alignments verwendet man Ahnlichkeitsfunktionen mit dem Op-
timierungsziel der Maximierung, da man bei Abstandsfunktionen stets das triviale lokale
Alignment (g,¢) als bestes lokales Alignment erhalten wiirde. Es seien also im folgenden
S1,Sy € ¥* mit [Si| = m, |S2| = nund d : (XU {_})? — Z eine Ahnlichkeitsfunktion. Fiir
0<i<m,0<j<nsel D;’ ; die maximale Bewertung eines Alignments eines Suffixes von
Si[1...4] mit einem Suffix von Sp[1...j].

Lemma 3.5 Es seien S1 und So Worter mit |S1| = m, |Sa| = n. Weiter sei d eine Bewer-
tungsfunktion fir Alignments mit d(x,-) < 0 und d(-,x) < 0 fir z € ¥, und gesucht sei das
mazimale Alignment. Dann gilt: Di o = Dj'y = Dg ; =0,

DY, = max{ DIy, + (S, Saljl), DLy +d(Sili, ), D, +d(-, Salj)), 0},
firl<i<m,1<j<n.

Beweis. Die Beziehungen Dy, = D}, = Djj,; = 0 folgen, da das optimale Alignment von
e mit einem Teilwort von S; bzw. Sy jeweils (e,¢) ist. Die Rekursionsformel fiir D;’ ; wird
ghnlich gezeigt wie in Satz 3.1. Da neben der Erweiterung der drei Vorginger-Alignments
auch das Alignment (¢, ¢) mit der Bewertung 0 in Frage kommt, ist D}, mindestens 0. O

Erneut lasst sich der Algorithmus am besten an einer Tabelle verdeutlichen. Das global be-
ste lokale Alignment endet an einer Position mit maximalem D”-Wert. Lokal optimale Align-
ments, also solche, die weder durch Verkiirzen noch Verldngern verbessert werden koénnen,
enden an den Positionen (7, j) mit

1! 1 1 1 1 1 1
Dj; = max{Di_y j 1, Dij 1, Di"y jy Dity j1s Dijirs Dita b

Der Alignment-Pfad fithrt von der Endposition zu einem Feld mit dem Wert 0. Im allgemeinen
ist man jedoch nicht an allen lokal optimalen Alignments interessiert, sondern an lokalen
Alignments mit einer gewissen Mindestbewertung.

Beispiel 3.6 Fiir das Ahnlichkeitsmaf: d(z,z) = 2 fiir 2 € {a,b,c,d}, d(x,y) = —1, sonst
und S7 = caabcach, So = dddadbddddadabdd ergibt sich die folgende Tabelle, wobei die Pfade

aller lokal optimalen Alignments mit einer Bewertung von mindestens 3 markiert sind.
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dj{d|d|a|d|b|d|d|d|d|a|d|a|b|d]|d
ojojojofoj{ojojojojojo|jo0fjojojojo0jo

c 0j0OJOJO|O|]OlO]|]O|O]OJOJO]O]O]O]O]O

a 0/0j0O]O0O}|2|1]0]0]0|0O]O]2|2|0]0]01]O

a 0(0jO0OfO]j1|2T]0O0O]|0O]O]JO|O]2|21|3|2]|1]0O0

b 0/0|0]0[0]O0O|3|2|1]0|0|0|O0|2|5|4]|3

c 0(0O|O|O|O|O]2|2|1/0|0]0|0]|1]|4]4]3

a 0l0jO0O|O}2|1 |1 ]|1]1|0j0]2|1/12|3|3/|3

c 0O(O0O|O|Of21|1T]O|O|OJO|O|21|1]1]|2]|2]2

b 0/0|]0]0[0O]O| 3|2]|1]|0]|0|0]O0O|0]3|2]|1

. . . . aab acb a_ab acb
Die optimalen lokalen Alignments sind adb ’ adb ’ adab und ab - O

3.2 Alignments mit beschrinkter Fehlerzahl

H&ufig ist man nur an globalen Alignments bzw. an inexakten Treffern interessiert, deren
Levenshtein-Bewertung durch eine Zahl k beschrinkt ist. Dann ist es nicht notig, die gesamte
Alignment-Tabelle auszurechnen, in der viele Zahlen gréfler als k sind. Man kann die Grund-
algorithmen so modifizieren, dass fiir globale Alignments die Laufzeit O(kn) betrigt und fiir
die inexakte Suche die mittlere Laufzeit deutlich verringert wird.

Globales Alignment

Gegeben sind eine natiirliche Zahl k sowie zwei Zeichenketten S; und S mit |Si| = m,
|S2| = n. Es gelte n —m = 6 > 0. Es ist zu entscheiden, ob der Levenshtein-Abstand von S;
und S durch k beschréankt ist. Im positiven Fall ist ein optimales Alignment zu konstruieren.

Definition 3.5 Fiir eine Matriz mit den Zeilen 0,1, ..., m und den Spalten 0,1, ..., n ist die
d-te Diagonale Diag,; (—m < d < n) definiert als

Diagy ={(i,7):0<i<mA0<j<nAj—i=d}.
Beispiel 3.7 In der folgenden Matrix sind die Diagonalen Diag_, und Diags dargestellt.

0123456789

SO W N~ O

a

Lemma 3.6 Besitzen S1 und So einen Levenshtein-Abstand von hdéchstens k, so befindet
sich der Pfad fiir das optimale Alignment innerhalb des Bereiches der Diagonalen Diag, mit

—L(k=0)/2] <d < [(k+19)/2].
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Beweis. Befindet sich ein Knoten (7, j) des Alignment-Graphen in der Diagonalen d = (j —1),
so existieren von diesem Knoten Kanten zu den Diagonalen d — 1, d, d+ 1. Die Kanten zu den
Diagonalen d — 1 bzw. d + 1 haben ein Gewicht von 1. Der Startpunkt des Alignment-Pfades
ist (0,0), also auf der Diagonalen 0; der Endpunkt des Alignment-Pfades ist (m,n), also auf
der Diagonalen ¢.

Seien nun —! < 0 bzw. r > § die Diagonale mit dem niedrigsten bzw. héchsten Index
im Alignment-Pfad. Der Weg von (0,0) zur Diagonalen —[ kostet mindestens [; der von der
Diagonalen [ nach (m,n) kostet mindestens [ + ¢. Die Gesamtkosten sind also mindestens
2] + 6. Wenn die Gesamtkosten hochstens k betragen, so folgt | < —[(k —J)/2]. Analog zeigt
man r < [(k+9)/2]. O

Satz 3.7 Es kann mit einem Aufwand von O(km) ermittelt werden, ob der Levenshtein-
Abstand von S1 und Sy durch k beschrdnkt ist und im positiven Fall ein optimales Alignment
bestimmt werden.

Beweis. Man kann den Grundalgorithmus abwandeln, wobei nur nach Alignments gesucht
wird, deren Pfade im Bereich der Diagonalen Diag, mit —|(k — §)/2] < d < |(k + 9)/2]
verlaufen (die konkrete Abwandlung bleibt als Ubungsaufgabe). In jeder Zeile sind hochstens
(k + 1) Werte zu bestimmen, was einen Gesamtaufwand von O(km) ergibt. O

Beispiel 3.8 Fiir §7 = tempel und Sy = treppe gilt § = 0. Damit braucht man fiir £ = 1
nur die Diagonale 0 und fiir k¥ = 3 nur die Diagonalen von —1 bis 1 zu betrachten. Es ergeben
sich folgende Tabellen.

t r e p p e t r e p p e
0 0

t 0 t]| 1|01
e 1 e 111
m 2 m 2122
P 2 p
e 3 e ;
1 4 1 3

Man beachte, dass in der ersten Tabelle im Tabellenfeld rechts unten eine 4 steht. Dies ist der
Wert des besten Alignments, das nur die Diagonale 0 benutzt. Man kann aus der ersten Tabelle
also nur folgern, dass der Levenshtein-Abstand grofler als 1 ist. Aus der zweiten Tabelle folgt,
dass der Levenshtein-Abstand 3 betrdgt, und der optimale Alignment-Pfad wird wie gehabt
konstruiert. O

Man kann den eben genannten Algorithmus auch benutzen, wenn keine Schranke gege-
ben ist, um einen O(k*m)-Algorithmus zu erhalten, wobei k* der (im Voraus unbekannte)
Levenshtein-Abstand ist. Das heift, fiir kleine Absténde erreicht man eine bessere Laufzeit
als mit dem urspriinglichen Algorithmus, wiahrend bei hohen Absténden die Laufzeit asym-
ptotisch gleich bleibt.

Satz 3.8 Das optimale Alignment von (Si,S52) kann mit einem Aufwand von O(k*m) mit
k* = D(S1,S3) bestimmt werden.



Ralf Stiebe: Textalgorithmen, WS 2005/06 71

Beweis. Man setzt zunichst k < 1. Solange es nicht gelingt, ein optimales Alignment mit
einer Bewertung von hochstens k& zu bestimmen, verdoppelt man k. Die Anzahl der zu be-
stimmenden Werte ist beschrénkt durch

[log k*] '
> 24 1(m+1) = O(k*m).

Inexakte Suche

Fiir die inexakte Suche nach dem Wort S; im Text S5 lésst sich der Basis-Algorithmus eben-
falls verbessern. Man berechnet die Eintrdge der Tabelle der D;vj—Werte nur an den Posi-
tionen, an denen aufgrund der Werte der Vorgénger ein Eintrag von hochstens k vorliegen
konnte. Von Nutzen ist dabei folgender Satz iiber die D;’j—Werte unter Beriicksichtigung des
Levenshtein-Abstandes.

Lemma 3.9 Es seien S1 und Sy Worter mit |Si1| = m, |S2| = n. Mit dem Levenshtein-
Abstand als Abstandsmaf gilt

1. D}; > D

ijo1— 1fir0<i<m,1<j<n,

2. D;;>Dj_y;—1firl<i<m,0<j<n,
3. DgijDgijfl firl<i<m,1<j<n.

Beweis. Wir beweisen alle drei Aussagen simultan durch Induktion iiber i und j.

Induktionsanfang: Wegen Dy, ; = 0 fiir 0 < j < n gilt Aussage 1 fiir i = 0. Wegen D], =

fiir 0 <14 < n gilt Aussage 2 fiir j = 0.

Induktionsvoraussetzung: Es seien fiir 7,j mit 1 <47 < m und 1 < j < n bereits D
i 11— 1lund Di; > Dj . —1 gezeigt.

Induktionsbehauptung: Dann gelten D; ; > D;;_; —1, D;; > Dj_; ; —1, D;j > Di g1

Induktionsbeweis: Nach Definition gilt D ;> mm{Dz 1j-1Di 1 —|— 1 DZ 1t 1}

Aus der Induktionsvoraussetzung folgen D) ,371 +1> lel’]fl und D) ;1> D!

woraus sich D ; > Dj_; ;_; ergibt.

Nach Deﬁnltlon gllt weiterhin D’ i1 < D 111 und D/'fl,j < Dg—l,jfl + 1. Mit Dé,j >

D;_, ;_, folgt daraus D; ; > D;J 1 — 1 und DjjzDj ;-1 -

1, — 1>

i—1,5—1°

Die eingeschrénkte Ahgnment Tabelle berechnet man am besten spaltenweise. Man stellt
fiir die Spalte j eine Liste L; auf, die alle Zahlen i mit D] ; < k enthélt. Wegen Dj, ;. > D; ;
konnen in der Spalte j+ 1 nur die Werte an den Stellen 0 bzw. i+1 mit ¢ € L; nicht grofier als
k sein und miissen berechnet werden. Im schlechtesten Fall miissen nach wie vor alle Eintrage
ermittelt werden, d.h. die Laufzeit betrdgt nach wie vor ©(mn). Die mittlere Laufzeit ist
jedoch in der GroBenordnung ©(kn). Erheblich vereinfacht wird der Algorithmus, wenn man
fiir jede Spalte j den Wert imax(j) = max{i : D;; < k} ermittelt und in der Spalte j' die
D’-Werte bis zur Zeile iyax(j) bestimmt.

Beispiel 3.9 Fiir die Suche nach S; = fische in Sy = fritzefischtefrische mit ei-
nem Levenshtein-Abstand von hochstens 1 werden folgende Werte der Alignment-Tabelle
bestimmt.
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flr|i|t|z|e|f|i|]s|c|lh|t]e|f|r|i|s|c|h]|e
ojojojojofofofojojojojojojojofojoj{ojojo
f 1401111 j1rjoj1rj1jrj{rj1rj1joj1jrj1j1j1j1
i 11112 (2(2(1|]0|1|2|2|2|2|1|1]|1]|2|2]|2]|2
S 2122 1101 2121
c 1101 1
h 1 1
e 1 1 1

a

Weitere Algorithmen fiir die inexakte Suche bei vorgegebener Fehlerschranke werden in Ab-
schnitt 3.6 besprochen.

3.3 Alignments mit Liicken (Gaps)

Bisher ergab sich die Bewertung eines Alignments, indem die Bewertungen der gegeniiberlie-
genden Zeichen addiert wurden. Diese Definition erméglichte einfache Rekursionsbeziehungen
und damit die effiziente Losung durch dynamische Programmierung. Realistisch sind solche
Bewertungen allerdings nicht unbedingt. Insbesondere sollte das Einfiigen bzw. Léschen eines
Wortes der Liange m als eine Operation angesehen werden und geringer bestraft werden als
das Einfiigen bzw. Léschen von m einzelnen Zeichen. Das Einfiigen bzw. Loschen eines Wortes
entspricht einer Folge von Liickenzeichen auf einer Seite des Alignments.

Definition 3.6 Es sei (S7,55) ein Alignment. Eine Liicke (gap) ist eine mazimale Folge von
Liickenzeichen in S| oder SY,.

Jedes Alignment (S7,55) ist eindeutig zerlegbar als
( 52) (abﬁl) (akaﬁk’)v

wobeli, fiir 1 <14 < k, o; und (; entweder kein Liickenzeichen enthalten oder eins von beiden
eine Liicke ist.

Die Abstandsfunktion d wird nur noch auf ¥ x ¥ definiert; auflerdem gibt es eine Gap-
Funktion g : Ny — IR, die eine Liicke entsprechend ihrer Linge bewertet. Die Bewertung
eines Alignments ergibt sich folgendermaflen:

|af

d(a, B) == Zd , falls a, B € ©*

d(a, B) = (!a\) falls @ oder 3 Liicke

k
: Zd aj,3j), bei obiger Zerlegung
7j=1

Beispiel 3.10 Fiir die Gap-Funktion g(n) = /n und die Abstandsfunktion wie beim Levenshtein-
Abstand ergeben sich folgende Bewertungen fiir zwei Alignments von abaabb und aaba:

abaabbd a b a a bb
<a b a> Zerlegung: (a) <> (a> <> (ba) Bewertung: 3



Ralf Stiebe: Textalgorithmen, WS 2005/06 73

abaabb a ba abb
(a aba) Zerlegung;: (a) ( ) (aba) Bewertung: 1+ v/2

Damit hat das zweite Alignment eine bessere Bewertung als das erste, wihrend die Levenshtein-
Bewertung fiir beide Alignments gleich ist. O

Fiir die Bestimmung eines optimalen Alignments kann man wiederum dynamische Pro-
grammierung anwenden. Fiir beliebige Gap-Funktionen ist eine kubische Laufzeit n6tig, wihrend
die Laufzeit im Falle affiner Gap-Funktionen quadratisch bleibt. Wir untersuchen die Fille
im einzelnen.

Allgemeiner Fall

Die Lange eines Gaps am Ende eines Alignments («, 5) von (Si[1...1], S2[1... j]) ist begrenzt
durch i, falls die Liicke am Ende von § auftritt, und durch j, falls sich die Liicke am Ende
von « befindet.

Fiir0<i<m,0<j<nund —j <h <isei D, der Wert eines optimalen Alignments
von (S1[1...4],S52[1...7]), das mit einem Gap der Lénge |h| endet, wobei sich das Gap in Sy
bzw. in S7 befindet, falls h > 0 bzw. h < 0 gilt. Weiterhin seien:

Di,j,—i— = min{Dmﬁ 1< h< Z},
D;j— =min{D;jp:—j <h< -1}

Fiir den Wert des optimalen Alignments von (Si[l...1],S2[1...5]) gilt offenbar: D;; =
min{Di,j,Jr, Di,j,ﬂ DLJ}O}‘

Satz 3.10 Im Falle einer beliebigen Gap-Funktion kann das optimale Alignment mit einem
Aufwand von O(mn(m +n)) gefunden werden.

Beweis. Wir geben hier nur die Rekursionsformeln an und lassen den Korrektheitsbeweis als
Ubungsaufgabe. Fiir 0 <7 <m und 0 < j <n gilt:

i), falls h=—j i), falls h =1
Dojn— {Q(J) J Dyop = {9(1) i

0o,  sonst ” 0o,  sonst
Fir1<¢<m,1<j <n ergibt sich:

Dijo = Di-1,j-1 + d(51[i], S2[5])
Dija = min{Di—1,j—, Di—150} + g(1)
Dij—1 = min{D;_1 1, Di-1,50} + 9(1)
Dijn = Di—1jn-1+gh)—gh—1),2<h<i
Dijn = Dij-1pt1+9(h]) —g(|h] =1),—j <h < -2

Die Konstruktion eines optimalen Alignments erfolgt wieder von der Position (m,n) aus. Man
ermittelt einen Index h fiir den D, ;, = Dy p gilt. Ist b = 0, so endet das Alignment mit
dem Paar (S1[m], S2[n]). Im Falle von h > 0 endet das Alignment mit einem Gap der Linge
h in Sy. Fir h < 0 endet das Alignment mit einem Gap der Lénge |h| in S;. Damit ist in
jedem Fall das Endstiick des Alignments bestimmt, und man kann rekursiv das Alignment
fortsetzen. |
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Affine Gap-Funktionen

Wir betrachten jetzt eine Gap-Funktion der Form g(n) = a(n — 1) + b mit a,b < 0. Derartige
Bewertungen von Liicken sind plausibel: es gibt eine Strafe b fiir das Ertffnen einer Liicke und
eine Strafe a fiir das Vergroflern einer Liicke um 1. Fiir affine Gap-Funktionen ldsst sich das
optimale Alignment mit quadratischem Aufwand finden, da sich die Berechnung der Werte
‘/;7j7+, V;"%,, ‘/;'7%0 vereinfacht.

Satz 3.11 Im Fualle einer affinen Gap-Funktion kann das optimale Alignment mit einem
Aufwand von O(mn) gefunden werden.

Beweis. Wegen g(h+ 1) — g(h) = a fiir h > 1 ergeben sich folgende Beziehungen fiir 1 <i <
m,1 <7< n

Doo,0 = 0,Dg0,— = Do+ = 00,

Dyj— =a(j—1)+b,Dg o= Do+ = 00,

Dio+ = a(i—1)+b,D;p0 = Djo,— = o0,

D;jo = Di-1j-1+ d(51[i], S2[5]),

D;;_ = min{Di,j_l,o +b,D; 14 +b,Dj; 1+ a},
D, = min{Di_17j70 +b,D; - +b,D;_1;4++ a}.

Das letzte Alignment-Paar findet man anhand der Werte Dy, .0, Dmpn+ und Dy, —. Der
Alignment-Pfad wird wie gehabt rekursiv konstruiert. O

Beispiel 3.11 Gegeben seien S = abaaba, So = abaaaaaabb, die Abstandsfunktion d mit
d(z,z) = 0, d(z,y) = 2 fiir  # y sowie die Gap-Funktion ¢ mit g(n) = n+ 3 fir n > 0.

Dijy
Dann ergibt sich folgende Alignment-Tabelle, wobei im Feld (7, j) der Eintrag Di,Jj,O steht.
1,7,—

Die markierten Tabellenfelder geben einen optimalen Alignment-Pfad wieder.

a b a a a a a a b b
o0 oo o o o o o o x x 0
0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
4 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
a 00 0 6 5 6 7 8 9 10 13 14
00 8 4 5 6 7 8 9 10 11 12
5 4 8 9 10 11 12 13 14 15 16
b 00 6 0 6 7 8 9 10 11 10 11
00 9 8 4 5 6 7 11 12 13 14
6 5 4 8 9 10 11 14 15 14 15
a 00 5 6 0 4 5 6 7 10 13 12
00 10 9 8 4 5 6 7 8 9 10
7 6 5 4 8 9 10 11 12 13 14
a 00 6 7 4 0 4 5 6 7 10 11
00 11 10 9 8 4 5 6 7 8 9
8 7 6 5 4 8 9 10 11 12 13
b ) 9 6 7 6 2 6 7 8 7 8
00 12 11 10 9 8 6 7 8 9 10
9 8 7 6 5 6 10 11 12 11 12
a oo 8 9 6 5 4 2 6 7 10 9
00 13 12 11 10 9 8 6 7 8 9
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Eine Verallgemeinerung der affinen Gap-Funktionen stellen die monoton wachsenden kon-
kaven Funktionen dar, d.h. solche Funktionen g, fiir die die Differenz g(n+ 1) — g(n) monoton
nicht wachsend ist (z.B. g(n) = v/n oder g(n) = logn). Die Kosten fiir eine Erweiterung der
Liicke werden dann mit wachsender Liickenlénge geringer. Ohne Beweis erwéhnen wir, dass fiir
solche Gap-Funktionen das optimale Alignment mit einem Aufwand von O(mn log max{m,n})
bestimmt werden kann. Der sehr interessante Algorithmus ist im Abschnitt 12.6 des Buches
von Gusfield zu finden.

3.4 Losung mit linearem Platzbedarf

Der bisher betrachtete Alignment-Algorithmus benétigte eine Laufzeit von ©(mn) und einen
Speicherplatz von ©(mn). Bei iiblichen Sequenzlingen von bis zu 10* ist bei der heutigen
Technik die Laufzeit kein Problem, der Platzbedarf aber schon. Wir werden jetzt einen Algo-
rithmus entwickeln, der mit linearem Platz auskommt und etwa die doppelte Laufzeit benotigt.

Ein genauerer Blick auf Algorithmus 3.1 zeigt, dass man die Bewertung des optimalen
Alignments mit linearem Platz bestimmen kann, da man fiir die Bestimmung einer Zeile ¢ der
Alignment-Tabelle nur die Zeile i—1 benétigt. Es ist also fiir die Berechnung von D(S1, S2) gar
nicht nétig, die gesamte Alignment-Tabelle zu erzeugen. Man benétigt lediglich zwei Vektoren
der Lange n, um die aktuelle und die vorherige Zeile zu speichern.

Algorithmus 3.2 zur Berechnung eines optimalen Alignments bendtigt allerdings die ge-
samte Tabelle und damit quadratischen Platz. Um auch das optimale Alignment mit linearem
Platzbedarf zu ermitteln, verfolgen wir eine Teile-und-herrsche-Strategie. Gilt m = 1, so be-
stimmt man das optimale Alignment wie in Algorithmus 3.2. Anderenfalls ermittelt man
ein Feld in der Zeile [m/2|, durch das der Alignment-Pfad verlduft. Ist dieses Feld in der
Spalte p, so zerfillt das optimale Alignment von S7 mit S5 in ein optimales Alignment von
Si[1...|m/2]] mit Sa[1...p] sowie in ein optimales Alignment von Si[|m/2] + 1...m| mit
Sa[p+1...n]. Diese beiden Alignments werden rekursiv ermittelt.

Das Feld (|m/2],p) im optimalen Alignment-Pfad wird wie folgt bestimmt. Bis zur Zeile
|m /2] berechnet man wie gehabt die Werte D; ;. Ab der Zeile [m/2| berechnet man auflerdem
eine Zahl P;; zwischen 0 und n, die das letzte Feld in der Zeile [m/2] im optimalen Pfad
nach (7, ) angibt. Die Initialisierungsregel fiir die Zeile |m/2] lautet:

Fiir i > [m/2] erhélt man die Rekursionsbeziehung;:

P11, fallsD;; = D 11+ d(S1[i], S2[j])
Pi’j = Pi—l,j: faHSDi’j = Di—Lj + d(Sl [’L], )
Pi,jfla fallsDi’j = Di’jfl + d(,, 52[]])

Der Wert Py, , gibt dann ein Feld in der Zeile |m/2] an, durch das der Alignment-Pfad
verlduft. Wie bei den D-Werten muss man auch von den P-Werten nur die beiden aktuell
letzten Zeilen speichern.
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Algorithmus 3.3 Alignment-Rekursiv (Hirschberg)
Eingabe: Worter S1, Sa, |S1| =m, |S2| =n
Ausgabe: Optimales Alignment von S7 und Sy
Aufruf: AR(Sq,52)
(1) if m =1 then return Alignment nach Algorithmus 3.2;
(2)  Bestimme Feld (|m/2],p) im optimalen Alignment-Pfad;
(3)  return AR(Si[1...|m/2]],S2[1...p]) AR(S:1[|m/2]+1...m],Sa[p+1...n]);

Satz 3.12 Algorithmus 3.3 bestimmt ein optimales Alignment mit einem Platzbedarf von
O(m + n) in einer Zeit von O(mn).

Beweis. Der Korrektheitsbeweis fiir die Rekursionsformel fiir die Werte F; ; erfolgt dhnlich
wie der Beweis von Satz 3.1 durch vollsténdige Induktion und Betrachtung der moglichen
Alignments. Der Platzbedarf fiir die Speicherung der P- und der D-Werte betrigt O(n), da
(wie bereits erw#hnt) nur die aktuelle und die unmittelbar vorhergehende Zeile der Tabelle
gespeichert werden miissen. Fiir die Ausgabe des Alignments ist ein Platz von O(m + n)
erforderlich.

Fiir den Beweis der Laufzeitabschidtzung definieren wir die Berechnung eines Alignment-
Feldes sowie die Bestimmung des Vorgénger-Feldes im Alignment-Pfad als jeweils einen Schritt.
Wir behaupten und beweisen durch Induktion iiber m, dass die Anzahl der Schritte des Al-
gorithmus durch

2(m+1)(n+1) +5(m — 1) + (m + 2n)[logy m]

beschrankt ist. Da man 0.B.d.A. m < n annehmen darf, ist dies ein Algorithmus mit einer
Laufzeit von O(mn).

Der Induktionsanfang wird bei diesem Beweis fiir m = 1 und m = 2 gelegt. Im Indukti-
onsschritt folgert man aus der Giiltigkeit der Abschétzung fiir m und m+ 1 auf die Giiltigkeit
fiir 2m und 2m + 1.

IA: Fiir m = 1 betrégt die Anzahl der Schritte (m+1)(n+1) fiir die Bestimmung der D-Werte
und der P-Werte sowie hochstens (m + 1)(n + 1) fiir die Bestimmung des Alignment-Pfades,
insgesamt also hochstens 2(m + 1)(n+ 1) =4(n + 1).

Fiir m = 2 betrégt die Anzahl der Schritte (m+1)(n+1) = 3(n+1) fiir die Bestimmung der
D-Werte und der P-Werte sowie 4(p + 1) und 4(n — p+ 1) fiir die rekursive Bestimmung der
Teil-Alignments. Der Gesamtaufwand betrigt also 7(n+1)+4=2(m+1)(n+1)+n+5<
2(m+1)(n+1)+5(m — 1) + (m + 2n) logy m.

IS: Sei die Behauptung fiir beliebige n sowie fiir m und m + 1 gezeigt.

Fiir 2m betrégt die Anzahl der Schritte (2m + 1)(n + 1) fiir die Bestimmung der D-Werte
und der P-Werte sowie die Anzahl der Schritte fiir den rekursiven Aufruf mit den Parametern
(m,p) und (m,n — p). Nach Induktionsvoraussetzung kann diese Schrittzahl insgesamt wie
folgt abgeschétzt werden:

2(m+1)(p+1) + 5(m —1) + (m + 2p)[logy m]
+2(m+1)(n—p+1) + 5(m—1) + (m+2(n —p))[logy m]|
=(2m+1(n+1)+m+n+3 4+ 52m—1)—5+ (2m + 2n)[logy m]
< (2m+1)(n+1) + 5(2m —1) + (2m + 2n)[logy(2m)]
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Fiir 2m + 1 betriigt die Anzahl der Schritte (2m + 2)(n+ 1) fiir die Bestimmung der D-Werte
und der P-Werte sowie die Anzahl der Schritte fiir den rekursiven Aufruf mit den Parametern
(m,p) und (m,n — p). Nach Induktionsvoraussetzung kann diese Schrittzahl insgesamt wie
folgt abgeschétzt werden:

2(m+1)(p+1) +5(m—1) + (m+2p)[logy m]
+2(m+2)(n—p+1) + 5m + (m+142(n—p))[logy(m +1)]
< (2m+4)(n+2) + 5(2m) —5 + (2m+ 1+ 2n)[logy(m + 1)]
(2m+2)(n+1) +2m+14+2n+5+ 52m) -5 + (2m+ 1+ 2n)[logy(m + 1)]
= (2m+2)(n+1) + 5(2m) + (2m+1+2n)[logy(2m + 1)]

Beim Ubergang von der vorletzten zur letzten Zeile nutzten wir aus, dass fiir jede natiirli-
che Zahl m > 1 [logy(2m + 1)] = [logy(2m + 2)] = [logy(m + 1)] + 1 gilt. Damit ist die
Induktionsbehauptung fiir 2m und 2m + 1 bewiesen und der Beweis komplett. O

Beispiel 3.12 Fiir S; = tempel und Ss = treppe erhalten wir folgenden Ablauf (in den
Zeilen 4 — 6 steht jeweils als erstes der D-Wert und als zweites der P-Wert).

t T
1 2
0 1
1 1
2 2

NN Ww D
NN W| =T
W W=t T
ooy @

4,0 | 3,1[3,1[3,2]23 2434
50| 4,1 4,1 [3,1]3,33,3[24
6,0 | 5,1 | 5,1 |4,1]|4,1|4,3]3,/4

t
e
m
P
e
1

Als Feld des Alignment-Pfades erhalten wir (3,4) (in der Tabelle markiert); das optimale

Alignment ergibt sich rekursiv als %1 %2 , wobei (a1, 1) ein optimales Alignment von
1 P2
tem,trep) und (as, F2) ein optimales Alignment von (pel,pe) sind. O
p P p

Das hier besprochene Verfahren zur Linearisierung des Platzbedarfes kann auf viele andere
Algorithmen der dynamischen Programmierung iibertragen werden. Es sei empfohlen, zur
Ubung das Rucksackproblem mit linearem Platzbedarf zu l6sen.

3.5 Losung in subquadratischer Zeit

In diesem Abschnitt soll ein Algorithmus zur Ermittlung des Levenshtein-Abstandes vorge-
stellt werden, der eine Laufzeit von O(mn/log(mn)) besitzt. Ein &hnlicher Algorithmus wurde
fiir die Multiplikation Boolescher Matrizen durch Arlazarov, Dinic, Kronrod und Faradzev an-
gegeben, weshalb man dieses und verwandte Verfahren oft als Four Russians Algorithmen in
der Literatur findet. Der hier prisentierte Algorithmus hat zwei Grundideen.

1. Statt der Werte D; ; bestimmt man Differenzen ( Offset-Werte) benachbarter D; ;-Werte.
Der Vorteil der Verwendung von Offset-Werten besteht darin, dass sie nur Werte aus
dem Bereich {—1,0,1} annehmen kénnen.
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2. Man berechnet die Offset-Werte nur an bestimmten Stellen der Tabelle, genauer in
den Zeilen i¢p und den Spalten jq, wobei p und g festgelegte natiirliche Zahlen sind.
Anschaulich tiberdecken wir die Alignment-Tabelle mit Blocken der Grofie (p+1) x (¢ +
1), deren Rénder sich iiberlappen. Der Block B; ; umfasst den Bereich, der durch die
Zeilen von ip bis (i + 1)p sowie die Spalten von jq bis (j + 1)q eingegrenzt wird. Das
folgende Bild zeigt eine Uberdeckung fiir m = 12,n = 20,p = 3,¢ = 4.

[ | [ | [ | [ | [ |

— 1 Boo [ | Bor [ | Bo2 [ | Bosz [ | DBoasa [ |
[ | [ | [ | [ | [ |

— 1 Bio [ | Bia [ | Bi2 [ | Big [ | Bia [ |
[ | [ | [ | [ | [ |

| Beo [ | B2i [ | Bea [ | B2z [ | DB2a [ |
[ | [ | [ | [ | [ |

| Bso [ | Bsi [ | Bs2 [ | B3z [ | DBza [ ]
[ | [ | [ | [ | [ |

Wie wir zeigen werden, sind durch den oberen und den linken Rand eines Blockes B; ;
sowie durch die zugehorigen Teilworter Si[ip + 1...(i + 1)p] und Sao[jg + 1...(5 +
1)g] der untere und der rechte Rand von B;; eindeutig bestimmt. Es gibt damit eine
Blockfunktion, die fiir den linken und oberen Rand sowie die zugehorigen Teilworter
eines Blockes den rechten und unteren Rand des Blockes festlegt. Da die Blockfunktion
nur endlich viele Argumente hat, kann man sie in einem Préprozessing berechnen und
in einer Tabelle speichern. In der Berechnungsphase bestimmt man den rechten und den
unteren Rand eines Blockes durch Nachschlagen in der Tabelle.

Im Weiteren seien S; und So Worter itber ¥ mit |X| = o, |Si| = m, |S2] = n. Der
Einfachheit halber nehmen wir an, dass m = pm’/ und n = gn’ fiir natiirliche Zahlen p, g gilt.

Definition 3.7 Es seien S1 und Sy Worter mit |S1| = m, |Sa2| = n. Fir 1 < i < m und
1 <7< n seien

o H;;(S1,5) = D; i(51,5) — D; j—1(51,52) (horizontaler Offset) und
e V;i(51,52) = D; j(51,52) — Di—1,;(S1,S2) (vertikaler Offset).

Der Wert D, , kann leicht aus den Offset-Werten berechnet werden, z.B. als: D,,,, =
Zinil Vi,o-FZ?:l H,, j. Um den Levenshtein-Abstand zu ermitteln, brauchen wir also tatséchlich
nur die vertikalen bzw. horizontalen Offset-Werte auf den vertikalen bzw. horizontalen Randern
der Blscke zu berechnen. Ahnlich wie die D; j-Werte lassen sich die Offset-Werte induktiv be-
rechnen.

Satz 3.13 Es seien Sy und Sy Worter mit |S1| = m, |Se| =n. Es gilt
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o Hy;=1firl<j<n.
H; ; = min{d(S1[3], S2[j]) — Vij—1, Hi—1; — Vij—1 + 1,1} fir1 <i<m, 1 <j <n.
o Vp,i=1firl<j<n.

V;’j = mm{d(Sl[z],Sg[j]) — Hz'—l,ja V;J‘_l — Hz‘—l,j =+ 1, 1} fﬂ?" 1< < m, 1< j <n.
Beweis. Wir fithren den Beweis fiir die H; j-Werte; die Behauptung fiir die V; ;-Werte kann
dhnlich gezeigt werden.

Zunichst einmal gilt fiir beliebiges 1 < j <mn: Hy; =Dy j — Do j1=7—(j—1) =1.
Fir1 <:<m, 1 <5 <n gilt die Rekursionsbeziechung

D;j = min{D; 11+ d(S1[i], S2lj]), Di—1; + 1, D; j_1 + 1}
= min{Dj ;1 — Vij1 + d(S1[i], S2[4]), Dij-1 — Vij—1 + Hi—1; + 1, D1 + 1}
= D j—1 +min{d(51[], S2[j]) — Vij-1, Hi-1; — Vij—1 + 1,1}
und damit Hz',j = D@j — D,;J'_l = min{d(Sl [’L], SQ[]]) — ‘/i,j—lyHi—l,j — V%,j_l + 1, 1}. O

Als unmittelbare Folgerungen aus der Rekursionsbeziehung ergeben sich wichtige Eigen-
schaften der Offset-Vektoren, die im Algorithmus genutzt werden.

Folgerung 3.14 Es seien S1 und Sy Worter mit |S1| = m, |Sa2| = n.
1. Hij € {-1,0,1} fir0<i<m,1<j<n, V;; €{-1,0,1} fir1 <i<m,0<j <n.

2. Fir0<i<m—pund 0 < j <n—q sind die Vektoren

Vitrjta Virzjra - Viepira) wnd (Hiyp i1, Hivp g2, - Hitpjtg)
eindeutig durch (Viy15, Vivaj, -, Viepy), (Hijr, Hijro, .. Hijiq),
Sili+1...i+p] und Se[j+1...5+ q] bestimmit.

Damit gibt es eine Blockfunktion
f:{=1,0,1}? x {—=1,0,1}9 x ¥P x ¥ — {-1,0,1} x {-1,0,1}1,

wobei f(Vl,ﬁl,a,ﬂ) = (%,ﬁg) bedeutet, dass der Block mit dem linken Rand Vj, dem
oberen Rand H 1, und den Teilwortern o von S7 und 3 von Sy den rechten Rand 172 und den
unteren Rand Hy besitzt. Fiir eine Eingabe (\71, ﬁl, a, 3) kann der Wert der Blockfunktion
durch dynamische Programmierung mit einem Aufwand von O(pq) bestimmt werden.

Beispiel 3.13 Es seien p =3, ¢ =4, V = (1,0,—1), H = (0,1,1,—1), a = abe, 8 = acha.
Dann ergibt sich folgende Alignment-Tabelle fiir die Offset-Werte (in den Feldern stehen
jeweils als erstes die V-Werte und als zweites die H-Werte):

a c b a

0 1 1 -1

al 1 0-1{0 1,0 11 0
0 1 000 0/-1 0[]0 1
cl-1 0 110 01 10 O

Die V-Werte in der letzten Spalte sind (1,0, 0), die H-Werte in der letzten Zeile sind (1,0, 1,0).
Folglich hat die Blockfunktion fiir das Argument ((1,0,—1),(0,1,1, —1), abc, acba) den Wert
((1,0,0),(1,0,1,0)). O
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Der gesamte Algorithmus ergibt sich wie folgt:
1. Bestimme die Blockfunktion fiir alle moglichen Eingaben.

2. Berechne durch dynamische Programmierung auf den horizontalen Blockrandern die
H-Werte und auf den vertikalen Blockrindern die V-Werte.

(a) Setze Vip=1, Hpj =1fir1<i<m,1<j<n.

(b) Ermittle fiir jeden Block den rechten und unteren Rand durch Nachschlagen der
Blockfunktion.

Die Laufzeit fiir Phase 1 betrdgt O((3|X])PT9pq), da es (3|X])PT? Argumente fiir die Block-
funktion gibt und die Berechnung des Funktionswertes fiir ein Argument durch dynamische
Programmierung einen Aufwand von O(pq) kostet.

In der 2. Phase haben wir fiir O(*}.*) Blocke die Blockfunktion aufzusuchen. Dies kostet

einen Aufwand von O(p + ¢) pro Block, insgesamt also O(im”(p JrQ)).

Nehmen wir der Einfachheit halber m = n an und setzen wir p = g = (loggyn)/2, so
erhalten wir einen Aufwand von O(nlog®n) fiir die Berechnung der Blockfunktion und von
O(n?/logn) fiir die Bestimmung des Levenshtein-Abstandes. Zusammenfassend konnen wir
feststellen:

Satz 3.15 Flir Si,S2 mit |S1| = |Sa2| = n kann der Levenshtein-Abstand mit einem Aufwand
von O(n?/logn) bestimmt werden.

Praktische Anwendung

Das bisher gezeigte Resultat ist eher von theoretischem Wert. Man rechnet leicht nach, dass
selbst fiir kleine Werte von p, ¢ und o die Tabelle fiir die Blockfunktion sehr grofl wird. Fiir
praktische Anwendungen wéhlt man ¢ = 1. Damit muss man alle V; ;-Werte berechnen, kann
aber durch Nutzung von Bitarithmetik eine Beschleunigung erreichen. Fiir die Berechnung
der Blockfunktion benétigt man nicht ein konkretes Teilwort o der Linge p von S; und
ein konkretes Symbol x von Sy, sondern nur den Bitvektor B,(«) der Vorkommen von z
in @. Man kann namlich nachweisen, dass die Werte (Vit1 j4+1,..., Vigpj+1) und Hijpp i1
nur von (Vig1j,..., Viyp,;) und H; j41 und By(a) mit o = Si[i +1...i 4+ p|, = Sa[j + 1]
abhingen (Ubungsaufgabe). Da es 2P verschiedene Bitvektoren der Linge p gibt, braucht
man im Priiprozessing nur 2P - 3?1 Werte der Blockfunktion zu berechnen. Fiir p = 6 wiren
das z.B. 139968 Werte. Auflerdem ist die Blockfunktion unabhéngig vom Alphabet und muss
damit nur ein einziges Mal berechnet werden. In der Berechnungsphase speichert man den
Vektor (Vig1,j+1,- -, Vigp,j+1) in einer Integer-Variable und berechnet ihn in einem einzigen
Schritt. Fiir die Berechnung von p aufeinander folgenden Zeilen benétigt man damit p - o
Schritte fiir die Bestimmung aller Bitvektoren sowie n = |S3| Schritte fiir die Bestimmung
der Offset-Vektoren. Die erreichte Beschleunigung liegt also in der Gréoflenordnung p.

Beispiel 3.14 Einen Vektor V' = (z1,22,...,xp) tiber {1,0,—1} kann man auf natiirliche
Weise durch die ganze Zahl Z(V) = >°F_ z; - 377" darstellen. Ein Bitvektor (b1, bo,...,by)
entspricht der natiirlichen Zahl >°F_ b; - 2P~%,

Firp=3,V = (1,0,-1), H = 0 und den Bitvektor B = 100 erhélt man als Ergebnis der
Blockfunktion ((0,1,0),1). In der Tabelle der Blockfunktion f findet man deshalb den Eintrag
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f:(8,0,4) — (3,1).

Fiir die Berechnung der Zeilen von ¢ + 1 bis ¢ + p stellt man fiir das zugehorige Teilwort o =
Sili+1...i+p] und alle Buchstaben z die Bitvektoren B, = B,(«) auf. Zum Beispiel gilt fiir
«a = abcund x = a B; = 100 bzw. als ganze Zahl B, = 4. Auflerdem verwendet man die bereits
zuvor ermittelten Werte H;;,1 < j < n. Anstelle der V-Vektoren verwenden wir Zahlen
Zivpi = Z((Vit1,- - Vitpy))- Es gilt als Initialisierung Zi1po = > b, 3P~ = (3P — 1)/2.
Gilt Sa[j] = x, so lautet die Aktualisierungsregel (Zitp j, Hitp,j) = f(Zitpj—1, Hij, By). Fiir
a=abc, x = a, Ziipj—1 =8, Hj j =0 ergibt sich damit Z;,; =3, Hiyp; = 1. O

3.6 Weitere Algorithmen fiir die inexakte Suche

Wir wenden uns noch einmal einem sehr wichtigen Spezialfall der inexakten Suche zu. Gesucht
sind die inexakten Vorkommen von P mit |P| = m in T mit |T| = n, deren Levenshtein-
Bewertung durch k£ beschriankt ist. Diese spezielle Aufgabenstellung hat eine grofie prakti-
sche Bedeutung. Neben dem Standard-Algorithmus sind weitere Losungsansétze moglich, die
héufig eine bessere Laufzeit aufweisen. Wir betrachten hier zwei Verfahren: das erste erweitert
den Shift-And-Algorithmus, wihrend das zweite mogliche Vorkommen mittels exakter Suche
nach mehreren Wortern herausfiltert.

Erweiterter Shift-And-Algorithmus

Man kann den NEA zur Erkennung von P aus dem Shift-And-Algorithmus (siche Abschnitt 1.4)
leicht in einen NEA zur Erkennung von P mit hochstens k Fehlern erweitern. Der NEA zur
Erkennung mit k& Fehlern besteht aus (k + 1) Kopien des NEA zur Erkennung ohne Fehler.
Den Einfiigungen, Ersetzungen und Léschungen entsprechen Transitionen aus der (j — 1)-ten
in die j-te Kopie.

Formal besitzt der NEA zur Erkennung von P = z1xs - - - £, mit k Fehlern die Zustands-
menge {0,1,...,m} x{0,1,...,k}, die Transitionenmenge

0 = 6o Udy UdyUd3zUdy mit

50—{((0J) :(0,5)):0<j <k,z e},

{(z—l 7), iy (1,7)) : 1 <i<m,0<j <k},
(t,7 —1),2,(4,7)): 0<i<m,1<j<k,zeX}

(1,7 —1),8,(4,7)) : 0<i <m,1<j <k},

(i—1,7—1),2,(i

die Startzustidnde {(0,7) : 0 < j < k} und die Menge der Endzustéinde {(m,j) : 0 < j <
k}. Der Zustand (i,j) ist genau dann erreichbar, wenn ein Suffix des gelesenen Textes ein
Vorkommen von P[1...4] mit hdchstens k Fehlern ist Die Transitionen in den einzelnen Zeilen
von § erkldren sich wie folgt.

j):1<i<m,1<j<k,xeX}

1. Die Startzustdnde sind immer erreichbar, da an jeder Stelle das leere Wort exakt vor-
kommt; daher die Transitionen aus dy.

2. Wurde PJ1...i—1] mit hochstens j Fehlern gefunden und stimmt P[i] mit dem néchsten
Textsymbol iiberein, so hat man nach dem néchsten Symbol ein Vorkommen von P[1 ... ]
mit hochstens j Fehlern; daher die Transitionen aus ¢ .
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3. Wurde P[1...4] mit hochstens j — 1 Fehlern gefunden, so hat man nach dem néchsten
Textsymbol ein Vorkommen von P[1...¢] mit hochstens j Fehlern (in T ist gegeniiber
P ein Zeichen “eingefiigt”); daher die Transitionen aus ds.

4. Wurde P[1...7— 1] mit hochstens j — 1 Fehlern gefunden, so hat man an der aktuellen
Textstelle auch ein Vorkommen von P[1...4] mit héchstens j Fehlern (ein Zeichen von
P ist in T “geloscht”); daher die Transitionen aus 0.

5. Wurde P[1...i—1] mit hochstens j—1 Fehlern gefunden, so hat man nach dem néchsten
Textsymbol ein Vorkommen von P[1...4] mit héchstens j Fehlern (unabhéngig von der
Ubereinstimmung zwischen P[i] und dem Text); daher die Transitionen aus dg.

Beispiel 3.15 Fiir P = abcabba und k = 2 ergibt sich der folgende NEA (Kanten ohne
Beschriftung entsprechen Transitionen mit Symbolen aus ¥ U {e}):

Fiir die Implementierung benodtigen wir die Bitvektoren B[z] wie gehabt fiir die Vorkom-
men der Symbole in P, Z;, 0 < j < k, fiir die alten Zustdnde des NEA und ZJ’-, 0<j<k,
fiir die neuen Zustéinde des NEA. Ein Endzustand ist erreicht, wenn das m-te Bit in einem
der Vektoren Z; gleich 1 ist.

In der Initialisierung werden die Zusténde (7,7) mit 0 < i < j < k aktiviert. Dies geschieht
mittels der Zuweisungen

Zo 05 Zj — Zj1 |(1<<(j — 1)), fir 1 <j < k.

Die Aktualisierung fiir ein Textsymbol x geschieht wie folgt:
1. Z) — ((Zy<<1]|1) & Blz];

2. Z; — (2 << 1| ) & Blz]) [ Zj1 | (Zj—1 << 1) | (2],
3. Zj « Z, fix 0< j < k.

Im ersten Schritt wird der Bitvektor fiir die Zusténde (7, 0) wie beim Shift-And-Algorithmus
aktualisiert. Im zweiten Schritt aktualisiert man die Bitvektoren fiir die Zusténde (i,j) mit
j > 0. Die Operanden fiir die OR-Operation ergeben sich aus den zu simulierenden Transitio-
nenmengen dg, d1, . .., 04. Man beachte, dass man fiir die Berechnung des (neuen) Wertes ZJ‘
sowohl den (alten) Wert Z;_; als auch den (neuen) Wert Z7_; benétigt. Damit kann dieser
zweite Schritt nicht parallelisiert werden. Im dritten Schritt werden schliellich die alten Werte

<«<1), fir 1 < j <k
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der Zustandsvektoren Z; durch die neuen Werte ZJ’- ersetzt. Eine Aktualisierung kostet damit
O(k) Bitvektor-Operationen, fiir hinreichend kurze Suchworter also O(k) Schritte.

Eine verbesserte Variante des Algorithmus nutzt aus, dass die aktuell erreichbaren Zusténde
in der Diagonalen d, d.h. die Zusténde {(i,5) : i — j = d}, nur von den zuvor erreichbaren
Zustidnden in den Diagonalen d—1 und d und dem Textzeichen abhiingig sind. Dies ermdglicht
es, mit einem einzigen Bitvektor D auszukommen, wobei die Reihenfolge der Zustéinde nach
Diagonalen geordnet ist. Ist (j + 1)|P| kleiner als ein Computerwort, so ist der Aufwand
konstant. Details findet man im Buch von Navarro und Raffinot.

Ein Filteralgorithmus

Das Ziel des hier beschriebenen Algorithmus ist, mogliche Kandidaten fiir ein inexaktes Vor-
kommen herauszufiltern. Dabei wird der folgende Zusammenhang zwischen der inexakten
Suche und der exakten Suche nach mehreren Woértern ausgenutzt.

Satz 3.16 Es sei P = Py Py--- Py eine Zerlegung von P. Gilt D(P,S) < k, so enthdlt S
ein exaktes Vorkommen eines der Worter {Py, Py, ..., Pyy1}.

Beweis. Gilt D(P,S) < k, so existiert ein Alignment von P und S mit einer Bewertung
von hochstens k. Dieses Alignment wird in k + 1 Teil-Alignments von Pj, P, ..., Pyy1 mit
Teilwortern von S zerlegt. Die Bewertung des gesamten Alignments ergibt sich als Summe
der Bewertungen der Teil-Alignments. Da jedes Teil-Alignment mindestens die Bewertung
0 besitzt und die Summe der Bewertungen kleiner als k + 1 ist, muss mindestens eins der
Teil-Alignments mit 0 bewertet sein. O

Der Filter-Algorithmus funktioniert also wie folgt. Man zerlegt das Suchwort P in k + 1
Teilworter (in der Regel etwa gleicher Lénge). Dann sucht man nach exakten Vorkommen
dieser Teilworter und versucht schliellich, diese exakten Vorkommen zu inexakten Vorkommen
von P zu erweitern.

Beispiel 3.16 Essei P = fische, und die Fehlerschranke sei 1. Wir zerlegen P = P - P> mit
P, = fis, P» = che. Im Text T = fritzefischtefrische finden wir ein exaktes Vorkommen
von fis an der Stelle 7 und eines von che an der Stelle 18. Dann sucht man nach einem
Vorkommen von che mit Fehler hochstens 1, das an der Stelle 10 beginnt, sowie nach einem
Vorkommen von fis mit Fehler hochstens 1, das an der Stelle 17 endet.

Effizient sind Filtermethoden, wenn P relativ lang und & klein ist. Im mittleren Fall wird
die Suche erheblich beschleunigt, da exakte Vorkommen im Mittel relativ selten gefunden
werden. Da die Gesamtlinge der Suchworter bei der Suche nach mehreren Wortern gleich
|P| und damit recht kurz ist, bieten sich als Algorithmen solche mit Bit-Arithmetik, z.B. der
Shift-And-Algorithmus fiir Mengen sowie der NDAWG-Algorithmus fiir Mengen an.

3.7 Multiple Alignments

Wir wollen zuletzt das Problem des Alignments von mehr als zwei Sequenzen betrachten.
Dieses ist seit einigen Jahren ein heifles Forschungsthema, da es einerseits entscheidende Be-
deutung in der Molekularbiologie besitzt (insbesondere bei der Strukturvorhersage von Ei-
weifimolekiilen) und andererseits nicht so einfach wie das Problem des paarweisen Alignments
geldst werden kann.
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Motivation. Proteine aus einer gemeinsamen Familie besitzen dhnliche biochemische Ei-
genschaften und eine #hnliche dreidimensionale Struktur; sie kénnen jedoch als Aminosaure-
Sequenzen sehr unterschiedlich aussehen. Ein typisches Beispiel ist das Hdmoglobin, das in
Insekten wie in Sadugetieren dhnliche Struktur und Eigenschaften aufweist, wobei entwick-
lungsbiologisch weit entfernte Arten sehr verschiedene Aminosiure-Sequenzen besitzen. Man
nimmt an, dass die dhnlichen biochemischen Eigenschaften durch lokale Sequenz-Ahnlichkei-
ten bedingt sind. Paarweise lokale Alignments sind hier von geringem Nutzen, da bei zu
grofer globaler Ahnlichkeit nicht die wesentlichen Ahnlichkeiten entdeckt werden und bei zu
grofler Unterschiedlichkeit sich lokale Sequenzéhnlichkeiten zuféllig ergeben. Darum versucht
man, die lokalen Ahnlichkeiten durch ein gemeinsames Alignment mehrerer Sequenzen der
Familie zu finden. Hat man fiir eine Familie ein (hoffentlich korrektes) multiples Alignment
ermittelt, so kann man fiir eine neu erhaltene Sequenz testen, ob diese zur Familie gehort,
indem man sie mit dem Alignment vergleicht.

Definition 3.8 Fs seien S1,Ss,...,Sy Worter iiber ¥. Ein multiples Alignment von (S1, Ss, . ..

ist ein k-Tupel (51,55, . ..,5S},) von Wortern gleicher Linge iber XU{_}, wobei S firl <i <k
aus S; durch FEinfligen von Leerzeichen _ entsteht.

Bewertung multipler Alignments. Als praktikabel haben sich sogenannte Sum-of-Pairs-
Bewertungen erwiesen, bei denen die Bewertung eines k-Tupels als Summe der Bewertungen
der @ in diesem k-Tupel enthaltenen Paare entsteht.

Definition 3.9 Es seien Si,Ss,...,S, Wérter diber ¥ und d : (X U {_})? — Z eine Bewer-
tungsfunktion. Die Sum-of-Pairs-Bewertung (SP-Bewertung) beziglich d ergibt sich fir ein
Alignment (S1,S5,...,5,) mit |Si| =n firl <i<k als

d(S}, S, Sp) = S d(Si[t], Shlt]. ... Skl]) mit
t=1

d(ay,ag,...,a) = Z d(a;,a;) fir ay,as,...,a € ZU{_}.

1<i<j<k

Profile. Ein Vorteil der SP-Bewertung ist, dass sie symmetrisch ist, d.h. dass der Wert
d(a1,as,...,a) lediglich vom H&ufigkeitsvektor der Symbole aus ¥ U {_} in (a1, a2, ..., ax)
abhéngig ist. Ersetzt man die k-Tupel eines Alignments durch die zugehorigen Haufigkeitsvek-
toren, so entsteht ein Profil. Die SP-Bewertung kann auf natiirliche Weise auf Héufigkeitsvek-
toren und Profile ausgedehnt werden. Dabei besitzt ein Profil die gleiche SP-Bewertung wie
das definierende multiple Alignment. Haufig ist es bequem, ein Alignment durch sein Profil
zu ersetzen bzw. sind die bestehenden Ahnlichkeiten besser aus dem Profil zu erkennen.

Definition 3.10 Es seien S1,So,...,Sy Worter iber ¥ = {x1,x2,...,25}.

Der Hiufigkeitsvektor h(ai,as, ..., ay) eines k-Tupels (a1, as,...,ax) € (XU {_}F ist der
Vektor (ho, hi, ..., he), wobei hy die Anzahl der Vorkommen von _ sowie h; fir 1 <i < o die
Anzahl der Vorkommen von x; in (ay,as,...,a) sind.

Das Profil eines Alignments (S1,55,...,5S,) mit |S;| =n fir 1 <i <k ergibt sich als

h(S1[1), S[1], - Sp[IDA(S1(2], S5[2], .- Sg[2]) - - k(S [n], Sa(nl, .. . Sg[n]).

, Sk)
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Definition 3.11 Es seien ¥ = {x1,22,...,2,} ein Alphabet und d : (X U {})? — Z eine
Bewertungsfunktion.
Die Bewertung eines Hdiufigkeitsvektors (ho, hi, ..., hy) beziiglich d ergibt sich als

1 g
d(ho, by, .- ho) = Y hihyd(wi,x;) + 5 > hi(hi — Dd(ws, ;).
i=0

1<i<j<k

Die Bewertung eines Profils H1Hs - - - H,, aus den Hdaufigkeitsvektoren Hy, Ho, ..., H, ergibt
sich als d(H1Hy -+ Hyp) = Y71, d(Hj).

Beispiel 3.17 Fiir ¥ = {a, b} hat
das Alignment  das Profil
—aab_a

s 300030

@aav -4 5449203
Seaa-a 190211
_aaabbd

Die Bewertung beziiglich des Levenshtein-Abstandes betrégt jeweils 3+0+0+4+3+3 = 13.
O

Exakte Losung und NP-Vollstindigkeit. Sind die Zeichenketten S1, .59, ..., S der Langen
ni,na, ..., N, gegeben, so kénnen wir das globale Alignment-Problem analog zum paarweisen
Problem l6sen, indem wir durch dynamische Programmierung die Bewertungen Dy, 4, . s der
optimalen multiplen Alignments von Si[1...t1], So[l...t2], ..., Sk[l...tx] bestimmen.

Graphentheoretisch ist dies die Suche nach dem kiirzesten Weg von (0,0,...,0) nach
(n1,n2,...,nk) im Graphen mit Kantengewichten (V, E, d), wobei

Vo= {(ti,ta, ..., tg) 1 0<t; <my, 1 <0 <k},
E = {((tlat%'-wtk)v(t/lvt,%-"vt;g)) : (t17t27"'atk) 7é (tllatIQa-'wt?c)vti St; gtl—i—l}

und

d((t1,ta, .. ), (t) th, . 1)) = j{:<1aj mit

1<j
0 , falls tgzti/\t;.:tj
d = d(Si[ti], S;[t}]), falls t; = t; + L At; = t; + 1
! d(Silt}], ) falls tf =t + 1AL =1t;

(., Sj[tg]) , falls t; =1; N\ t;- =t;+1

Praktikabel ist diese Methode schon fiir kleine Werte von k nicht mehr, da der Aufwand
O(n*) betriigt. Man kann sogar zeigen, dass das multiple Alignment-Problem NP-vollstindig
ist. Damit ist es sehr unwahrscheinlich, dass ein effizienter Algorithmus zur exakten Losung
dieses Problems existiert. Es wurden zahlreiche Heuristiken zur niherungsweisen Losung
des Alignment-Problems entwickelt. Wir beschéftigen uns im folgenden mit zwei Anséitzen.
Zunéchst geben wir eine Naherungsalgorithmus mit einer garantierten Fehlerschranke an.
Danach stellen wir ein Branch-and-Bound-Verfahren vor, bei dem man die exakte Losung
bestimmt, jedoch dank der Verwendung von Abschétzungen nicht alle Knoten des Graphen
betrachten muss.
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Niherungslésungen. Eine hiufig benutzte Heuristik zur Erzeugung einer Ndherungslosung
ist das Alignment von Alignments. Zunéchst bildet man paarweise Alignments fiir jeweils
dhnliche Worter; spéter fiigt man je 2 Alignments zu einem gréfleren zusammen, wobei die
Teil-Alignments nicht mehr geéindert werden. Damit wird das Alignment von Alignments zu
einem paarweisen Alignment iiber einem neuen Alphabet. Im Falle von SP-Bewertungen kann
man die Alignments durch ihre Profile ersetzen.

Die Qualitidt der Naherungslosung hingt wesentlich von der Reihenfolge der Alignment-
Operationen ab. Hiufig wird die Reihenfolge durch einen Baum festgelegt. Dieser Baum wider-
spiegelt oft entwicklungsbiologische Verwandschaften zwischen den verschiedenen Sequenzen
(phylogenetischer Baum). Wir werden nun fiir einen speziellen Baum zeigen, dass ein Align-
ment an diesem Baum (fiir die Levenshtein-SP-Bewertung) eine garantierte Giite erreicht.

Definition 3.12 FEs seien S1,59,...,Sr Worter dber > und D : ¥*x3* — IN der Levenshtein-
Abstand. Es seii* € {1,2,...,k} so gewdhlt, dass

ZD(Si*’Sj) = min ZD(SZ',S]-)
J#

— 1<i<k
JF#*

gilt.
Der zentrale Stern (central star) fiir S1,S2,...,Sk ist der Graph G = (V,E) mit V =
{1,2,...,k} und E = {(i*,j) : j #i*}.

Das Alignment am zentralen Stern geschieht wie folgt. Man bildet zunédchst die optimalen
paarweisen Alignments von (S;«, Sj). Diese Alignments haben die Form ( Z(f ), S7%). Es sei S
das kiirzeste Wort, das aus jedem Wort Sz(f ) durch Einfiigen von _ erhalten werden kann. Dann
kann man jedes Alignment (Sl(f ), S]’) durch Einfiigen von Paaren (_, ) zu einem Alignment
der Form (S}, S7) umwandeln. Wegen d(-,-) = 0 hat das Alignment (S}, S7) die gleiche
Bewertung wie (Sz(f), S;) Unser gesamtes multiples Alignment ist (ST, S5,...,5)).

Beispiel 3.18 Wir betrachten S7; = aaba, Sy = baaba,S3 = aaaa, Sy = aaabb. Dann gilt
7* = 1, und die optimalen paarweisen Alignments mit .S sind

_aaba aaba aab_a
baaba aaaa aabba’

Wir erhalten dann ST = _aab_a; das Alignment am zentralen Stern ergibt:

_aab_a
baab _a
_aaa_a
_aabba
O
Satz 3.17 FEs sei d die Bewertung des Alignments von Sy,S9,...,S, am zentralen Stern.

Dann gilt d < 2D(Sy, So, ..., Sk).
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Beweis. O.B.d.A. gelte i* = 1. Das Alignment am zentralen Stern sei (S}, S5,...,S}), das
optimale Alignment sei (57,55, ..., 5}).

Es gilt d = d(S7,55,...,5) = >2,;d(S;,57). Fir 1 <i < j <k gilt die Dreiecksun-

gleichung d(S}, S7) < d(S;, ST) + d(S7,57) = D(S;, S1) + D(S1, S;). Damit erhalten wir die
Abschétzung
d< Y D(S1,S8;)+ > [D(S1,8)+D(S1,8)] = (k—1) > D(51,5)).
1<j<k 1<i<j<k 1<j<k

Andererseits gilt

2D(S1, 52, ..., Sk) = Y _d(S},S)) =) D(Si,S;) =k > D(51,5;)

i#j i#j 1<j<k

und damit d < 280 D(S;, 95, ..., Sp). O

Branch-and-Bound-Verfahren. Die Bestimmung des optimalen Alignment-Pfades er-
folgt im Prinzip nach dem DI1JSKTRA-Algorithmus zur Suche nach dem kiirzesten Weg von
Knoten 0 = (0,...,0) nach Knoten N = (n1,ne,...,nk). Dabei wird allerdings ein Knoten,
iiber den der minimale Pfad garantiert nicht fiihren kann, von der weiteren Betrachtung aus-
geschlossen. Dazu benutzen wir folgende untere Abschitzung A(v) fiir die Lénge des kiirzesten
Weges von v = (v, v, ...,v;) nach N:

A(U) = Z Ai’j(vi,vj) mit
1<i<j<k
Aijj(vi,vj) = D(SZ[’UZ +1.. .ni], Sj[vj +1... nj])
= D(Si[1...n; — v, S{[L...n5 —vj]).

Fiir ein Paar (7, j) konnen alle Werte A4; j(vs,v;), 0 < v; < n;, 0 <wv; < nj, durch dynamische
Programmierung mit einem Aufwand von O(n;n;) berechnet werden. Dies geschieht in einem
Priiprozessing mit einem Gesamtaufwand von O(k*n?), wobei n = max{ni,na,...,n;}. Fiir
einen Knoten v kann dann A(v) durch Aufsuchen der Werte A; j(v;, v;) mit einem Aufwand
von O(k?) bestimmt werden.

Ist D(v) die Linge des kiirzesten Weges von 0 nach v, so kann der kiirzeste Weg von 0
nach N nicht iiber v fithren, wenn D(v) 4+ A(v) > M gilt, wobei M eine obere Schranke fiir
die Linge des kiirzesten Wegen von 0 nach N ist. Eine solche Schranke wird iiblicherweise
durch eine Niherungslosung ermittelt (z.B. Alignment am zentralen Stern) und im Laufe des
Algorithmus durch wiederholte Berechnung von Niherungslésungen verschérft.

Im Algorithmus speichern wir eine Menge S von Knoten, fiir die der optimale Weg von 0
bereits bekannt ist, sowie eine Menge ) von Knoten, die Nachfolger von Knoten aus .S sind.
Zu jedem Knoten v € SUQ speichert man den Wert d(v) des bisher besten Weges von 0 nach
v. Initialisiert wird S mit (, Q@ mit {0} und d(0) mit 0. In einem Schritt entfernt man aus Q
den Knoten v mit minimalem Wert d(v) und fiigt v in S ein. Mit jedem Nachfolger w von v
verfihrt man folgendermafien.

e Gilt w € Q, so setzt man d(w) «+ min{d(w),d(v) + d(v,w)}.

o Gilt w ¢ QU S und gilt d(v) +d(v, w) + A(w) < M, so setzt man d(w) «— d(v)+d(v,w)
und fiigt w zu @ hinzu.
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e Sollte auflerdem w = N gelten, so aktualisiert man in beiden Fillen M « d(w).

e In den anderen Fillen (w € S oder w ¢ QU S A d(v) + d(v,w) + A(w) > M) éndert
man nichts.

Der Algorithmus terminiert, wenn @ leer ist.

Branch-and-Bound ist ein Standard-Verfahren zur Losung schwieriger Optimierungspro-
bleme. Oft wird die optimale Losung nicht in angemessener Zeit gefunden. Durch die Abschétzun-
gen nach unten (A(v)-Werte) sowie nach oben (N&herungslosungen) kann man aber oft recht
gut den Wert des optimalen Alignments abschétzen.

Weitere Methoden. Von den zahlreichen weiteren Verfahren zur Ermittlung von Néhe-
rungslosungen skizzieren wir kurz zwei sehr wichtige:

e Motif-Suche: Es wird eine charakteristische Teil-Sequenz (motif, anchor, block) gesucht,
die in allen Wortern inexakt vorkommt. Fiir die Fundstellen bildet man das Alignment.
Dadurch wird jedes Wort in zwei Teile zerlegt. In diesen Teilen sucht man erneut nach
Motiven.

e Hidden Markov Modelle: Es wird zun&chst ein Profil als Startalignment bestimmt. Mit
diesem Profil bildet man Alignments mit den einzelnen Sequenzen. Dabei entsteht ein
neues Profil. Dieser Prozess wird fortgesetzt, bis sich das Profil nicht mehr dndert.



Kapitel 4

Indexstrukturen fiir Texte

4.1 Einfiihrung

Bei allen bisher betrachteten Suchalgorithmen wurde das Suchwort einem Priprozessing un-
terzogen, der Text aber nicht. In der Suchphase war es deshalb nétig, den gesamten Text
zu betrachten. Im besten Fall ergab sich eine Laufzeit von O(n/m) bei Textlinge n und
Suchwortléinge m. Im Falle grofier Text-Datenbanken (Internet, genetische Datenbanken) mit
vielen Anfragen in einem unverdnderlichen Text ist eine solche Laufzeit zu hoch.

Wir stellen uns deshalb das folgende Problem. Gegeben ist ein sehr langer und unverénder-
licher Text T der Lénge n. Ziel ist es, den Text so aufzuarbeiten, dass die Zeit fiir die Su-
che nach einem Wort P (oder nach einem verallgemeinerten Suchmuster) unabhéngig oder
ho6chstens logarithmisch abhéngig von n ist. In gewisser Weise ist diese Aufarbeitung vergleich-
bar mit einem Index in einem Buch, der fiir wichtige Stichworter Verweise auf die zugehorigen
Seiten des Buches gibt. Ein Index fiir die Suche kostet zusétzlichen Platz. Dieser zusétzliche
Bedarf sollte hochstens linear in der Textldnge n sein. Auch sollte der Zeitaufwand fiir die
Konstruktion in der Gréflenordnung O(n) bzw. O(nlogn) liegen.

In natiirlichsprachlichen Texten sucht man haufig nicht nach beliebigen Zeichenketten,
sondern nur nach Folgen von Wortern (die durch spezielle Zeichen voneinander getrennt
sind). Fiir solche Texte ist es moglich, einen so genannten partiellen Index anzulegen, der
wesentlich weniger Platz als ein vollsténdiger Index benotigt.

Dieses Kapitel ist wie folgt gegliedert. In Abschnitt 4.2 werden einige Datenstrukturen fiir
die Indizierung vorgestellt. Neben den bekanntesten (und fiir die Theorie sehr angenehmen)
Strukturen Suffizbaum und Suffix-Array geht es dabei auch um Strukturen fiir die partielle
Indizierung. Es wird kurz erldutert, wie das Problem der exakten Suche effizient mit Hilfe der
einzelnen Strukturen gelost werden kann.

In den Abschnitten 4.3 und 4.4 werden einige effiziente Algorithmen zur Konstruktion von
Suffixbdumen bzw. von Suffix-Arrays besprochen.

SchlieBlich beschéftigt sich Abschnitt 4.5 mit weiteren Anwendungen von Indexstrukturen,
wie z.B. der Suche nach Wiederholungen oder Anwendungen in Kompressionsalgorithmen.

4.2 Datenstrukturen fiir die Indizierung

Im folgenden sei S ein Wort der Lénge n iiber dem Alphabet > der Machtigkeit o. Aulerdem
sel # ¢ X ein Sondersymbol (Textende). Mit S;, 1 < ¢ < n + 1, bezeichnen wir das Suffix

89
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Sli...n]. Wir gehen davon aus, dass auf S U {#} eine totale Ordnung definiert ist, wobei #
das kleinste Element beziiglich dieser Ordnung ist.

Suffixbidume

Die Grundidee ist, den Suchwort-Baum fiir die Menge der Suffixe des Textes S# zu kon-
struieren. Durch das Sondersymbol ist gew&hrleistet, dass kein Suffix von S# das Prifix
eines anderen Suffixes von S# ist, d.h. dass es fiir jedes Suffix @ von S ein Blatt mit der
Pfad-Beschriftung a# gibt. Das Blatt fiir das i-te Suffix ist mit ¢ beschriftet.

Definition 4.1 Es sei S € ¥* ein Wort mit |S| = n und # ¢ ¥ ein Sonderzeichen. Der
Suffix-Suchwortbaum (suffix trie) von S ist Trie(S1#, So#, ..., Sn#, #).

Der Suchwort-Baum wird jedoch nicht selbst benutzt, da er eine quadratische Anzahl von
Knoten besitzt. Verantwortlich dafiir sind innere Knoten mit dem Ausgangsgrad 1. Deshalb
wird der Suchwort-Baum modifiziert — es entsteht der Suffixbaum mit einer linearen Anzahl
von Knoten.

Definition 4.2 Es sei S € ¥* ein Wort und # ¢ ¥ ein Sonderzeichen. Der Suffixbaum (suf-
fix tree) 7 (S) von S entsteht, indem man im Suffiz-Trie von S jeden mazimalen Weg, dessen
innere Knoten einen Ausgangsgrad von 1 besitzen, durch eine Kante mit der Beschriftung
dieses Weges ersetzt.

Lemma 4.1 Die Zahl der Knoten von T (S) ist hichstens 2n mit n = |S)|.

Beweis. Wir konstruieren 7 (S), indem wir die Suffixe Si#, So#,...,S,#,# nacheinander
einfiigen. Das Einfiigen des i-ten Suffixes erfolgt wie bei der Konstruktion des Suchwort-
Baumes, indem man einen Pfad mit der Beschriftung S[i...n] sucht. Es gibt fiir jedes i eine
Zahl t mit i <t <n+1, so dass ein Pfad mit der Beschriftung S[i...¢ — 1], jedoch kein Pfad
mit der Beschriftung S[i...¢] existiert. Am Ende des Pfades mit der Beschriftung S[i...t—1]
wird eine neue Kante mit der Beschriftung S[t...n]# eingefiigt. Eventuell wird dabei eine
bestehende Kante in zwei Kanten geteilt. Damit entstehen fiir jedes Suffix ein neues Blatt
und héchstens ein neuer innerer Knoten. O

Um nicht nur die Knotenzahl, sondern auch die Gesamtgrofie des Suffixbaumes linear zu
beschrinken, miissen wir die Kantenbeschriftungen komprimieren. Da die Beschriftung jeder
Kante ein Infix von S ist, ersetzen wir eine Beschriftung a durch ein Paar [4, j| mit S[i. .. j] =
a. Damit hat jede Kante eine Beschriftung konstanter Lange. In unseren Beispielen werden
wir fiir die besserer Ubersichtlichkeit jedoch in der Regel weiterhin die explizite Beschriftung
verwenden.

In der Praxis ist die komprimierte Beschriftung durchaus problematisch. Zum einen ist
es zur Bestimmung einer Kantenbeschriftung notwendig, auf den Text zuriickzugreifen; dies
kostet viel Zeit, wenn der Text nicht in den Hauptspeicher passt und fiir das Aufsuchen
der entsprechenden Textstellen auf externen Speicher zugegriffen werden muss. Zum anderen
kommen lange Kantenbeschriftungen hauptséchlich nur an Kanten zu den Blattern vor. Damit
empfiehlt sich fiir eine Implementierung von Suffixbdumen eine gemischte Strategie: Kanten
zu internen Knoten beschriftet man explizit, wihrend Kanten zu den Blattern durch Indizes
bezeichnet werden.
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Beispiel 4.1 Der Suffixbaum fiir S = abaabaaabaaa sieht wie folgt aus:

a

Die exakte Suche nach einem Wort P der Lénge m in S ist ganz einfach. P kommt némlich
genau dann in S vor, wenn 7 (S) einen Pfad mit der Beschriftung P enthilt. Die Positionen
der Vorkommen von P ermittelt man, indem man alle Bliatter unterhalb des Pfades mit der
Beschriftung P bestimmt (z.B. durch Tiefensuche). Der Aufwand (ohne Beriicksichtigung der
Alphabetgrofie o) betragt O(m) fiir die Suche nach dem Pfad P und O(A) fiir die Bestimmung
der Blatter, wobei A die Anzahl der Bliatter und damit der Vorkommen ist.

Beispiel 4.2 Mit Hilfe des Suffixbaumes von S = abaabaaabaaa aus Beispiel 4.1 stellen wir
unter anderem fest:

e Es existiert kein Pfad bb, d.h. das Wort bb kommt nicht in S vor.

e Es existiert ein Pfad aba, d.h. das Wort aba kommt in .S vor. Als Vorkommen ergeben
sich anhand der Blatter {1,4, 8}.
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Suffix-Arrays

Eine Alternative zum Suffixbaum stellt das Suffiz-Array dar. Dieses gibt einfach die lexi-
kographische Reihenfolge der Suffixe des zu indizierenden Textes S an. Das Suffix-Array ist
einfach zu implementieren, unabhéingig von der Alphabetgrofie und bendtigt iiblicherweise ca.
ein Viertel des Platzes eines Suffixbaumes.

Definition 4.3 Es sei S € ¥* mit |S| = n. Das Suffix-Array von S ist das (n + 1)-
dimensionale Feld Ag mit Agli] = j genau dann, wenn S; das lexikographisch i-te Suffix
von S ist.

Insbesondere gilt immer Agli] = |S| + 1, da das leere Wort das lexikographisch kleinste
Suffix ist.

Beispiel 4.3 Fiir S = abaabaaabaaa gilt Ag = (13,12,11,10,6,7,3,8,4,1,9,5,2).
Fiir S = mississippi gilt Ag = (12,11,8,5,2,1,10,9,7,4,6, 3). O

Die exakte Suche nach einem Wort P der Linge m in S erfolgt mit Hilfe des Suffix-Arrays
von S durch bindre Suche. P kommt an der Position k£ genau dann vor, wenn die ersten
m Zeichen von S; mit P iibereinstimmen. Die Vorkommen von P in S bilden damit ein
zusammenhéngendes Intervall des Suffix-Arrays Ag. Bei der bindren Suche vergleicht man
im ersten Schritt das Suchwort P mit dem Suffix Si, das durch die mittlere Position in Ag
gegeben ist. Ist P lexikographisch grofler als die ersten m Zeichen von Sy oder ist Sy ein Préfix
von P, so setzt man die Suche im rechten Teil des Arrays fort. Ist P lexikographisch kleiner
als die ersten m Zeichen von Sg, so sucht man im linken Teil des Arrays weiter. Stimmt P
mit den ersten m Zeichen von Sj iiberein, so gibt es ein Vorkommen von P, und man hat
einen Punkt im Intervall zu P gefunden. Die Endpunkte des Intervalls kann man wiederum
durch bindre Suche bestimmen. Der Aufwand betrdgt im schlechtesten Fall O(mlogn). Es
gibt Algorithmen, die das Problem der exakten Suche mit einem geringeren Aufwand l6sen
(O(m+logn) bzw. O(m)). Diese bendtigen allerdings zusétzliche Arrays der Groflenordnung
O(n).

Beispiel 4.4 Essei S = abaabaaabaaa mit dem Suffix-Array Ag = (13,12,11,10,6,7,3,8,4,1,9,5,2).
Die bindre Suche nach bb bzw. aba in S lduft wie folgt ab. Dabei ist ¢ der im Suffix-Array
betrachtete Index.

Suche nach bb:
1. i =17; Agli] = 3; S[3...4] = aa < bb — Suche rechts.
2. 1 =10; Agli] = 1; S[1...2] = ab < bb — Suche rechts.
3. i=12; Ag[i] = 5; S[5...6] = ba < bb — Suche rechts.
4. 1=13; Agli] =2; S[2...3] = ba < bb — bb kommt nicht vor.
Suche nach aba:
1. i =7; Agli] = 3; S[3...5] = aab < aba — Suche rechts.

2. i=10; Agi] =1; S[1...3] = aba = aba — aba kommt vor.
Es folgt die Suche nach der linken Intervall-Grenze fiir aba:
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3. i=8; Agli] = 8; S[8...10] = aba = aba — linke Grenze 8.
Es folgt die Suche nach der rechten Intervall-Grenze fiir aba:

4. i =12; Agli] =5; S[5...7] = baa > aba — Suche links.
5.1 =11; Ag[i] = 9; S[9...11] = baa > aba — linke Grenze 10.

Das zu aba gehérige Intervall des Suffix-Arrays ist damit [8, 10], entsprechend den Vorkommen
{8,4,1}. O

Man beachte, dass die exakte Suche im Suffixbaum einen Knoten liefert, wihrend sich im
Suffix-Array ein Intervall ergibt. Allgemein kann man viele Algorithmen von Suffixbdumen auf
Suffix-Arrays iibertragen, indem man Knoten im Baum durch die entsprechenden Intervalle
im Array ersetzt. Im Zeitaufwand ergibt sich ein zusétzlicher Faktor von O(logn).

Array der Listen der ¢g-gramme

Eine weitere Moglichkeit der vollstdndigen Indizierung stellt das Array der Listen der ¢-
gramme dar. Dazu ermittelt man einfach fiir jedes Teilwort a der Lénge ¢ die Vorkommen
von « im Text.

Definition 4.4 Es seien S € ¥* mit |X| = o, |S| =n und ¢ € IN. Das Array der Listen der
g-gramme von S ist das o?-dimensionale Feld Lg, wobei Lg[a] fiir jedes ov € X9 die Liste der
Vorkommen von a in S in threr natirlichen Reihenfolge ist.

Beispiel 4.5 Fiir ¥ = {a,b}, S = abaabaaabaaa und g = 2 ergibt sich folgendes Array der
Listen der g-gramme:

Lg(aa) = (3,6,7,10,11), Lg(ab) = (1,4,8), Lg(ba) = (2,5,9), Lg(bb) = 0. O

Die Konstruktion des Arrays ist sehr einfach in Linearzeit in einem Gang iiber den Text
moglich. Fiir die exakte Suche nach einem Wort P beschréinken wir uns der Einfachheit
halber auf den Fall dass die Linge von P ein Vielfaches von ¢ ist, also |P| = m = q¢r gilt.
Man zerlegt P in r Teilworter jeweils der Lange ¢, d.h. P = Py P> --- P, und betrachtet die
Listen Lg(P1),Ls(Ps),...Lg(P,). Dann kommt P an der Stelle k£ genau dann vor, wenn
k+ (i—1)g € Lg(F;) fir alle 1 < i < r gilt. Um die Vorkommen von P zu finden, muss
man jedes Element der Listen hochstens einmal betrachten. Der Zeitaufwand betrigt damit

O3 5=y ILs(P)]).

Beispiel 4.6 Fiir ¥ = {a,b}, S = abaabaaabaaa und q = 2 ergibt sich folgende Suche nach
dem Wort P = aaba = aa - ba:

Lg(aa) = (3,6,7,10,11), Lg(ba) = (2,5,9). Fiir jede Position k € Lg(aa) muss gepriift wer-
den, ob k+2 € Lg(ba) gilt.

Dabei ergibt sich: 5 € Lg(ba),8 ¢ Lg(ba),9 € Lg(ba),12 ¢ Lg(ba),13 ¢ Lg(ba). Die Vorkom-
men sind damit 3, 7. O

Die Suche erscheint im Vergleich zur Suche in Suffixbdumen oder Suffix-Arrays ziemlich
umsténdlich und langsam. Aber das Array der Listen der g-gramme besitzt zwei wesentliche
Vorteile gegeniiber Suffixbdumen und Suffix-Arrays. Zum einen benétigt es einen geringeren
Speicherplatz als ein Suffix-Array. Zwar ist die Anzahl der zu speichernden Zahlen in etwa
gleich, aber die Folgen in den einzelnen Arrays sind monoton wachsend, so dass man statt der
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tatsdchlichen Werte die Differenzen zweier Nachbarn speichern kann. Dies hat zur Folge, dass
wesentlich kleinere Zahlen zu speichern sind, die zu ihrer Darstellung weniger Bits benttigen
und auch besser komprimiert werden konnen. Zum anderen kann man die Suche nach den
Vorkommen von P erledigen, indem man nur auf die fiir P relevanten Listen zugreift. Eine
explizite Betrachtung des Textes in der Suchphase ist im Gegensatz zu Suffixbdumen und
Suffix-Arrays nicht notig. Dies ist insbesondere von Vorteil, wenn der Text so grof} ist, dass
er nicht in den Hauptspeicher passt und die Zahl der Zugriffe auf den Sekundérspeicher (z.B.
Festplatte) moglichst klein gehalten werden soll.

Partielle Indizes

In den bisher betrachteten Datenstrukturen fand sich fiir jede Position des Textes ein Verweis
(vollstédndiger Index). Damit beanspruchen die Indizes einen gréfieren Platz als der Text selbst.
Dies ist hdufig nicht akzeptabel, und oft ist ein voller Index auch nicht nétig. Zum Beispiel
wird man sich bei Texten in natiirlichen Sprachen nur fiir solche Positionen interessieren, an
denen ein Wort beginnt. Die Grofle eines zugehorigen partiellen Indexes ist damit linear in
der Anzahl der Worter. Die Platzersparnis ist gewaltig. Ublicherweise benétigt man nur ein
Sechstel bis ein Fiinftel des Platzes wie fiir einen vollstdandigen Index. Datenstrukturen sind
der partielle Suffirbaum sowie das partielle Suffiz-Array.

Beispiel 4.7 Wir betrachten den folgenden Satz. Die Anfinge von Wortern (Index-Stellen)
sind markiert.

brautkleid bleibt brautkleid und blaukraut bleibt blaukraut
1 12 18 29 33 43 49

Die Worter in lexikographischer Reihenfolge sind: blaukraut, bleibt, brautkleid, und
Es ergibt sich folgendes partielles Suffix-Array: (49, 33,43,12,1,18,29). O
Invertierte Indizes

Eine weitere Moglichkeit der Indizierung strukturierter Texte (z.B. in natiirlicher Sprache)
besteht darin, einfach fiir jedes Wort eine Liste seiner Vorkommen aufzustellen.

Beispiel 4.8 Fiir den Satz in Beispiel 4.7 erhalten wir folgende Vorkommen der einzelnen
Worter.

blaukraut 33, 49

bleibt 12, 43
brautkleid 1, 18
und 29

a

Der volle invertierte Index enthélt dabei alle Vorkommen jedes Wortes. Haufig besteht eine
Textdatenbank aus vielen einzelnen Dateien (Beispiel: Internet-Suchmaschinen). Dann enthélt
der Index haufig lediglich fiir jedes Wort den Verweis auf die Dateien, in denen es vorkommt.
Bei einer Suchanfrage kann man damit sehr schnell ermitteln, welche Dateien relevant sind.
Fiir eine exakte Suche miissen die betreffenden Dateien geladen und mit den herkémmlichen
Methoden durchsucht werden.



Ralf Stiebe: Textalgorithmen, WS 2005/06 95

4.3 Konstruktion von Suffixbidumen

In diesem Abschnitt werden wir im wesentlichen den Algorithmus von McCreight aus dem
Jahr 1976 besprechen, der den Suffixbaum zu einem Text in linearer Zeit konstruiert. Die
Idee dieses Algorithmus ist, dass man die einzelnen Suffixe des Textes S, beginnend mit dem
ersten und ldngsten in einen urspriinglich leeren Baum einfiigt. Um die lineare Laufzeit zu
erreichen, muss die besondere Struktur des Suffixbaumes ausgenutzt werden. Insbesondere
macht man Gebrauch von der Tatsache, dass fiir jedes Symbol x und jedes Wort « mit dem
Teilwort xza auch das Teilwort « in .S vorkommt.

Wir fithren zunéchst einige notwendige technische Definitionen ein, formalisieren dann den
naiven Algorithmus, entwickeln dann den Algorithmus von McCreight und geben einen Beweis
fiir dessen lineare Laufzeit. Am Ende dieses Abschnittes besprechen wir kurz den historisch
ersten Linearzeit-Algorithmus von Weiner (1973) sowie den Online-Algorithmus von Ukkonen
(1992).

Technische Definitionen

Wir beginnen mit einigen technischen Definitionen fiir Suffixbdume bzw. allgemeiner fiir
Béaume, deren Kanten mit Wortern beschriftet sind.

e Eine Position im Suffixbaum ist entweder ein Knoten oder ein Paar (e, ), wobei e =
(v, a, w) eine Kante ist und ¢ eine Zahl mit 1 < i < |o ist. Im zweiten Fall sagen wir,
dass sich die Position im Inneren der Kante e befindet.

e Der graphentheoretische Begriff Pfad wird erweitert, indem man als Anfangs- bzw.
Endpunkt auch Positionen zulésst, wahrend die inneren Punkte nur Knoten sind. Die
Beschriftung eines Pfades erhilt man durch Konkatenation der Beschriftungen der Kan-
ten, wobei Kanten von der Anfangs- bzw. Endposition nur teilweise eingehen.

Formal definieren wir:

1. Es sei e = (v, a, w) eine Kante mit |a] = m. Dann sind
(e,i) — (e,j) mit 1 <i < j < m bzw. (e,7) — w mit 1 <i < m bzw.
v — (e,i) mit 1 <i<m bzw. v — w
Pfade der Lange 1 mit den Beschriftungen
afi+1...j] bzw. afi +1...m] bzw. a[l...i] bzw. a.

2. Sind pg — v1 — v — ... — v, und v — pry1 Pfade der Lange k bzw. 1 mit den
Beschriftungen « bzw. 3 (wobei vy, ..., v; Knoten sind), so ist pg — v — vy —
. — v — pra1 ein Pfad der Lénge k + 1 mit der Beschriftung of3.

e Offensichtlich ist ein Pfad eindeutig durch seine Startposition p und seine Beschriftung
B bestimmt. Notation: Pfad 6 von Position p.

e Eine Position wird durch die Beschriftung 5 des Pfades von der Wurzel identifiziert.
Notation: Position (.

e Ist p eine Position mit der Beschriftung § € ¥* und existiert eine Position ¢ mit der
Beschriftung Sx mit x € 3, so sagen wir dass von p eine Fortsetzung mit x existiert;
Notation ¢ = Next(p, x).
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e Fiir eine Position p bezeichnen wir die Linge des Pfades von der Wurzel nach p als Tiefe
von p, Notation depth(p), und die Lénge der Beschriftung £(p) als String-Tiefe von p.

Naiver Algorithmus

Analog zur Konstruktion des Suchwort-Baumes ergibt sich folgender naiver Algorithmus zur
Konstruktion von Suffixbdumen, der bereits im Beweis von Lemma 4.1 beschrieben wurde.
Dabei gibt p die aktuelle Position im Suffixbaum an.

Algorithmus 4.1 Konstruktion des Suffixbaumes (Naiver Algorithmus)
Eingabe: Wort S mit |[S|=n
Ausgabe: Suffixbaum von S

T — ({root},0);

fori—1lton+1

(1)
(2)
(3) t — i; p < root;

(4) while (von p gibt es eine Fortsetzung mit S[t])

(5) p < Nezt(p,x); t —t+1;

(6) Fiige bei p eine neue Kante mit der Beschriftung S[t...n+1] zu einem neuen
Blatt mit der Beschriftung i ein;

(7)  return T

Das Einfiigen der neuen Kante in Algorithmus 4.1 geschieht folgendermaflen.

Ist p ein Knoten v, so werden ein neues Blatt b und die Kante (v, S[t...n+1],b) eingefiigt.
Die komprimierte Kantenbeschriftung lautet [¢,n + 1].

Liegt dagegen p im Inneren einer Kante, d.h. p = (e, j) mit e = (v, o, w), so wird ein neuer
Knoten u zwischen v und w eingefiigt und e durch (v,a[l...j],u) und (u,afj +1...|a|],v)
ersetzt. AuBerdem werden das neue Blatt b und die Kante (u, S[t...n + 1],b) eingefiigt.
Benutzt man die komprimierte Beschriftung, so hat die ersetzte Kante e die Gestalt (v, I, r]|, w),
und die neuen Kanten sind (v, [, + j — 1], ), (u, [l + j,7],w) sowie (u, [t,n + 1],b).

Die Laufzeit des naiven Algorithmus ist O(n?), da das Einfiigen des Suffixes S;# im
schlechtesten Fall O(n — ¢) Schritte kostet. Die mittlere Laufzeit ist in der GréBenordnung
©(nlogn).

Algorithmus von McCreight

Wie beim naiven Algorithmus werden der Reihe nach die Suffixe S1#, So#, ..., Sp#, # ein-
gefiigt. Die Laufzeit wird verkiirzt, indem einige Vergleiche eingespart werden. Im folgenden
sei 7;(S) der Baum nach dem Einfiigen von S1#, So#,...,Si#. 7o(S) besteht nur aus der
Wurzel. Mit ¢;(S) bezeichnen wir die Stelle in S, fiir die beim Einfiigen von S;# keine Fort-
setzung im Baum 7;_1(5) gefunden wird. Entscheidend fiir den Algorithmus von McCreight
ist das folgende Lemma.

Lemma 4.2 Es sei S ein Wort der Lange n. Gibt es fir 1 <i <n-+1 in 7;_1(S) einen Pfad
xa, so gibt es in T;(S) einen Pfad c.

Beweis. Ein Pfad za ist genau dann in 7;_1(S), wenn S[j...j + |o|] = za firein j <i—1
gilt. Dann gilt aber S[j 4+ 1...j + |a|] = a, und damit ist der Pfad « in 7;(S). O
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Aus dem Lemma ergeben sich einige wichtige Folgerungen.

Folgerung 4.3 Es sei S ein Wort der Linge n.
1. Gibt es in T;_1(S) einen Knoten xza, so gibt es in T;(S) einen Knoten c.
2. Es gilt t;—1(S) < t;(S) firallel <i<n+1.

Der Algorithmus von McCreight benutzt zwei Techniken, die im folgenden vorgestellt
werden.

Skip/Count-Trick

Wenn im Voraus bekannt ist, dass der Pfad § im Baum enthalten ist, so braucht man bei
der Suche nach der Endposition von § nicht fiir jede Position, sondern nur fiir die Knoten
auf dem Pfad nach der Fortsetzung zu suchen. Befindet man sich an einem Knoten v und in
B an der Stelle ¢, so bestimmt man die eindeutige Kante (v, a, w) mit ofl] = F[t], ldsst die
restlichen Vergleiche entlang der Kante aus (skip) und setzt im Knoten w und an der Stelle
B[t + |a|] (count) fort. Genauer formulieren wir die Skip/Count-Suche wie folgt.

Skip/Count-Suche

Eingabe: Suffixbaum 7 (im Aufbau), Knoten v, 8 € ¥*, |3] = m,
Pfad von v mit Beschriftung 3 existiert

Ausgabe: Endposition des Pfades 5 ab v

SKIP-COUNT-SEARCH(7 , v, [3)

(1)  t«—1;u« v

(2) whilet<m

(3) Bestimme Kante e = (u, o, w) mit «[1] = G[t];
(4) if ¢t + |a] = m + 1 then return w;

(5) if ¢t + || > m + 1 then return (e,m — ¢+ 1);
(6) if t+ o] <m then u — w; t — ¢+ |al;

Ist also vor der Suche bekannt, dass der Pfad (3 existiert, so kann durch die Skip/Count-
Suche das Ende des Pfades (3 in einer Zeit gefunden werden, die linear in depth(() ist (statt
linear in |3|). Zum Beispiel lésst sich die Endposition des Pfades baabaaaba im Suffixbaum
aus Beispiel 4.1 in 2 Schritten finden.

Fiir die Konstruktion des Suffixbaumes ist von Bedeutung, dass vor dem Einfiigen von
Si# das Wort S[i...t;—1 — 1] in 7;_1 enthalten ist, also die Skip/Count-Suche anwendbar ist.

Suffix-Links

Definition 4.5 FEs sei v ein Knoten in T(S) bzw. in T;(S) mit der Pfad-Beschriftung zc,
x € X, € ¥*. (ibt es einen Knoten w mit der Pfad-Beschriftung a, so nennen wir w das
Suffix-Link von v, Bezeichnung s[v].

Suffix-Links kénnen genutzt werden, um die Suche abzukiirzen, wenn man von einer Po-
sition zary mit x € ¥ nach der Position ay sucht. Gibt es ndmlich einen Knoten v mit der
Pfadbeschriftung za, der ein Suffix-Link (mit Beschriftung a)besitzt, so kann man einfach
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von s[v] aus den Pfad mit der Beschriftung v suchen. Diese Situation tritt beim Aufbau des
Suffixbaumes auf.

Lemma 4.4 FEntsteht beim FEinfligen von S;_1# ein neuer innerer Knoten u, so besitzt u
nach dem Finfiigen von S;# ein Suffiz-Link.

Beweis. Der Knoten v hat eine Pfadbeschriftung x3. Nach Folgerung 4.3 existiert nach dem
Einfiigen von S;# ein Knoten mit der Pfadbeschriftung 3, d.h. das Suffix-Link von u. Man
beachte, dass dieser Knoten beim Einfiigen von S;# erreicht wird bzw. entsteht. Damit kostet
das Setzen des Suffix-Links von u nur konstanten Aufwand. O

Wir kénnen nun die (i + 1)-te Phase des Algorithmus von McCreight formulieren:

1. Gilt t; = i, so bestimme ¢;11 durch zeichenweisen Vergleich ab der Wurzel und der
Position 7 + 1 in S.

2. Anderenfalls sei S[i...t; — 1] = z;05;; u; sei der Knoten mit der Pfad-Beschriftung z;/;;
v; sei der letzte Knoten auf dem Pfad nach wu;, der schon in 7;_1 vorhanden war; die
Pfad-Beschriftung von v; sei x;c;; die Beschriftung der Kante von v; nach u; sei ;.

Insbesondere besitzt v; ein Suffix-Link in 7;(S); und es gilt u; # v; genau dann, wenn
u; neu entstanden ist. Wir konnen nun das Ende des Pfades S[i + 1...t; — 1] =
(gleichzeitig das Suffix-Link von u;) wie folgt finden.

(a) Ist v; die Wurzel, so gilt 8; = 7; = S[i]7,. Suche von der Wurzel nach v, mittels
Skip/Count-Suche.

(b) Ist v; nicht die Wurzel, so suche von s[v;] aus den Pfad ~; mittels Skip/Count-Suche.

Wir bestimmen dann ¢;41 durch zeichenweisen Vergleich ab der Position 3; im Baum
und der Stelle t; in S.

Beispiel 4.9 Wir betrachten die 8. Phase der Konstruktion des Suffixbaumes von abaabaaabaaa.
In der 7. Phase wurde die neue Kante an dem neuen Knoten aabaaa eingefiigt. Der letzte
Knoten in 7g auf dem Pfad aabaaa war aa. Man folgt zunéchst dem Suffix-Link zum Knoten

a (1) und sucht von dort mittels Skip/Count-Trick den Pfad baaa (2-3). Da der Pfad im
Inneren einer Kante endet, wird hier eine neue Kante mit der Beschriftung # eingefiigt (4)
und das Suffix-Link des in Phase 7 eingefiigten Knoten gesetzt (5).
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Algorithmus 4.2 Konstruktion des Suffixbaumes (McCreight)
Eingabe: Wort S mit |[S|=n
Ausgabe: Suffixbaum von S
1) T « ({root},0); v « root; u < root;
2 fori—1ton—+1
3 if u = v then v « ¢;
4
)

else v « Beschriftung der Kante von v nach wu;
if u = root then t « i;

(=)

(

(2)

(3)

(4)

(5)

(6) else if v = root then ~ <+ + ohne erstes Zeichen;
(7) else v «— s[vl;

(8) p < SKIP-COUNT-SEARCH(7T ,v,7); q¢ < p;

9) while (von ¢ gibt es eine Fortsetzung mit S[t])

(10) q < Next(q, S[t]); t — t+ 1;

(11) v « letzter Knoten auf dem Pfad nach g;

( Fiige bei ¢ eine neue Kante mit der Beschriftung S[t...n+ 1] zu einem neuen
Blatt mit der Beschriftung 7 ein;

(13) if u # root then s[u] «— p;

(14) U g;

1
1
1

)
~

Zum Beweis der Linearitét der Laufzeit des Algorithmus von McCreight zeigen wir zunéchst
folgendes Lemma. Dabei ist v; wie oben definiert, und depth,(v) ist die Tiefe eines Knoten v

in 7;(5).
Lemma 4.5 Ist v; nicht die Wurzel, so gilt depth;(s[vi]) > depth;(v;) — 1.

Beweis. Alle von der Wurzel verschiedenen Knoten auf dem Weg nach v; waren schon in
7;—1(S) vorhanden und besitzen damit (paarweise verschiedene) Suffix-Links, die sich auf dem
Weg nach s[v;] befinden. Da hochstens einer der Knoten die Wurzel als Suffix-Link besitzt,
folgt das Lemma. O

Satz 4.6 Der Algorithmus von McCreight ermittelt den Suffiz-Baum von S mit einer Laufzeit
von O(n).
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Beweis. Die Korrektheit folgt aus der Korrektheit der Verwendung von Suffix-Links und
des Skip/Count-Tricks. Fiir die Laufzeitabschitzung betrachten wir getrennt den Aufwand
wihrend der Skip/Count-Suche bzw. wihrend der Suche durch zeichenweise Vergleiche.

Die Skip/Count-Suche beim Einfiigen von S;# (i-te Phase) beginnt in einer Tiefe von
mindestens depth,;_;(v;—1) — 1 und endet in einer Tiefe von hochstens depth; ;(v;). We-
gen depth;_,(v;) = depth;(v;) ergeben sich fiir die i-te Phase somit hochstens depth;(v;) —
depth;_,(vi—1) + 1 Skip/Count-Schritte. Insgesamt ist die Zahl der Skip/Count-Schritte be-
schrénkt durch

n+1

Z[depthi(vi) — depth;_1(vi—1) + 1] = depth,, 1 (vp41) — depthy(vi) +n =n.
=2

Die zeichenweisen Vergleiche beginnen in der Phase (i + 1) an der Position ¢; und enden
an der Position ;1. Die Zahl der Schritte bei den zeichenweisen Vergleichen betrédgt damit in
der (i + 1)-ten Phase t;41 —t; + 1. Insgesamt ergibt sich fiir die Zahl der expliziten Vergleiche
eine Abschitzung von

n

Z(ti+1_ti+1) =2n + 2.
1=0

Algorithmus von Weiner

Der Algorithmus von Weiner fiigt die Suffixe, beginnend mit dem letzten und kiirzesten, in
den Baum ein. Man hat nach Ablauf jeder Phase einen Suffixbaum fiir ein immer gréfer
werdendes Suffix des Textes konstruiert. Man erreicht ebenfalls eine lineare Laufzeit, benttigt
aber mehr Zeit und Platz als im Algorithmus von McCreight. Die Bedeutung des Algorithmus
von Weiner ist damit heute vor allem historisch.

Online-Algorithmus von Ukkonen

Der Algorithmus von Ukkonen konstruiert sogenannte ¢mplizite Suffixbdume, die kein aus-
gezeichnetes Endsymbol # verwenden und in denen es nicht notwendig zu jedem Suffix ein
Blatt gibt. Genauer gesagt, gibt es fiir jeden impliziten Suffixbaum einen Index k derart, dass
fiir alle 1 < j < k das j-te Suffix kein Prifix eines anderen Suffixes ist und damit ein Blatt
j vorhanden ist, wéhrend fiir alle 5 > k das j-te Suffix das Prifix eines anderen Suffixes ist
und damit kein Blatt j existiert. (Dies gilt analog zu Lemma 4.2.) Der Suffixbaum von S ist
offenbar der implizite Suffixbaum von S+#.

Die Grundidee des Algorithmus von Ukkonen ist, mit wachsendem ¢ die impliziten Suf-
fixbdume von S[1...14] zu konstruieren. Man hat also nach jeder Phase einen impliziten Suf-
fixbaum vorzuliegen. Die dabei vorzunehmenden Schritte sind im wesentlichen die gleichen
wie beim Algorithmus von McCreight; sie werden nur etwas anders interpretiert.

Der wesentliche Vorteil des Algorithmus von Ukkonen ist, dass er online ablduft, d.h. nach
der Betrachtung des i-ten Textzeichens liegt der implizite Suffixbaum bis zum i-ten Zeichen
vor.
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4.4 Konstruktion von Suffix-Arrays
Das Suffix-Array kann sehr einfach aus dem Suffixbaum konstruiert werden.

Satz 4.7 Ag kann aus T (S) mit einem Aufwand von O(|S|) ermittelt werden.

Beweis. In jedem inneren Knoten werden die ausgehenden Kanten entsprechend ihrer Be-
schriftung und damit nach dem ersten Buchstaben ihrer Beschriftung geordnet. Dann ergibt
sich Ag aus der Beschriftung der Bldtter von 7(S) in DFS-Ordnung. Der Aufwand fiir die
Sortierung ist O(|S] - log|X|), der Aufwand fiir die DFS O(]S|). O

Die Konstruktion des Suffix-Arrays aus dem Suffix-Baum kann sinnvoll sein, wenn geniigend
Platz zur Verfiigung steht, um den Suffix-Baum einmal zu ermitteln, aber nicht genug, um ihn
dauerhaft zu speichern. Im folgenden geben wir platzsparende Konstruktionen an. Die erste
stammt von Manber und Myers aus dem Jahr 1992, die zweite von Kéarkkédinen und Sanders
aus dem Jahr 2003. Beide Konstruktionen benutzen die natirliche Ordnung von Tupeln und
die Sortierung mittels Radiz Sort.

Definition 4.6 (M, <) sei eine total geordnete Menge. Die natiirliche Ordnung < auf M*
ist definiert als

(ar,a2,...,ar) <g (b1,ba,...,bg) : <= HZ(Vj(j <i—aj :bj)/\ai < bl)

Eine Menge A C M* kann mit dem folgenden Algorithmus RADIX SORT sortiert werden.

Algorithmus 4.3 Radix Sort
Eingabe: Menge A C M*, Ordnung (M, <)
Ausgabe: A sortiert nach <y
(1)  for i — k downto 1
(2) A — A stabil sortiert nach i-ter Komponente;

Gilt |M| = r fiir einen festen Wert r, so kann fiir die stabile Sortierung das Verfahren
BUCKET SORT verwendet werden. (Bei der Sortierung nach BUCKET SORT verwendet man
fiir jeden der r moglichen Werte eine anfangs leere Liste, an die hier die Elemente aus A
entsprechend dem Wert ihrer i-ten Komponente angehéngt werden. Danach werden die Listen
entsprechend der Ordnung in M aneinandergereiht. Dieses Verfahren ist offensichtlich stabil.)

Damit ergibt sich fiir die Sortierung von A mit |A| = n ein Gesamtaufwand von O(k(n+r)).
Ist k eine Konstante und gilt » < n (was bei den folgenden Algorithmen der Fall sein wird),
so betragt der Aufwand O(n).

Weiterhin benétigen wir fiir die Konstruktion des Suffix-Arrays das inverse Suffix-Array,
das fiir eine Zahl j die Stellung des Suffixes S; im Suffix-Array angibt.

Definition 4.7 FEs sei S € ¥* mit |S| = n. Das inverse Suffix-Array von S ist das (n + 1)-
dimensionale Feld Ag mit Aglj] =i genau dann, wenn Agli] = j.
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Konstruktion durch Verfeinerung

Es sei S € ¥* mit |S| = n. Die Idee ist, die Zahlen i € {1,2,...,n + 1} zunéchst nach den
Infixen der Linge 1, d.h. den Symbolen S[i], dann nach den Infixen der Lénge 2, dann nach
den Infixen der Linge 4 bzw. allgemeiner in der i-ten Phase nach den Infixen der Linge 2°
zu ordnen. Das Suffix-Array ist erreicht, wenn keine zwei Infixe der Linge 2¢ gleich sind. Dies
ist nach spitestens log, n Phasen der Fall. Formal definieren wir eine Aquivalenz- und eine
Ordnungsrelation, die verfeinert werden.

Definition 4.8 FEs sei S € ¥* mit |S| = n. Wir definieren fir k > 1 die folgenden (von S
abhdngigen) bindren Relationen auf {1,...,n+ 1}.

i=pj <= Sl...i+k—-1=8[j...i+k—1]
i<gji<= Sli...i+k—=1]<4ex S[j...7+k—1]

Man beachte: S[i...m] ist fir m > n als S[i...n| definiert.

Offensichtlich sind die Relationen =, Aquivalenzrelationen, wihrend die Relationen <y
transitiv und antireflexiv sind. Aus i = ', j =5 5 und i <, j folgt i’ < j'. Damit ist <y,
eine Ordnung auf den Aquivalenzklassen von =, mit I < J genau dann, wenn i <y, j fiir
i€l und j € J. AuBerdem gilt: Aus i =51 j folgt i = j, und aus i < j folgt i <41 j, d.h.
die (k + 1)-ten Relationen verfeinern jeweils die k-ten Relationen.

Lemma 4.8 Fir S € ¥* mit |S| =n gilt:
1o i =gk, J = (=g §) A (i + ki =k J+ k1),
2. i=,j = i=]j,
300 <pytky ] = 1<k, JV (= J)N G+ k1 <ky J+ k1)),
4.1 =pj <= S[i...n] <z S[j...n].

Beweis. Wir zeigen nur (3) und (4). Die Behauptungen (1) und (2) kann man analog beweisen.

(3) Es gilt
@ <ktky ] = S[z itk ke — 1] <pex S+ k1 + ke — 1]
[’L i—i—]ﬁ—l] <lexS[j'--j+k1_1]v
(S[ itk =1 =8[... itk —1A
Slit kit k4 ko — 1] <56I5[j+k1...j+k1+k2—1])
= (0 =k J) V(0 =g, ) A G+ EL <k, T+ K1)
(4) Gilt nach Definition. O

Im Algorithmus werden die Aquivalenzklassen =, und die Ordnungen <o fiir alle k& > 0
bestimmt, bis jede Aquivalenzklasse einelementig ist. Nach spétestens [logy n| Phasen ist die
Ordnung < ermittelt. Der Algorithmus fiir die Konstruktion durch Verfeinerung benutzt die
Arrays
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e A: enthilt nach Phase k die Menge {1,2,...,n + 1} geordnet nach <ox; am Ende Ag,
e A: gibt nach Phase k die Aquivalenzklassen in =, an; am Ende Ag,

e B: zur Zwischenspeicherung.

Konstruktion des Suffix-Arrays durch Verfeinerung: Phase 0
(1) A+« Rapix Sorr({l1,2,...,n + 1}) nach Schliissel S[j];
() AJAQ] < 1
(3) fori—2ton—+1
(4) if S[A[i]] = S[A[i — 1]] then A[A[i]] « A[A[i — 1]];
(5) else A[A[i]] — A[Ai —1]] +1;

Konstruktion des Suffix-Arrays durch Verfeinerung: Phase £ > 1

(1) A« RaDIX SORT({1,2,...,n + 1}) nach Schliissel (A[j], A[j + 2"~1]);
() BlAI] — 1,

(3) fori—2ton+1

(4) if (A[A]i]] = A[A]i — 1]] and A[A[i] + 2871 = A[A[i — 1] + 2F71))
(5) then B[A[i]] «— B[A[i — 1]];

(6)  else B[A[{]] « B[A[i - 1]] + L;

(7) A< B;

Satz 4.9 Die oben genannten Prozeduren konstruieren das Suffizarray von S in hdchstens
[logon] + 1 Phasen mit einem Gesamtaufwand von O(nlogn)

Beweis. Wir miissen zeigen, dass im Array A nach Phase k£ die Suffixe von S nach <
geordnet sind und dass A[j] den Platz der Aquivalenzklasse von j beziiglich der Ordnung <o
wiedergibt. Dieser Beweis erfolgt per Induktion iiber k.

In Phase 0 werden die Suffixe beziiglich ihres ersten Buchstaben geordnet, damit enthélt
A die Reihenfolge der Suffixe beziiglich <50. Der Wert von A[j] ist gleich dem Wert fiir den
Vorgéinger j’ von j in A, wenn S[j] = S[j'] und damit j =50 j’ gilt, und anderenfalls gleich
A[j'] + 1. Damit gibt A[j] tatséichlich den Platz der Aquivalenzklasse von j beziiglich der
Ordnung <90 wieder.

Sei gezeigt, dass nach Phase k das Array A beziiglich <, geordnet ist und A[j] den
Platz der Aquivalenzklasse von j beziiglich der Ordnung <o« wiedergibt. Dann steht nach der
Sortierung j in A vor j' genau dann, wenn einer der folgenden drei Félle eintritt:

L Afj] < A[j],
2. A[j] = A[j'] und A[j + 2*] < A[j' + 2¥],
3. A[j] = A[j'] und A[j + 2*] = A[j' + 2¥] und j stand vorher in A vor j.
Nach Induktionsvoraussetzung und geméfl Lemma 4.8 ist A damit nach der Sortierung beziiglich

<9r+1 geordnet. Analog zu Phase 0 kann man zeigen, dass das Array B und nach der Phase
auch A die Positionen der Indizes beziiglich der Ordnung <qk+1 enthélt. O
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Beispiel 4.10 Fiir S = mississippi ergibt sich folgender Verlauf des Algorithmus.
Die Tabellen geben die Arrays A und A sowie in der Zeile fiir A die Grenzen zwischen den
Aquivalenzklassen von =« an.

Phase 0:
1[2]3[4] 5]6]7] 8[9]10[11]12
Al12]2 5 8 11]1]9 10[3 4 6 7
1121314 5]6]7] 8]o]10[11]12
Al 31255 255 2(4] 4] 2| 1
Phase 1
1] 2[3]4]5]6] 7[8]9]10]11]12
Al12]11[8]2 5[1]10[9]4 7] 3 6
1] 213456 7]8]9]10]11]12
Al 5| 419|849 ] 8[3|7] 6] 2] 1
Phase 2
1] 2] 3745 6] 7[8]oJ10]11]12
Al12]11] 82 5] 1]10][9[7] 4] 6] 3
1] 2] 3[4]5] 6] 7[8]9]10[11]12
Al 5 4119410 8[3|7] 6] 2] 1
Phase 3
1] 2] 3] 4[5 6] 7[8]9]10]11]12
Al12]11] 8] 52| 11097 4 3
1] 2] 3] 4[5 6] 7[8]9]10[11]12
A 501211014 ]11] 9[3[8] 7] 2| 1

Skew Algorithmus von Kirkkiinen und Sanders

Dieser neue Algorithmus (2003) konstruiert das Suffix-Array in linearer Zeit mit effizientem
Platzaufwand. Er besteht im wesentlichen aus 3 Schritten.

1. Konstruiere das partielle Suffix-Array (sowie das inverse partielle Suffix-Array) fiir die

Index-Menge J = {1 < j < n: jmod3 # 1}. Dabei sortiert man die Teilworter der
Lange 3, die an den Positionen j mit jmod3 # 1 beginnen, erhélt ein neues Wort
S" der Linge 2n/3 iiber dem Alphabet {1,...,[2n/3]} und ruft rekursiv den Skew-
Algorithmus fiir das Wort S auf. Der Zeitaufwand ist O(n) sowie der Aufwand fiir die
rekursive Losung des Problems der Grofie [2n/3].

. Konstruiere (mit Hilfe des partiellen Suffix-Arrays fiir die Index-Menge J) das partielle

Suffix-Array fiir die Index-Menge J = {1 < j < n : jmod3 = 1}. Der Zeitaufwand ist
O(n).
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3. Konstruiere aus den partiellen Suffix-Arrays das gesamte Suffix-Array. Dieser Schritt ist
ahnlich dem Mischen bei MERGE SORT und benétigt eine Zeit von O(n).

Seinen Namen (skew=asymmetrisch, schrdg) erhielt der Algorithmus, weil die “Teile und
herrsche”-Strategie das Gesamtproblem in zwei Teilprobleme unterschiedlicher Grofle zerlegt.
Die Zeit T'(n) fiir die Losung des Problems der Grofe n erfiillt die Gleichung T'(n) = O(n) +
T'(2n/3). Damit ergibt sich eine gesamte Laufzeit von O(n). Wir betrachten nun die einzelnen
Schritte im Detail.

Skew Algorithmus — Schritt 1

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass |S| = n = 3n/ gilt. Auflerdem sei das Alphabet
Y ={1,2,...,0}, und wir setzen S[n+ 1] = S[n +2] =0.

Wir sortieren zunichst die Indizes j € J nach dem Schliissel S[j...Jj + 2] mittels RADIX
SORT. (In der Terminologie des vorigen Abschnitts konstruieren wir die Aquivalenzklassen
von =3 geordnet nach <3.) Entsprechend der lexikographischen Ordnung von S[j...j + 2]
erhilt jedes j mit jmod3 # 1 einen Namen N[j] € {1,...,2n'} (die Nummer seiner Aquiva-
lenzklasse). Es gilt also N[j1] < N[jz] genau dann, wenn S[ji ... J1 + 2| <jex S[j2...J2 + 2].
Wir erhalten das Wort S’ der Lénge 2n’ als

S’ = N[2]N[5]...N[3n' — 1]N[3|N[6]... N[3n].

Einer Position 7 in S mit jmod3 # 1 entspricht eineindeutig eine Position ;7' in S’: Fiir
j=3i—1ist 7/ =i; fiir j =3iist j/ =n' + 1.

Lemma 4.10 Die Stellung von j im partiellen Suffiz-Array von S fir die Index-Menge J ist
gleich der Stellung von j' im Suffiz-Array von S’.

Beweis. Es seien j; und jy Zahlen mit jq, jo Z 1 mod 3. Wir miissen beweisen, dass S[ji - - - n] <jex
S[j2 -+ n] genau dann gilt, wenn S’[j] - - - 2n/] <jer S'[7} - - - 2n'] gilt. Dies kann durch Fallun-
terscheidung gezeigt werden. Von Bedeutung ist, dass die Zeichen S’[n’] = N[3n' — 1] sowie
S’[2n'] = N[3n'] — entsprechend den Teilwortern (S[n—1]S[n]0) sowie (S[n]00) — jeweils genau
einmal in S’ vorkommen. O

Das partielle Suffix-Array von S fiir die Index-Menge J kann also ermittelt werden, indem
man das Suffix-Array von S’ rekursiv durch Anwendung des Skew Algorithmus bestimmt.
Man beachte dabei, dass S’ ein Wort iiber {1,...,2n'} ist, d.h. RADIX SORT kann beim
Ordnen der Tripel mit einem Aufwand von O(n) ausgefiihrt werden.

Skew Algorithmus — Schritt 2

Nun ist die Ordnung der Suffixe S; mit jmod3 = 1 zu ermitteln. Offensichtlich ergibt sich
diese aus der natiirlichen Ordnung beziiglich (S[j], Sj+1).

Die Ordnung der Suffixe Sj11 mit jmod3 = 1 ist aus Schritt 1 bekannt und durch das
partielle Suffix-Array fiir die Menge J gegeben. Die Sortierung der S; mit jmod3 = 1 nach
dem Schliissel Sj;1 ist damit trivial. Anschlieflend geniigt eine Sortierung mit BUCKET SORT
nach dem Schliissel S[j], um das partielle Suffix-Array von S beziiglich der Menge J zu
erhalten.
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Skew Algorithmus — Schritt 3

Nun sind noch die partiellen Suffix-Arrays zu mischen. Ahnlich wie beim Mischen im Sor-
tieralgorithmus MERGE SORT beginnen wir in den partiellen Suffix-Arrays mit dem ersten
Element und vergleichen die Suffixe beziiglich der lexikographischen Ordnung. Das kleinere
Suffix wird in das totale Suffix-Array eingefiigt; im zugehorigen partiellen Array wird zur
néchsten Position gegangen.

Waihrend dieses Mischens erfolgen Vergleiche von Suffixen der Form Ss;,1 mit Suffixen
der Form S3;42 oder S3;. Wir zeigen, dass jeder dieser Vergleiche mit konstantem Aufwand
ausgefiihrt werden kann.

Zum Vergleich eines Suffixes S3;41 mit einem Suffix S3;,2 vergleicht man die Paare (S[3i+
1], S3i42) und (S[3j + 2], S3j43). Dabei ergibt sich die Reihenfolge von S3;49 und S3;43 aus
dem inversen partiellen Suffix-Array fiir die Index-Menge J.

Zum Vergleich eines Suffixes S3;11 mit einem Suffix S3; vergleicht man die Tripel (S[3i +
1], S[3¢ + 2], S3i43) und (S[34], S[3j + 1], S3j4+2). Dabei ergibt sich die Reihenfolge von Ss; 3
und S3j42 aus dem inversen partiellen Suffix-Array fiir die Index-Menge J.

In jedem Fall betréigt die Zeit fiir einen Vergleich O(1), insgesamt O(n).

Beispiel 4.11 Es sei S = mississsippi.
Schritt 1. Wir erhalten die folgenden Tripel mit ihren Namen.

2 5 8 1 3 6 9 12 Position in S
’iss ‘iss ‘sip ‘piO ‘ssi ‘sss ‘ipp ‘iOO ‘ Teilworter der Lénge 3
3 3 5 4 6 7 2 1 Namen

Das neue Wort ist S/ = 33546721.
Rekursiv erhalten wir als Suffix-Array von S’: (8,7,1,2,4,3,5,6)
und als partielles Suffix-Array von S fiir die Index-Menge J: (12,9,2,5,11,8,3,6).

Schritt 2. Als partielles Suffix-Array von S fiir die Index-Menge J ergibt sich: (1,10,4,7).

Schritt 3. Wir erhalten folgende partielle Suffix-Arrays und zu vergleichende Paare bzw. Tripel
(die Paare bzw. Tripel werden unmittelbar beim Vergleich ermittelt und nicht in einem Array

gespeichert):
1 10 |14 |7 12 19 12 |5 11 |8 |3 |6
mi7| ppl| si8| ss2 i00| ip5 ss4| ss6
m3 | pb [ s4 |s6 i7 [ i8 |pl |s2

Nach dem Mischen ergibt sich das Suffix-Array von S: (12,9,2,5,1,11,8,10,4,7,3,6). O

Eine Implementierung des Skew Algorithmus ist in der Originalarbeit von Kérkkainen
und Sanders [9] zu finden.

4.5 Anwendungen von Suffixbdumen und Suffix-Arrays

Die wichtigste Anwendung und Motivation von Text-Indizes ist die schnelle (exakte oder inex-
akte) Suche in einem festen Text. Auflerdem kann man RegelmifBigkeiten, wie lange Wieder-
holungen, héufige Teilworter oder Palindrome mit Hilfe von Suffixbdumen entdecken. Schlief3-
lich findet man Anwendungen bei effizienten Kompressionsverfahren (Lempel-Ziv, Burrows-
Wheeler). Wir wollen im folgenden einige der genannten Anwendungen demonstrieren.
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Suchprobleme

Die exakte Suche wurde bereits in Abschnitt 4.2 betrachtet. Der Vollstandigkeit halber seien
hier noch einmal die Laufzeiten genannt.

Satz 4.11 Es seien ¥ ein Alphabet mit |X| = o, T € ¥* ein Text mit |T'| = n und P € ¥*
ein Suchwort mit |P| = m. Die Zeit fiir die Suche nach allen Vorkommen von P in T betrigt

e O(m-logo + A) unter Verwendung des Suffixbaumes,
e O(m-logn + A) unter Verwendung des Suffix-Arrays,
wobei A die Anzahl der Vorkommen von P in T ist.

Fiir die inexakte Suche mittels Suffixbdumen gibt es zwei Strategien, die auf den Methoden
aus Kapitel 3 beruhen. Man kann den Alignment-Algorithmus am Baum ausfithren oder
aber nach exakten Treffern fiir Teilworter suchen und an den betreffenden Textstellen das
Alignment vornehmen (Filterung). Bei beiden Strategien hat man das Problem, dass grofle
Teile des Suffixbaumes durchsucht werden miissen. Die inexakte Index-basierte Suche ist
damit auch heute noch ein wichtiges Forschungsgebiet.

Wiederholungen

Fiir die Analyse und auch fiir die Kompression von Texten sind Wiederholungen von grofier
Bedeutung. Mit Hilfe von Suffixbdumen kann man Wiederholungen leicht entdecken.

Definition 4.9 Es sei S ein Wort mit |S| = n. Fine Wiederholung in S ist ein Tripel (¢,1,j)
mitl<l<n,1<i<j<n—Ll+1lundS[i...i+{—1]=S[j...j+{—1]. Eine Wiederholung
(£,1,7) heifst rechts-maximal, wenn (¢ + 1,1,j) keine Wiederholung ist und maximal, wenn
weder (0 + 1,i,7) noch (¢ +1,i —1,j — 1) Wiederholungen sind.

Héufig interessiert uns auch das Wort, das wiederholt vorkommt. Ist also (¢,4,j) eine Wie-
derholung bzw. eine rechts-maximale Wiederholung bzw. eine maximale Wierdholungin S, so
sagen wir, dass das Wort a = S[i...i+¢—1] = S[j...j+ ¢ —1] in S als Wiederholung bzw.
als rechts-maximale Wiederholung bzw. als maximale Wiederholung in S vorkommt.

Lemma 4.12 FEin Wort o kommt genau dann in S € ¥*

1. als Wiederholung vor, wenn der Pfad o im Suffitbaum von S existiert und nicht in
etnem Blatt bzw. in der Kante zu einem Blatt endet.

2. als rechts-mazimale Wiederholung vor, wenn der Pfad o im Suffixbaum von S existiert
und in einem inneren Knoten endet.

3. als rechts-mazximale Wiederholung vor, wenn der Pfad o im Suffixbaum von S existiert
und in einem inneren Knoten endet, in dessen Unterbaum zwei Blitter i,j mit S[i—1] #
Slj — 1] existieren, wobei S[0] :== # mit # ¢ ¥ gesetzt sei.

Bemerkung: Einen Knoten mit der Eigenschaft 3 nennt man links-divers.
Beweis. Ein Wort « der Linge ¢ kommt genau dann als Wiederholung in S vor, wenn es
Zahlen i < j gibt, so dass o = S[i...i + ¢ —1] = S[j...j + £ — 1] gilt. Wir konnen uns
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also darauf beschrénken zu untersuchen, wann ein Tripel (¢, 4, j) eine Wiederholung bzw. eine
rechts-maximale Wiederholung bzw. eine maximale Wiederholung ist.

zu 1: (4,1, 7) ist genau dann eine Wiederholung in S, wenn im Suffixbaum von S die Beschrif-
tungen der Pfade zu den Bléttern ¢ und j auf den ersten ¢ Zeichen iibereinstimmen. Da sich
die Pfade spéter trennen, darf der gemeinsame Pfad a« = S[i...i+¢—1]=S[j...j+ ¢ — 1]
nicht in einem Blatt oder in der Kante zu einem Blatt enden.

zu 2: (¢,1,7) ist genau dann eine rechts-maximale Wiederholung, wenn (¢, 1, j) eine Wiederho-
lung ist und S[i + ¢] # S[j + ¢] gilt. Das bedeutet, dass der in Punkt 1 erwihnte gemeinsame
Pfad zu den Bléttern ¢ und j genau die Lange ¢ besitzt, also nach dem gemeinsamen Préfix
« endet. Damit muss der Pfad « in einem inneren Knoten enden.

zu 3: (4,1, 7) ist genau dann eine maximale Wiederholung, wenn (4,1, j) eine rechts-maximale
Wiederholung ist und S[i — 1] # S[j — 1] gilt. Damit ist es notwendig, dass der gemeinsame
Pfad a« = S[i...i+¢—1] = S[j...j + ¢ — 1] in einem links-diversen Knoten endet. Endet
andererseits ein Pfad « in einem links-diversen Knoten v, so existieren im Unterbaum von v
zwei Blétter ¢ und j, deren letzter gemeinsamer Vorgénger v ist und die S[i — 1] # S[j — 1]
erfiillen. O

Beispiel 4.12 Wir betrachten das Wort S = abaabaaabaaa und seinen Suffixbaum.

Wir kénnen z.B. folgende Fakten feststellen:

e aaab tritt nicht als Wiederholung in S auf, da der zugehorige Pfad in einer Kante zu
einem Blatt endet.

e aba tritt als Wiederholung in S auf, aber nicht rechts-maximal, da der zugehéorige Pfad in
einer Kante zu einem inneren Knoten endet. Die Wiederholungen sind (3, 1,4), (3,1,8)
und (3,4, 8).

e baa tritt als rechts-maximale Wiederholung in S auf, da der zugehorige Pfad in einem
inneren Knoten endet. Die zugehérigen rechts-maximalen Wiederholungen sind (3,2, 5)
und (3,2,9). Die Wiederholung (3, 5,9) ist nicht rechts-maximal, da die Bldtter 5 und 9
noch einen spéteren gemeinsamen Vorgénger als den Knoten baa besitzen. Der Knoten
baa ist weiterhin nicht links-divers, da S[1] = S[4] = S[8] = a gilt. Eine maximale
Wiederholung von baa existiert also nicht.
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e aa tritt als maximale Wiederholung in S auf, da der Pfad aa in einem links-diversen
Knoten endet. Der Unterbaum enthélt ndmlich die Blétter 6 und 11, und es gilt S[5] #
S[10]. Wir haben allgemeiner S[6] = S[10] = a und S[2] = S[5] = S[9] = b und damit
als maximale Vorkommen von aa: (2,3,11), (2,6,7), (2,6,11), (2,10,7), (2,10,11).

a

Es bleibt noch zu kliren, wie man die links-diversen Knoten des Suffixbaumes sowie die
Menge aller maximalen Wiederholungen effizient bestimmt. Dazu fiihrt man fiir jeden Knoten
v eine Menge Left(v) C X U{#}, die fiir jedes Blatt ¢ im Unterbaum von v das Symbol S[i —1]
enthélt, sowie fiir jedes x € Left(v) eine Liste Leaves,(v) C {1,2,...,n+1} ein, die alle Blitter
i aus dem Unterbaum von v mit S[i — 1] = x enthélt.

Der Knoten v ist genau dann links-divers, wenn |Left(v)| > 1 gilt. Hat die Beschriftung des
Knoten v die Lange ¢, so ist (¢,1, j) genau dann eine maximale Wiederholung, wenn es Kinder
wy # wz von v und Symbole z # y derart gibt, dass ¢ € Leaves,(w1) und j € Leaves,(ws)
gilt. Offensichtlich gelten folgende Rekursionsbeziehungen:

o Left(v) = {S[i — 1]}, falls v das Blatt 7 ist.

Leaves,(v) = {i}, falls v das Blatt ¢ und x = S[i — 1] ist.
Leavesy(v) = 0, falls v das Blatt ¢ und = # S[i — 1] ist.
o Left(v) = U  Left(w) fur jeden inneren Knoten wv.
w Kind von v
Leaves,(v) = U Leaves, (w) fiir jeden inneren Knoten v.

w Kind von v

Damit kann ein Linearzeitalgorithmus zur Bestimmung aller maximalen Wiederholungen ab-
geleitet werden.

Satz 4.13 Die Menge aller mazimalen Wiederholungen in einem Wort S der Linge n kann
mit einem Aufwand von O(n + A) bestimmt werden, wobei A die Anzahl der mazimalen
Wiederholungen in S ist.

Beweis. Wir traversieren den Suffixbaum von S in einer Bottom-Up-Strategie, d.h. wir begin-
nen mit den Blattern und setzen jeweils mit Knoten fort, deren Kinder bereits abgearbeitet
wurden. Mit Hilfe der oben angegebenen Rekursionen bestimmen wir fiir jeden Knoten v die
Menge Left(v) und die Listen Leaves,(v) aus den Daten der Kinder von v und schliefllich die
zu v gehorenden maximalen Wiederholungen. Zu beachten ist dabei, dass die Liste Leaves,(v)
durch Verkettung der entsprechenden Listen der Kinder entsteht (nicht etwa durch Kopieren).
|

Gemeinsame Teilworter

Ein verwandtes Problem zur Suche nach Wiederholungen ist die Bestimmung gemeinsamer
Teilworter in zwei oder mehreren Texten. Fiir die Suche in mehreren Texten benutzt man
gemeinsame Suffixbdume. In Analogie zum Suffixbaum kann man fiir ein k-Tupel von Wértern
(S1,...,S%) den gemeinsamen Suffivzbaum T (S*,...,S*) definieren. Die Beschriftungen der
Wege zu den Blittern sind dabei die Suffixe von S'#,...,S%#. Das Blatt fiir das Suffix
Shli...|S"|] erhilt die Beschriftung (h,4). Tritt ein Suffix in mehreren Wértern auf, so erhélt
das zugehorige Blatt also mehrere Beschriftungen. Der gemeinsame Suffixbaum kann mit
einem verallgemeinerten McCreight-Algorithmus in linearer Zeit konstruiert werden.
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Lemma 4.14 Ein Wort a kommt genau dann in jedem der Worter S*, 82, ..., S* vor, wenn
der Pfad o im gemeinsamen Suffizbaum T(S', ..., S*) existiert und fir alle 1 < h < k zu
einem Blatt mit einer Beschriftung (h,i) fortgesetzt werden kann.

Bemerkung. Man beachte, dass die Blétter nicht notwendig paarweise verschieden sein
miissen.

Gemeinsame Teilworter lassen sich nun analog zu Wiederholungen ermitteln, indem man
in einer Bottom-Up-Strategie fiir jeden Knoten v bestimmt, zu welchen der k Worter der
Knoten v ein Blatt im Unterbaum besitzt. Dazu fithrt man fiir jeden Knoten einen Bitvektor
der Linge k ein, wobei das h-te Bit genau dann 1 sein soll, wenn ein Blatt zum Wort A im
Unterbaum vorhanden ist. Die Beschriftung des Pfades zum Knoten ist genau dann Teilwort
in allen Wortern, wenn der Bitvektor 1% ist. Die Bestimmung der Bitvektoren ist mit einem
Aufwand von O(n - [k/w]) moglich, wobei n die Summe der Léngen von S',52,..., S* und w
die Lange eines Computerwortes ist. (Zur Bestimmung des Bitvektors eines inneren Knotens
muss man nédmlich nur das ODER der Bitvektoren seiner Kinder bilden.) Insbesondere ergibt
sich das ldngste gemeinsame Teilwort durch den Knoten mit Bitvektor 1¥ und maxmialer
String-Tiefe. Wir kénnen damit schlieflen:

Satz 4.15 Das lingste gemeinsame Teilwort von S',S2,... S* kann mit einem Aufwand
von O(n - [k/w]) bestimmt werden.

Lempel-Ziv-Kompression

In Abschnitt 2.4 wurde bereits der LZW-Algorithmus besprochen, in dem die Kompression
mit Hilfe von Worterbiichern realisiert wurde und unter Verwendung von Tries implementiert
wurde. Hier soll nun der erste Algorithmus von Lempel und Ziv aus dem Jahr 1997 (allgemein
als LZ77 bekannt) vorgestellt und mittels Suffixbdumen implementiert werden. Die Grundidee
ist wie folgt:

Der Text T'[1...1] sei bereits komprimiert. Das ldngste Préfix von T[i + 1...n], das in
T[1...i] beginnt, habe die Lénge ¢; und komme zum ersten Mal an der Stelle p; vor. Man
beachte, dass das frithere Vorkommen des Prifixes nicht bis zur Stelle ¢ enden muss.

Gilt ¢; > 0, so kann man den Text T[i + 1...7 + ¢;] durch (p;, ¢;) kodieren. Gilt ¢; = 0, so
speichert man (0,7[i + 1]).

Beispiel 4.13 Es ergeben sich z.B. folgende LZ77-Komprimierten:
e abaababaabaab — (0,2a)(0,b)(1,1)(1,3)(2,5)(1,2).
e ababababababa — (0,2a)(0,b)(1,11).

Das zweite Beispiel zeigt, dass fiir Texte mit hoher Periodizitit die LZ77-Kompression besser
ist als die LZW-Kompression. O

Umgekehrt lisst sich die Dekompression sehr einfach mit linearem Aufwand ausfithren:

Sei der Text T'[1...4] bereits dekomprimiert. Ist das néchste Zeichen der Komprimierten
(p,¢) mit p > 0, so hingt man den Text T[p...p + ¢ — 1] an. Ist das néichste Zeichen der
Komprimierten (0, z) mit € ¥, so hingt man den Text z an.

Mit Hilfe von Suffixbdumen kann man den Ziv-Lempel-Algorithmus als Linearzeitalgo-
rithmus implementieren.



Ralf Stiebe: Textalgorithmen, WS 2005/06 111

Satz 4.16 Der Ziv-Lempel-Algorithmus (LZ77) kann so implementiert werden, dass die Lauf-
zeit O(n) fir einen Text der Linge n betrdgt.

Beweis. Seien bei der Konstruktion des Suffixbaumes bereits die Suffixe Si,59,....5; ein-
gefiigt. Dann ergibt sich (p;,#;) beim Einfiigen von S[i + 1...n] durch die Position, an der
das neue Blatt eingefiigt wird. Der Aufwand dafiir betrigt O(¢;). Die Anzahl der Schritte
fiir die Konstruktion des Suffixbaumes betragt O(n). Den Aufwand fiir die Bestimmung der
Komprimierten erhélt man durch Aufsummierung der Langen ¢; iiber alle Positionen ¢, fiir die
(pi, £;) zu bestimmen ist. Seien ig = 0,41, ..., die Positionen, an denen (p;, ¢;) zu bestimmen
sind. Es gilt 7;11 = i; + max{¢{;;,1} > i; + {;; und damit

k
D iy <D (i — i) + b = i, 4, = n.
Damit betrégt der Gesamtaufwand O(n). O

Burrows-Wheeler-Transformation

Ein noch effizienteres Kompressionsverfahren als die Algorithmen der Lempel-Ziv-Familie
wurde 1994 von Burrows und Wheeler vorgeschlagen. Dabei wird im ersten und wichtigsten
Schritt ein Wort S in ein Wort S’ transformiert, dessen Zeichen eine Permutation von S
darstellen. Diese Transformation ist umkehrbar eindeutig, was natiirlich fiir Kompressionsal-
gorithmen unabdingbar ist. Die entscheidende Eigenschaft der Transformierten S’ ist, dass
sie lange Blocke mit nur einem oder zwei Symbolen enthélt. Dies macht sie allgemein fiir die
Kompression sehr gut geeignet. Fiir die Burrows-Wheeler-Transformation benétigt man die
Suffixe von S in ihrer lexikographischen Reihenfolge, was die Verwendung von Suffix-Arrays
nahelegt.

Definition 4.10 Es sei S € ¥* ein Wort mit |S| = n und # ¢ ¥ ein Sonderzeichen. Die
Burrows-Wheeler-Transformierte von S ist das Wort S” der Linge (n+1) mit S’[i] = S[j—1],
wobei S[j...n], 1 <j <n+1, das lexikographisch i-te Suffiz von S ist und S[0] := # sei.

Mit Hilfe des Suffix-Arrays Ag lédsst sich die Burrows-Wheeler-Transformierte definieren
als S'[i] = S[Ag[i] — 1].

Beispiel 4.14 Fiir S = abcabca erhalten wir:

AS = (877747175727673)7
S = accf#aabb

|

Eine alternative Interpretation ist die folgende: Schreibe die zyklischen Permutationen von
S+# in lexikografischer Reihenfolge untereinander. Die letzte Spalte ist die Burrows-Wheeler-
Transformierte. In unserem Beispiel S = abcabca erhalten wir:
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#abcabc
a#abcab
abcat#ab
abcabca
bcattabc
bcabca#
ca#abca
cabcat#ta

o oM HO O

Satz 4.17 Die Burrows- Wheeler-Transformierte von S mit |S| = n kann in O(n) Schritten
ermittelt werden.

Beweis. Das Suffix-Array von S kann mit einem Aufwand von O(n) erzeugt werden. Die
Burrows-Wheeler-Transformierte kann aus dem Suffix-Array sehr einfach mit linearem Auf-
wand ermittelt werden. O

Satz 4.18 FEin Wort S der Linge n kann aus seiner Burrows- Wheeler- Transformierten in
O(n) Schritten ermittelt werden.

Beweis. Von der Matrix der zyklischen Permutationen sind die erste Spalte S (Symbole der
Transformierten S’ in lexikografischer Ordnung) und die letzte Spalte (die Burrows-Wheeler-
Transformierte S’) bekannt. Man bestimmt S[i] induktiv wie folgt (die Korrektheit wird
ebenfalls durch Induktion iiber ¢ bewiesen).

i = 1: Die Position von # in S’ sei j. Dann ist S[1] = S[j].

i + i+ 1: Im Schritt i werde S[i] an der Stelle von S gefunden, an der zum k-ten Mal der
Buchstabe S[i] in S vorkommt.

Dann findet man S[i + 1] an der Stelle von S, an der zum k-ten Mal der Buchstabe S[i] in S’
vorkommt.

Um die Riicktransformation in Linearzeit durchzufiihren definieren wir

e cin Array P iiber der Indexmenge X U {#} mit Pla] = >_ |5|s,
b<a

o fiir a € X U {#} das Array V, der Grofe |S’|, mit
Valkl =j: <= Sl =an|9[1...jlla = k.

Pl[a] gibt an, wie viele Zeichen in S vor a stehen. V, [k] gibt die Position des k-ten Vorkommens
von a in S” an. Die Arrays P und V, kénnen in linearer Zeit bestimmt werden. Ist in Schritt

i die Position j von S’ erreicht und gilt S[i] = S[j] = a, so wird in Schritt ¢ + 1 die Position
Valj — Pla]] von S’ erreicht. Der Aufwand pro Schritt ist damit konstant. O

Beispiel 4.15 Wir fiihren fiir acc#aabb die Riicktransformation aus. Das # in S’ steht unter
dem dritten a (1), das dritte a in S’ steht unter dem zweiten b (2), das zweite b in S’ steht
unter dem zweiten ¢ (3), usw.
S: # a a a b b c ¢
S’ a ¢ ¢ # a a b b
8 7 4 1 5 2 6 3
Die Riicktransformation ergibt damit abcabca+. O
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Der Wert der Burrows-Wheeler-Transformation besteht darin, dass in der Transformierten
oft das gleiche Symbol hintereinander auftritt. Genauer: Tritt 3 k;-mal und 8 ky-mal in S
auf, so enthélt die Transformierte einen Block der Lange ks, in dem kij-mal das Symbol x
vorkommt.

Beispiel 4.16 Enthélt ein Text das Wort Algorithmus 20 Mal und das Wort Logarithmus 5
Mal und keine weiteren Vorkommen von ithmus, so enthélt die Transformierte z.B.

einen Block der Linge 25 mit r,

einen Block der Léange 25 mit 20 o und 5 a,

jeweils einen Block der Lange 20 mit g bzw. | bzw. A,

jeweils einen Block der Lénge 20 mit g bzw. o bzw. L.
O

Das Auftreten von langen Blocken desselben Symbols kann in anderen Kompressionsver-
fahren ausgenutzt werden. Ein bekannte Implementierung ist das Programm bzip2. Dort
wird die Burrows-Wheeler-Transformierte zunéchst einer Move-to-front-Transformation un-
terzogen. Der Effekt ist, dass sich die Haufigkeit stark zugunsten der lexikographisch kleinsten
Symbole verlagert; bei ASCII-Text dominieren nach der Move-to-Front-Transformation die
Zeichen \0, \1. Diese Transformierte kann nun sehr gut mit Hilfe des Huffman-Algorithmus
komprimiert werden.
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