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Signatur einer pradikatenlogische Sprache

Das Alphabet einer pradikatenlogische Sprache (erster Stufe) besteht aus

— den logischen Funktoren A, V, —, <=, dand V

— den Klammersymbolen ( und ) und dem Komma ,

— einer (abzahlbar unendlichen) Menge var von Variablen,
— einer (abzahlbaren) Menge K von Konstantensymbolen,

— einer (abzahlbaren) Menge R,, von n-stelligen Relationssymbolen
fur jedes n > 1, und

— einer (abzahlbaren) Menge F;, von n-stelligen Funktionssymbolen
fur jedes n > 1.

Signatur S einer pradikatenlogischen Sprache — (K, Ry, F1, Ro, F5, . . .)
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Terme einer pradikatenlogische Sprache

Definition:
Die Menge T'(S) der Terme iiber der Signatur S definieren wir induktiv
durch die folgenden Bedingungen:

i) Jede Variable ist ein Term iiber S (d.h. = € T(S) fiir jede Variable
T € var).

ii) Jedes Konstantensymbol ¢ € K ist ein Term uber S (d.h. ¢ € T(S) fir
c € K).

iii) Ist f ein n-stelliges Funktionssymbol, d.h. f € F,,, und sind t1,t5,...,t,
Terme aus T'(S), so ist auch f(t1,t2,...,t,) ein Term Ulber S.

iv) Ein Wort liegt nur dann in T(S), wenn dies aufgrund von endlich
oftmaliger Anwendung von i), ii) und iii) der Fall ist.
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Ausdrucke einer pradikatenlogische Sprache

r kommt im Wort w vollfrei vor, falls z in w vorkommt, aber weder Vx
noch dz Teilworter von w sind.

Definition: Die Menge A(S) der pradikatenlogischen Ausdriicke iiber der
Signatur & definieren wir induktiv durch die folgenden Bedingungen:

i) Ist » € R, ein n-stelliges Relationssymbol und sind t1,ts,...,t, Terme
aus T'(S), so ist 7(t1,...,t,) ein pradikatenlogischer Ausdruck tiber S.

i) Sind A und B pradikatenlogische Ausdriicke aus A(S), so sind auch —A,
(AANB), (AV B), (A — B) und (A < B) pradikatenlogische Ausdriicke
uber S.

iii) Ist A ein pradikatenlogischer Ausdruck tiber S und kommt die Variable x
in A vollfrei vor, so sind auch Vx A und dx A pradikatenlogische Ausdriicke
uber S.

iv) Ein Wort liegt nur dann in A(S), wenn dies aufgrund von endlich
oftmaliger Anwendung von i), ii) und iii) der Fall ist.
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Basisausdrucke

Definition:

Fir einen pradikatenlogischen Ausdruck A lber der Signatur S definieren
wir die Menge B(A) der Basisausdriicke von A als die Menge aller Teilworter
r(t1,te,...,tx) von A, bei denen r ein Relationssymbol und tq,to, ...t
Terme uber S sind.
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Pradikatenlogische Sprache — Beispiel 1

81 mitK:{c,d}, RQI{?“}, R1:F1:F2:RZ:FZ:(Z){:UI”LZS
T(S1) = {c,d} Uvar

r(c,c), r(d,d), r(c,d), r(d,c), r(c,x), r(z,c), r(d,z), r(x,d)
und r(x,y) € A(S1) mit z,y € var,
((r(x,y) Ar(y,z)) Vr(c,z)) € A(S1) mit z,y, z € var,
A= ((r(c,d)Vr(y,y)) — (r(c,x)) € A(S1) mit x,y € var,
Vz((r(z,y) Ar(y,z)) Vr(c,z)) € A(S1) mit x,y € var,
z((r(c,d) — r(y,y)) < (r(c,z)) € A(S1) mit y € var,
2((Ver(x,y) A Jyr(y, z)) Vr(c, z)) € A(S1) mit z € var,

((

<C LU

<

y((Vyr(z,y) A Jzr(y, 2)) Vr(c z)) ¢ A(S),
Vrr(c,x) ¢ A(Sy)
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Pradikatenlogische Sprache — Beispiele 2 und 3

So mithz{r}, Flz{f}, RleQIRZ:FZ:(Z)fUI’ZZS
T(S2) ={f(f(... f(x)...)) | ®* €var, n >0}

TV
n mal

r(f(fC. f(x).. ), fUf( fly)...)) € A(S), =,y € var, n,m € Ny,

>4
~" ~"

B i g:zir(a:, f(x)) € f"i”(g;‘)‘

By =Vx—r(zx,x) € A(S?),

B3 =VaVyVz((r(z,y) Ar(y, z)) — r(x,2)) € A(Ss),
Ve f(f(z)) ¢ A(Sz)

Sy mitK:{e}, Flz{h}, RlzRZ:FZ:@fUF’LZQ
T(S4) ={h(h(...h(x)...)) [n >0,z €var oder z =e}, A(Ss) =10

7

TV
n mal
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Interpretation

Definition:

Sei § die Signatur einer padikatenlogischen Sprache. Unter einer Interpre-
tation I von S verstehen wir ein Paar I = (U, 1), wobei U eine nichtleere
Menge ist und 7 eine Abbildung ist, die

e jedem Konstantensymbol ¢ € K ein Element 7(¢) € U zuordnet,

e jedem n-stelligen Funktionssymbol f € F), eine n-stellige Funktion
7(f) : U™ — U zuordnet, und

e jedem n-stelligen Relationssymbol r € R,, eine n-stellige Relation
7(r) C U™ zuordnet.

Unter einer Belegung « bez. der Interpretation I verstehen wir eine Funktion,
die jeder Variablen z ein Element a(x) € U zuordnet.
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Wert eines pradikatenlogischen Terms

S — Signatur einer pradikatischen Sprache,
I = (U, T) — Interpretation von S,
o — Belegung bez. I.

Definition:
Wir definieren den Wert w! (t) € U fiir t € T(S) induktiv durch:

e w!(x)= a(x) fir eine Variable z.

e w!(c) = 7(c) fiir ein Konstantensymbol c.

e Ist f ein n-stelliges Funktionssymbol und haben fur 1 < 7 < n die
Terme t; die Werte wl (t;), so gilt

wo(f(t1 2, tn)) = T(f)(wa(tr), wa(ta), .. wa(tn)).
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Wert eines pradikatenlogischen Ausdrucks
S — Signatur, I = (U, 7) — Interpretation von S, a — Belegung bez. I.

Definition: Wir definieren den Wert w’ (A) € {0,1} fir A € A(S) induktiv
durch:

e Firre R,und t; € T(S), 1 <i < n, setzen wir

wl(r(ty,ta,...t,)) = 1 genau dann, wenn
(wa(t1), wa(ta), - . ., we(tn)) € 7(7).

e Fiir A€ A(S) und B € A(S) setzen wir

w!(=A) = 1 genau dann, wenn w!(A4) =0,

wl ((A A B)) =1 genau dann, wenn wl(A) = wl(B) =1,

w! ((AV B)) = 0 genau dann, wenn w’(A) = w!(B) =0,
w!((A — B)) = 0 genau dann, wenn w’(A4) =1 und w!(B) =0,
wl ((A < B)) =1 genau dann, wenn w! (A) = w!(B).
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Wert eines pradikatenlogischen Ausdrucks — Fortsetzung

e Fir A€ A(S) und in A vollfrei vorkommendes x setzen wir

— w! (Vo A) = 1 genau dann, wenn fiir jedes d € U die Beziehung
wl  (A) =1 erfiillt ist,

Og.d

— w},(3xA) = 1 genau dann, wenn es ein d € U mit w), (A) =1 gibt.

Dabei definieren wir fiir eine Belegung « bez. I = (U, 1), eine Variable x
und ein d € U die Belegung a 4 bez. I durch

d fury==x
a(y) firy#x

0g,d(y) = {
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Beispiel 1 — Fortsetzung — Interpretation 1

Sy mit K ={c}, Ro={r}, R = Fob=R,=F, =0 furi>3

I=U,7)mitU =N, 7(c) = 2, T(d) =3, 7(r) = R— = {(a,a) | a € N}

A= ((r(c,d) Vr(y,y)) — r(c,x))

a mit a(zx) =5 und a(y) =4 o' mit o (x)=2und a(y) =4
Nr. | Ausdruck A wi(A) | wl,(A) | Begrindung
a) | r(c,d) 0 0 da2+#4
b) | r(y,v) 1 1 da 4 =4
c) ('r(c d)Vr(y,y)) | 1 1 wegen a) und b)
d) | r(c,x) 0 1 da2z#5und2=2
e) | A 0 1 wegen c) und d)

( ((7“( ) r(y,y)) — r(c,r)) =
z((r(c r(y,y)) —
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Beispiel 1 — Fortsetzung — Interpretation 2

Sy mit K ={c}, Ro={r}, R = Fob=R,=F, =0 furi>3

J=U,7)mitU =N, 7(c) =1, T(d) =2, 7(r) = R< ={(a,b) | a < b}

A= ((r(c,d) Vr(y,y)) — r(c,x))

a mit a(x) =5 und a(y) =4 o mit o (x)=2und a(y) =4
Nr. | Ausdruck A wi(A) | w!,(A) | Begrindung
a') | r(c,d) 1 1 dal<?2
b") | r(y,y) 1 1 da 4 < 4 nicht gilt
c) | (r(e,d) = r(y,y)) | 1 1 wegen a') und b’)
d) | r(c,x) 1 1 dal1<5und1<2
e') | A 1 1 wegen c') und d')

wy (Vz((r(e,d) Vr(y,y)) — r(c,x))) =1
( z((r(c,d) Vry,y)) = r(c,x))) =1
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Tautologie — Kontradiktion —Erfullbarkeit

Definition: i) Ein Ausdruck A iiber der Signatur S heiBt allgemeingiiltig
oder Tautologie (bzw. Kontradiktion oder unerfiillbar) bez. einer Interpre-
tation I von S, falls fiir jede Belegung « bez. I die Beziehung wl(A) =1
(bzw. wl(A) = 0) gilt. A heiBt erfiillbar bez. I, falls es eine Belegung o

«

bez. I mit wl(A) =1 gibt.

ii) Sei A eine Menge von Ausdriicken iiber S. Eine Interpretation I von &
heiBt Modell fur A, falls jeder Ausdruck von A eine Tautologie bez. I ist.

iii) Ein Ausdruck A lber der Signatur S heiBt allgemeingiltig oder
Tautologie (bzw. Kontradiktion oder unerfiillbar), falls A Tautologie (bzw.
Kontradiktion) bez. jeder Interpretation von & ist. Ein Ausdruck A lber
S heiBt erfullbar, falls es eine Interpretation I von & und eine Belegung «
bez. I mit wl(A) =1 gibt.
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Semantische Aquivalenz 1

Definition: Zwei pradikatenlogische Ausdriicke A und B uber der Signatur
S heiBen semantisch aquivalent, falls fur jede Interpretation I von § und

jede Belegung o bez. I die Beziehung wl(A) = wl(B) gilt.

Folgerung: Zwei pradikatenlogische Ausdriucke A und B uber der Signatur
S sind genau dann semantisch aquivalent, wenn (A < B) eine Tautologie
ist.

Lemma: Es seien A und B aussagenlogische Ausdriicke mit var(A) U
var(B) C {p1,p2,...pn}. Ferner seien C1,Cy,...C,, pradikatenlogische
Ausdriicke iber einer Signatur S und A’ und B’ die pradikatenlogische
Ausdriicke, die aus A und B entstehen, indem man fiur 1 <7 < n jedes
Vorkommen von p; durch C; ersetzt. Dann gelten folgende Aussagen.

i) Ist A eine Tautologie, so ist auch A’ eine Tautologie.
i) Aus A = B folgt A’ = B'.
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Semantische Aquivalenz 2

Lemma: Sind A und B beliebige pradikatenlogische Ausdriicke, so gelten
die folgenden semantischen Aquivalenzen:

1) “Vz A = dz—A,
i) =dx A = VA,
1) (VxAAVYzB) =Vx(ANB),
) (JzAV JxB) = dz(AV B),

v) VaVyA = VyVz A,

vi) dzdyA = JydzA.
m
i)
i)
)
)

I
I
1
v

Kommt uberdies x in B nicht vor, so gelten noch
vii) (Ve AN B) = Va(
(VxAV B) = Vx(A\/B
(dzA A B) = Ja(
(dxAV B) (

VI
IX

= dx A\/B

X
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Substitutionen

Seien s ein Term uber &, A ein pradikatenlogischer Ausdruck tber S, x
eine Variable und ¢ ein Term uber S, der x nicht enthalt.

sub(s,x,t) und sub(A,x,t) entstehen aus s bzw. A, indem jedes freie
Vorkommen von z in s bzw. A durch t ersetzt wird.

a sei eine Belegung bez. einer Interpretation I von §

oustt) = {2 V7

we(t) y==

Lemma: i) wl (sub(s,xz,t)) :wém(s)
i) wh (sub(A, 7, 1) = wl ().

Lemma: Sei A = QzB mit Q € {V,d} ein pradikatenlogischer Ausdruck
uber einer Signatur §. Ferner sei y eine Variable, die in A nicht vorkommt.
Dann gilt

Qxr B = Qy sub(B,x,y) .
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Pranexe Normalform

Definition:
Wir sagen, dass ein pradikatenlogischer Ausdruck A in pranexer Normalform
ist, wenn folgende Bedingungen gelten:

—A=0Q121Q22>...Q,x, A" fur ein n > 0,
- Q; € {V,3} fir 1 <i<n,

— fur 1 <17 < n st z; eine Variable und
—in A" kommen V und 3 nicht vor.

Satz:
Zu jedem pradikatenlogischen Ausdruck A gibt es einen zu A semantisch
aquivalenten pradikatenlogischen Ausdruck B in pranexer Normalform.
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Pranexe Normalform — Beispiel

(=Var(z,y) vV 3ws(h(z))) AVy—p(z, f(y)))

a) r(x,y), s(h(x)) und —p(z, f(y)) sind pranexe Normalformen.

b) —Var(x,y) hat pranexe Normalform dz—r(z,y)
dzs(h(z)) pranexe Normalform
Vy—p(x,g(y)) pranexe Normalformen

c) (—Var(x,y)V Izs(h(x)) (Jz—r(z,y) V Jxs(h(x)))
(Fw—r(w,y) vV Jvs(h(v)))
Fw (—r(w, y) V Jus(h(v)))
e (h(v)))
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Pranexe Normalform — Beispiel — Fortsetzung

d)  ((=Var(z,y) vV Izs(h(z))) AVy-p(z, f(y)))
= (Fw3v(=r(w,y) V s(h(v))) AVy=p(z, f(y)))
= (Fw3v(=r(w,y) V s(h(v))) AVz=p(z, f(2)))
= Jw(Jv(=r(w,y) vV 5(h(v))) AVz=p(z, £(2)))
= Jwv((=r(w,y) vV 5(h(v))) AVz=p(z, f(2)))
= JwIVz((-r(w,y) V s(h(v))) A —p(z, f(2)))
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Pranexe Normalform 2

Q121Q225 ... Q,x, A" — pranexe Normalform

A’ entsteht aus Basisausdriicken mittels Anwendung der aussagenlogischen
Verknupfungen —, A, V, —, <

A’ entsteht aus einem aussagenlogischen Ausdruck B, indem jedes
Vorkommen einer Variablen in B durch einen Basisausdruck R(t1,to, ..., )
ersetzt wird.

K p — konjunktive Normalform zu B und K 4, — analog gebildeter Ausdruck

Ka=(DyANDyA...\D,),
Di:(Di,l\/DiQ\/---\/Di,si) furlSZS’l“,

Dij=r(tijitija - tijk ) oder D;;=—r(tj1,ti 2 tijk.)
furl <i<s,1<75<s;und gewisse s, s;, k; j, 1 <i1<s,1<j<s;.

K 4 = "konjunktive” Normalform von A’.
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Skolemform — Definition 1

Definition:
Fur einen pradikatenlogischen Ausdruck

A =V Vs ... Va,qyG,

mit n > 0 und pranexer Normalform G und ein n-stelliges Funktions-
symbol f, das in G nicht vorkommt, setzen wir

sk(A, f) =Vx Vg .. Vr,sub(G,y, f(x1,T2,...,2,)).
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Skolemform — Beispiele

Beispiel 1: A = Vz3y(-R(z,z)V R(y,y))
Elimination von dy
n =1, f einstellig,

sk(A, f) = Vo (=R(z,z) V R(f(z), f(x)))

Beispiel 2: B = Vr3IyVz3w(R(a,y) A -S(f(x),w, 2))
a) Elimination von Jy

n =1, g einstellig
sk(B, g) = VaVzaw(R(a,g(x)) N =S(f(x),w, 2))

b) Elimination von Jw
n = 2, h zweistellig
sk(sk(B, ), h) = Va¥z(R(a, g(x)) A=S(f(x), h(z, =), 2))
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Skolemform — Definition 2

Definition:

Fir eine pranexe Normalform A definieren wir die (bis auf Bezeichnung der
Funktionssymbole eindeutig bestimmte) Skolemform sk(A) als das Resultat
des folgenden Algorithmus:

Solange A einen Existenzquantor enthalt, setze A = sk(A, f) fiir ein
nicht in A vorkommendes Funktionssymbol f.

sk(A) = sk(A, f) =Vz(=R(z,z) V R(f(z), f(x)))
sk(B) = sk(sk(B, g),h) =VaVz(R(a,g(x)) N S(f(x), h(x, 2),2))
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Skolemform — semantische Aquivalenz

A =VzIy(-R(z,z) V R(y,y))
A = Vax(—-R(z,z)VIyR(y,y))
= (Vz-R(z,z)V IyR(y,y))
= (=3zR(x,7)V IYR(y,v))
w! (A) = 0 genau dann, wenn w! (=3zR(x,z)) = 0 und wl (IyR(y,y)) = 0

w! (A) =0 genau dann, wenn w! (FxR(z,z)) = 1 und wl (FyR(y,y)) =0

w! (A) =1 fiir beliebige o bez. beliebigem I

a
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Skolemform — semantische Aquivalenz — Fortsetzung

A =Vedy(—R(x,z) V R(y,y))
sk(A) =Va(-R(x,z) V R(f(z), f(z)))

J = (N, 7) — Interpretation mit 7

(1,1) € 7(R) und (f(1), f(1)) =

« — Belegung bez. J
wy, ,("R(z,2)) = 0 und wy_ (R(f(2), f(z))) =0
)

Oy 1

wl, (~R(x,2)V R(f(z), {(z
w! (Ve(~R(z,2) V R(f(2), f(2))) = w(sk(A)) = 0
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Skolemform — Erfullbarkeitsaquivalenz

Lemma:

Seien A = Vx1Vxs...Vz,yG ein pradikatenlogischer Ausdruck mit n > 0
und pranexer Normalform G und f ein n-stelliges Funktionssymbol, das
in G nicht vorkommt. Dann ist A genau dann erfullbar, wenn sk(A, f)
erfullbar ist.

Satz:
Eine pranexe Normalform A ist genau dann erfullbar, wenn ihre Skolemform

sk(A) erfillbar ist.
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Bereinigte Skolemform

Lemma:
Sei A ein pradikatenlogischer Ausdruck, in dem die Variable x vollfrei
vorkommt. Dann ist A genau dann erfillbar, wenn dx A erfillbar ist.

Definition:

Ein pradikatenlogischer Ausdruck A hat bereinigte Skolemform, wenn
folgende Bedingungen erfullt sind:

— A =VxVzy.. . Vr, A" fir ein n > 0,

— A’ enthalt keine Existenz- und Allquantoren,

—in A’ kommen nur die Variablen x1, 22, ..., vor.

Satz:

Zu jedem pradikatenlogischen Ausdruck A gibt es einen pradikatenlogischen
Ausdruck in bereinigter Skolemform, der genau dann erfullbar ist, wenn A
erfullbar ist.
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