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Intuitiver Algorithmenbegriff

Ein Algorithmus

e liberfiihrt Eingabedaten in Ausgabedaten (wobei die Art der Daten vom
Problem, das durch den Algorithmus gelost werden soll, abhangig ist),

e besteht aus einer Folge von Anweisungen mit folgenden Eigenschaften:

— es gibt eine eindeutig festgelegte Anweisung, die als erste auszufuhren ist,

— nach Abarbeitung einer Anweisung gibt es eine eindeutig festgelegte
Anweisung, die als nachste abzuarbeiten ist, oder die Abarbeitung des
Algorithmus ist beendet und hat eindeutig bestimmte Ausgabedaten
geliefert,

— die Abarbeitung einer Anweisung erfordert keine Intelligenz (ist also
prinzipiell durch eine Maschine realisierbar).
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LOOP /WHILE-Programme — Definition
Grundsymbole: 0, S, P, LOOP, WHILE, BEGIN, END, :=, #, :, (, )

Variablensymbole: x1,25,...,2,,...

Definition:

i) Eine Wertzuweisung ist ein Wort, das eine der folgenden vier Formen hat:
x; =0 furi e N, z; = S(x;) firi e N,j € N,

z;:=x; furi e N,j €N, z;,:=P(x;) firieN,jeN
Jede Wertzuweisung ist ein Programm.

i) Sind II, II; und IT; Programme und z; eine Variable, i € N, so sind auch die
folgenden Worter Programme:

IIy; 1o LOOP z; BEGIN II END , WHILE z; ## 0 BEGIN II END
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LOOP/WHILE-Programme — Beispiele

a) LOOP gy BEGIN r1 = 5(1‘1) END .
b) r3 .= O;
LOOP z; BEGIN
LOOP z, BEGIN z5 := S(z3) END
END
¢) WHILE z; # 0 BEGIN z; := z; END |,
d) r3 = 0 , L3 1= S(%g);
WHILE z, # 0 BEGIN
x1:=0; x1:= S(x1); x2:=0; z3:=0
END ;
WHILE z3 # 0 BEGIN 2, :=0; 3 := 0 END.
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LOOP/WHILE - Berechenbarkeit

Definition:
II sei ein Programm mit n Variablen. Fur 1 < ¢ < n bezeichnen wir
mit @11 ;(a1,ae,...,a,) den Wert, den die Variable x; nach Abarbeitung des

Programms II annimmt, wobei die Variable z;, 1 < j < n, als Anfangsbelegung
den Wert a; annimmt.

IT werden dadurch n Funktionen @11 ;(z1,22,...,2,), 1 <17 < n, zugeordnet

Definition:
Eine Funktion f(x1,z9,...,x,) heiBt LOOP/WHILE-berechenbar, wenn es ein
Programm II mit m Variablen, m > n, derart gibt, dass

(I)H,l(xlax%"°7:Cn70707'°'70) :f(xla'r%"'axn)

gilt.
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Berechenbarkeit der Fibonacci-Funktion

Fibonacci-Funktion: f(0) = f(1) =1 und f(n) = f(n—1)+ f(n—2) firn > 2
f(2)=2,f()_3,f()= f(5):8 f()_13
., f(10) = 89, £(11) = 144, £(12) = 233

xg = 0; g := S(x2); x3 := T9; x1 := P(x1);

WHILE z; # 0 BEGIN
LOOP z3 BEGIN x5 := S(z2) END ;
T4 = To; To = T3, T3 := x4, T1 := P(x1)

END ;

L1 :— I3
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Erzeugung LOOP /WHILE-berechenbarer Funktionen |

Satz:
Es seien f eine m-stellige LOOP/WHILE-berechenbare Funktion und f; eine
n-stellige LOOP /WHILE-berechenbare Funktion fir 1 < ¢ < m. Dann ist auch

die n-stellige Funktionen g, die durch

g(x1,x2,...,xpn) = f(fr(x1,. .. xn), fol(x1, . s xn), oo fr(T1, ooy Tn))

definiert ist, eine LOOP /WHILE-berechenbare Funktion.
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Erzeugung LOOP /WHILE-berechenbarer Funktionen Il

Satz:

Es seien f und h eine (n — 1)-stellige bzw. (n + 1)-stellige LOOP /WHILE-
berechenbare Funktionen. Dann ist auch die n-stellige Funktionen g, die durch

g(x1, T2, ..., xp_1,0) = f(z1,29,...,20_1),

g(x1, T2, ..., xn_1,5(xy)) = h(x1,T2,...,2n_1,%n,g9(T1, T2, ..., Tn_1,Ty))

definiert ist, eine LOOP /WHILE-berechenbare Funktion.
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Erzeugung LOOP /WHILE-berechenbarer Funktionen IlI

Satz:
Es sei h eine totale (n+1)-stellige LOOP /WHILE-berechenbare Funktion. Dann

ist auch die n-stellige Funktionen g, die durch

| min{m | h(z1,z2,...,2,,m) =0} falls 0 e rg(h)
g(1, T2, -, Tn) = { nicht definiert sonst

definiert ist, eine LOOP /WHILE-berechenbare Funktion.
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Tiefe — Definition

Definition:

Die Tiefe ¢(II) eines Programms II wird induktiv wie folgt definiert:

i) Fir eine Wertzuweisung II gilt ¢(IT) = 1,

i) t(Ilg;Iy) = t(11y) + (1),

i) ¢{(LOOP z; BEGIN Il END) = #(II) + 1,

iv) t(WHILE z; # 0 BEGIN IT END) = ¢(II) + 1.
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Programme kleiner Tiefe |

Programme der Tiefe 1: Wertzuweisungen

Programme der Tiefe 2:

x; = A;x,. .= B,

LOOP z;, BEGIN z; := A END,
WHILE z; # 0 BEGIN 2, := A END

mit A € {0,z;,5(x;), P(z;)}, B € {0,xs,S(xs), P(zs)}, 9,7, k,r,s € N
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Programme kleiner Tiefe Il

Programme der Tiefe 3 sind unter anderem:

z; = Az, .= B2, :=C

z; ;= A" LOOP 2z, BEGIN z, := B’ END,

x;;= A’ WHILE z;, # 0 BEGIN z,, = B’ END,

LOOP z; BEGIN z, := B’ END; z, .= A,

WHILE z; # 0 BEGIN z, = B’ END; z; := A/,

LOOP 2z, BEGIN z; := A’;x, := B’ END,

WHILE =z, # 0 BEGIN z; = A’; 2, := B’ END

mit A" € {0,2;,S(x;), P(x;)}, B' €{0,z5,S(xs), P(zs)},
C" € {0,x,,S(xy), P(xy), i, 7, k,7,s,u,v € N
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Nicht-LOOP /WHILE-berechenbare Funktionen

Satz:
Es gibt (mindestens) eine totale Funktion, die nicht LOOP/ WHILE-berechenbar

ISt.

Folgerung:

Es gibt eine Funktion f mit folgenden Eigenschaften:
- f ist total,

- der Wertebereich von f ist {0, 1},

- f ist nicht LOOP /WHILE-berechenbar.
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Ein spezielles LOOP/WHILE-Programm

xy = S(x1); x1:= S(x1); z1:= S(x1);

Ty = S(x1);

LOOP z; BEGIN
LOOP z5 BEGIN x5 := S(z3) END
END:;

L1 - — I3,

LOOP z; BEGIN
LOOP z; BEGIN x5 := S(z3) END
END;

L1 - — X3

Programm II’ aus ersten sechs Zeilen: ¢(II') = 8 und ®171(0,0,0) = 12
Programm II aus allen Zeilen: ¢(II) = 12 und ®171(0,0,0) = 60
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LOOP - Berechenbarkeit

Definition:

Eine Funktion f heiBt LOOP-berechenbar, wenn es ein Programm II mit m
Variablen, m > n, derart gibt, dass in 11 keine WHILE-Anweisung vorkommt und
IT die Funktion f berechnet.

Satz:

Der Definitionsbereich jeder n-stelligen LOOP-berechenbaren Funktion ist die
Menge N”, d.h. jede LOOP-berechenbare Funktion ist total.

Folgerung:
Die Menge der LOOP-berechenbaren Funktionen ist echt in der Menge der
LOOP /WHILE-berechenbaren Funktionen enthalten.
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TURING-Maschine — Definition

Definition:
Eine TURING-Maschine ist ein Quintupel

M = (X7 Z? Z07Q75)7

wobei

- X und Z Alphabete sind,

-20€ Z und ) C Q C Z gelten,

- 0 eine Funktion von (Z\ Q) x (X U{*})in Z x (X U{x})x{R,L, N} ist, und
x & X gilt.
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Definition:
Eine Konfiguration K der TURING-Maschine M = (X, Z, 29, Q, d) ist ein Tripel

K = (w17 2 w2)7

wobei w1 und wo Worter tiber X U {*} sind und z € Z gilt.
Eine Anfangskonfiguration liegt vor, falls w1 = A und z = 2, gelten.

Eine Endkonfiguration ist durch z € () gegeben.
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TURING-Maschine — Konfigurationsuberfuhrung

Definition:

My = (w1, z,ws) und K5 = (v1, 2’, v2) seien Konfigurationen von M. Wir sagen,
dass K7 durch M in K5 iiberfiihrt wird (und schreiben dafiir K7 = K3), wenn
eine der folgenden Bedingungen erfullt ist:

v1 = wi, we = xU, V3 =2'u, (z,2) = (2,2, N)

oder
wy = v, v =vx', wy=zU, V2 =u, 0(2,2) = (2,2, R)

oder
/ / /
wi = VY, V1 = U, we = xU, Vo =yr'u, 6(z,x) = (2,2, L)

fiir gewisse z,2',y € X U {*} und u,v € (X U {x})*.
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TURING-Maschine — induzierte Funktion

Definition:

Sei M = (X,Z,20,Q,0) eine TURING-Maschine. Die durch M induzierte
Funktion fp; aus X™* in X* ist wie folgt definiert:

fa(w) = v gilt genau dann, wenn es fur die Anfangskonfiguration K = (), zp, w)

eine Endkonfiguration K’ = (v1,q,v3), natirliche Zahlen r,s und ¢ und
Konfigurationen Ky, K1, ..., K; derart gibt, dall *"v*® = vyv5 und

K=K KiEK)yE..EK; =K'
gelten.
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TURING-Maschine — Beispiel 1

My = <{a’7 b}7 {Z07 q; Za; Zb}v 20, {Q}v 5)

) 20 Za Zb

* | (¢,%N) | (¢,a,N) | (¢,b,N)
a | (zq, %, R) | (24,0, R) | (2p,0, R)
b | (zp,%, R) | (24,0, R) | (21,0, R)

for (122 .. ) = XT3 ... TpT1
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TURING-Maschine — Beispiel 2

My = ({av b}v {Z07 <1, Q}v 20; {Q}a 5)7

20 21
(ZOy*vN) (Q7*7N)
(z1,a,R) | (20,0a, R)
(Zl, b, R) (Zo, b, R)

SR ¥ [S

T1XLo ... Ty n ungerade
nicht definiert sonst.

fM2(£L‘1332 c e Zlfn) — {
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TURING-Maschine — Beispiel 3

M3 — ({CL, ba C, d}7 {207 1542542354, Za, Zb}a 205 {Q}a 5)

) 20 z1 29 23 Zq Zp

x | (2z0,%, N) | (21,%,N) | (23,%, L)

a | (z0,a,N) | (z1,a,N) | (22,0, R) | (2ay% L) | (2a,6,L) | (24,b,L)
b | (20,b,N) | (21,b,N) | (22,0, R) | (2,%,L) | (2p,a,L) | (2p,b,L)
c| (z21,¢,R) | (21,¢,N) | (22,¢,N)

d (Zo,d,fV) (ZQ,d,J%) (ZQ,d,]V) (Z3,d,fV) Qy,a,fV) (q,b,pJ)

Cr1X9...Tnp
unde finiert

fas(w) = {

fir w = cdriz9. .. 208, x; € {a,b}, 1 <i<n,n>1

sonst
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TURING-Maschine — Beispiel 4 (Nachfolgerfunktion)

. 79}7 {207 +, Q}v 20; {Q}v 5)

M_|_ — ({0,1,2,..
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Definition der TURING-Berechenbarkeit

Definition:
Eine Funktion f : X — X3 heit TURING-berechenbar, wenn es eine TURING-
Maschine M = (X, Z, 2z, Q, §) derart gibt, dass X; C X, X5 C X und

() = 4 /@) falls f(z) definiert ist
M) =9 nicht definiert sonst

gelten.
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Zwei Satze uber TURING-berechenbare Funktionen

Satz:

Zu jeder TURING-berechenbaren Funktion f gibt es eine TURING-Maschine M,
die genau einen Stopzustand hat, stets uber dem dem ersten Buchstaben des
Ergebnisses stoppt und f = f, erfullt.

Lemma:
Sind f1 : X* — X* und fy: X* — X* zwei TURING-berechenbare Funktionen,

so ist auch deren Komposition f : X* — X* mit f(w) = fo(fi(w)) eine
TURING-berechenbare Funktion.
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TURING-Berechenbarkeit versus
LOOP /WHILE-Berechenbarkeit |

dec(n) — Dezimaldarstellung von n

Satz:
Sei f eine n-stellige LOOP /WHILE-berechenbare Funktion.
Dann ist die Funktion f’, die durch

F(w) = { dec(f(x1,x2,...,2,)) falls w = dec(xq)F#dec(xs)#

nicht definiert sonst

definiert ist, TURING-berechenbar.

... #dec(xy,)

Theoretische Informatik / Berechenbarkeit
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TURING-Berechenbarkeit versus
LOOP /WHILE-Berechenbarkeit I

M = (X,Z, 2y,Q,6) — TURING-Maschine
XNZ=0und XUZ ={a1,as,...,a,}

Y (X UZ)* — N vermoge |
w(a’ila"&é Tt a”in) — Z;L:O Z](p _l_ 1)7”1_]’ a’ij < (X U Z)

) — eineindeutige Abbildung von (X U Z)™ auf Menge aller natiirlichen Zahlen,
in deren (p + 1)-adischer Darstellung keine 0 vorkommt

Satz:
Seien M eine TURING-Maschine und 1 die zugehorige Kodierung. Dann ist die

Funktion f: N — N mit f(¢¥(w)) = ¥(fa(w)) LOOP/WHILE-berechenbar.
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TURING-Berechenbarkeit versus

LOOP /WHILE-Berechenbarkeit 1lI
w—b1b2 by, bie XUZfirl<i<n,w € (XUZ)*
Lg(t(w)) = [w] = min{m : (p+1)™ > t(w)} |
Prod((w), $(w')) = (ww') = p(w)(p + 1)F9D) 4 4 (w'),
Anfang((w),i) = ¢(bibs ... b;) = ¢(w) div (p+1)"7,
Ende(y(w), i) = Y (bibir1...bn) = ¥(w) mod (p+ 1)+
Elem(y(w),1) = ¥(b;) = Ende(Anfang(y(w),),1)

g(x) — erste Position in x € (X U Z)*, an der Element aus Z
—min{i | Elem(x,i) € Z}

r(z) = Anfang(z, g(x) © 2),

s(x) = Prod(Elem(zx,g(x) & 1), Elem(z, g(x)), Elem(zx, g(x) + 1)),

(
t(x) = Ende(x, g(x) + 2)

Theoretische Informatik / Berechenbarkeit
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TURING-Berechenbarkeit versus
LOOP /WHILE-Berechenbarkeit 1V

K =4vazbv' mita,be X, u', v € X*, z€ 7

r(P(K)) = p(u)
s(P(K)) = P(azb)
(Y (K)) = P(v')

| W(Ky) Ky =azbya,be X,z€ Z, Ky E Ky
Al (H)) = {nicht de finiert sonst

K =dazbv' = v Kv' Eu/ Ky = K’
W(K') = Prod(y(u'), A(y(azb)), ¥ (v')),
= Prod(r(K), A(s(K)),t(K))

Theoretische Informatik / Berechenbarkeit 29



Fakultat fir Informatik Universitat Magdeburg Jurgen Dassow
TURING-Berechenbarkeit versus
LOOP /WHILE-Berechenbarkeit V

1. Aus w ergibt sich die Anfangskonfiguration Ky = zpw und daraus 1 (K)).
2. A Funktion mit A(¢(K)) = ¢(K') fir K = K’

simuliert einen Uberfiihru ngsschritt

3. D(x,n) sei definiert durch

D(x,0) =
D(x,n+1)

A(D(x,n))

D(p(K),n) = (K"), wenn K" mittels n-facher direkter Uberfiihrung aus K
entsteht
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TURING-Berechenbarkeit versus
LOOP /WHILE-Berechenbarkeit VI

4. h sei Funktion mit
hz) = {

5. h'(x,n) = h(D(z,n)),
| min{n | A/ (x,n) =0} falls 0 € rg(h’)
6. 9(z) = { nicht definiert sonst

liefert Anzahl der Uberfiihrungen bis (zum ersten Mal eine) Endkonfiguration
erreicht ist

7. f(@) = D(z, g(2)) B
f((Ky)) liefert »(K) der Endkonfiguration K

0 x = (K) fir eine Endkonfiguration K
1 sonst
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TURING-Berechenbarkeit versus
LOOP /WHILE-Berechenbarkeit VII

Satz:

Bis auf eine Konvertierung der Eingabewerte ist eine Funktion genau dann
TURING-berechenbar, wenn sie LOOP /WHILE-berechenbar ist

Folgerung:
Es gibt Funktionen, die nicht TURING-berechenbar sind.
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Beschreibung von Entscheidbarkeitsproblemen

Entscheidungsproblem P beschreibbar als

— Aussageform,
d.h. Ausdruck Ap(x1,x2,...,T,) mit einer oder mehreren Variablen z;,
der bei Ersetzen der Variablen z; durch Elemente a; aus dem Grundbereich X;
in eine Aussage Ap(a,as,...,ay) Uberfihrt wird, die den Wahrheitswert
"wahr” oder "falsch” annimmt

— durch ein "Gegeben:”, d.h. Belegung aq,as,...,a, der Variablen, und
durch die "Frage:” nach der Giiltigkeit von Ap(ay,as,...,a,).

— Menge Mp = {(a1,a2,...,a,): Ap(ar,as,...,a,)}

: 1 (z1,29,...,2p) €EM
— Funktion @p(xl,af;g,...,xn)):{ 0 go;stQ ) P
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Beschreibung des Halteproblems fur TURING-Maschinen

Ap(x,y) — x stoppt bei Abarbeitung von y
(wobei x ist mit einer TURING-Maschine und y mit einem Wort zu belegen sind)

Gegeben: TURING-Maschine M, Wort w
Frage: Gilt " M stoppt bei Abarbeitung von w" 7

Gegeben: TURING-Maschine M, Wort w
Frage: Stoppt M bei Abarbeitung von w ?

Gegeben: TURING-Maschine M, Wort w
Frage: Ist fas(w) definiert?

Mp = {(M,w) | M stoppt auf w}

1 M stoppt auf w
M, w) = {
ep(M;w) 0 sonst
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Algorithmische Entscheidbarkeit

Definition:

Wir sagen, dass ein Problem P algorithmisch entscheidbar (oder kurz nur
entscheidbar) ist, wenn die zum Problem gehorende charakteristische Funktion
wp TURING-berechenbar ist.

Anderenfalls heiBt P (algorithmisch) unentscheidbar.

Definition:

Wir sagen, dass eine Menge M (algorithmisch) entscheidbar (oder rekursiv) ist,
wenn die zugehorige charakteristische Funktion ¢, TURING-berechenbar ist.
Anderenfalls heiBt M (algorithmisch) unentscheidbar.

Problem P genau dann entscheidbar, wenn zugehorige Menge M p entscheidbar
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Berechnungsprobleme

Berechnungsproblem —
fur eine Funktion f : X — Y wird nach dem Wert f(x) gefragt

My ={(z,y): f(z) =y}

Gegeben: x € X undyeyY

Frage: Nimmt f an der Stelle z den Wert y an?
_[1 flz)=y
prley)={, 12
Bemerkung:

J ist berechenbar genau dann, wenn ¢ berechenbar
genau dann, wenn M entscheidbar ist

Theoretische Informatik / Berechenbarkeit
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Unentscheidbare Probleme |

Satz:
Das Halteproblem fur TURING-Maschinen ist unentscheidbar.

Satz:
Das Problem

Gegeben: LOOP/WHILE-Programm II, n € N
Frage: Ist ®r7.1(n) definiert?

Ist unentscheidbar.
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Beweis der Unentscheidbarkeit des Halteproblems |

M = (X,Z, zy,Q,5) — TURING-Maschine

xo =% X ={x1,%2,...,Tn},

Z =4z20,21,---,2m}, Q=A{2k11,2k12,-32m}

Beschreibung von M durch
L1y L2y eee s Lpy B0y KLy« Zk,500,501, ce ,50n, (510,(5117 ce 75171,7 c o ey 5kn

Kodierung:

z; — 01910 fiir 0 < j <,

2z — 017102 fir 0 <4 < k,

R — 0103, L — 01?03, N — 01303,
(— 010%, ) — 012%0%, ,— 010°
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Beweis der Unentscheidbarkeit des Halteproblems ||

TURING-Maschine M,

a7b7207217(207*7207*7]\[)7(ZO7G’JZ17G7R)7(207b7Z17b7R)7
(217*7Q7*7N)7(Z17a7207a7R)7(Zlabaz()abaR)

Kodierung:
x — 010, a — 0120, b — 0130, 29— 0102%, z; — 01202, q — 01302
R — 0103, L — 01203, N — 01°0%, (— 010% ) — 012%0%, ,— 010°

0120 010° 0130 010° 0102 010° 012%0% 010°

010* 0102 010° 010 010° 0102 010° 010 010° 01303 0120* 010°
010* 0102 010° 0120 010° 01202 010° 0120 010° 0103 012%0* 010°
010* 0102 010° 0130 010° 01202 010° 0130 010° 0103 0120* 010°
010* 01202 010° 010 010° 01302 010° 010 010° 01303 0120 010°
010% 01202 010° 0120 010° 0102 010° 0120 010° 0103 01%0* 010°
010% 01202 010° 0130 010° 0102 010® 0130 010° 0103 0120%
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Beweis der Unentscheidbarkeit des Halteproblems Il

S — Menge aller TURING-Maschinen M = (X, Z, zp, Q, ) mit
X ={0,1}, Z={z20,21,---,2m}, Q@ = {2z} fur ein m > 1.

wys — Wort, das M € § mittels Kodierung beschreibt

Hilfssatz 1. Das Problem

Gegeben: w € {0,1}*

Frage: Ist w Kodierung einer TURING-Maschine aus S 7
ist entscheidbar.

£:10,1}* — {0,1} mit
Flw) = 0 w = wyy firein M € S, fay(wyr) ist nicht definiert
| nicht defintert sonst

Hilfssatz 2. f ist nicht T'URING-berechenbar.
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Unentscheidbare Probleme |l

Definition:
i) Zwei TURING-Maschinen M; und M, heiBen aquivalent, wenn frr, = fas, gilt.
i) Zwei LOOP/WHILE-Programme II; und Il heiBen aquivalent, wenn &1, 1 =

(I)H2’1 gilt.

Satz:_

Das Aquivalenzproblem fiir TURING-Maschinen bzw. LOOP/WHILE-Program-
me ist unentscheidbar.

Theoretische Informatik / Berechenbarkeit 41



Fakultat fur Informatik Universitat Magdeburg

Jirgen Dassow

Unentscheidbare Probleme 1l

Satz:
Das 10. HILBERTSCHE Problem

Gegeben: eine naturliche Zahl n > 1, ein Polynom

_ 01,12 i
P(T1,22, ..., Tn) = D Citig...inT1 Lo - - T
in n Variablen mit ganzzahligen Koeffizienten

Frage: Gibt es eine Losung von p(x1,x2,...,2y,) =0 in Z™ 7?

Ist unentscheidbar.
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Unentscheidbare Probleme 1V

Satz:
Das P0osTsche Korrespondenzproblem

Gegeben: Alphabet X mit mind. zwei Buchstaben, n > 1,
Menge {(u1,v1), (u2,v2),. .., (Un,vp)} mit us,v; € X1 flir 1 <i<n
Frage: Gibt es eine Folge 21i2...7,, mit 1 <i; <n fur 1 < j < m derart, dass
Uiy WUjy - - - Uy
gilt?

m — Ui Uiy -+ - Uiy,

Ist unentscheidbar.
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Unentscheidbare Probleme V

Satz:
Das Erfullbarkeitsproblem der Pradikatenlogik

Gegeben: pradikatenlogischer Ausdruck H(x1,x2,...,x,) uber der Signatur &

Frage: Gibt es eine Interpretation von & und eine Belegung der
Variablen x1, xs, ...z, derart, dass H(x1,x2,...,T,) wahr wird?

Ist unentscheidbar.
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