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Kapitel 2

Formale Sprachen und Automaten

2.1 Die Sprachfamilien der Chomsky-Hierarchie

2.1.1 Definition der Sprachfamilien

Im Kapitel 1 haben wir mehrere gleichwertige Definitionen fiir Algorithmen behandelt. Als
Grundlage dienten dabei einmal eine spezielle einfache Programmiersprache, die LOOP/
WHILE-Programme erzeugt, und ein anderes Mal ein spezieller Typ von Maschinen, die
TURING-Maschinen. In diesem Kapitel werden wir uns direkt dem Studium von formalen
Sprachen bzw. Automaten als Abstraktionen von Programmier- und natiirlichen Sprachen
bzw. von Computern und Rechenmaschinen zuwenden.

Wir beginnen dabei mit der Definition eines allgemeinen Typs von formalen Grammatiken
und Sprachen und geben dann einige wichtige und interessante Spezialfille an.

Jede natiirliche Sprache basiert auf einer Grammatik, in der die Regeln zusammengestellt
sind, nach denen sich syntaktisch richtige Sétze der Sprache bilden lassen. Eine &hnliche
Rolle spielen die Handbiicher fiir Programmiersprachen; auch sie enthalten verschiedene
Anweisungen und Kommandos, durch deren Anwendung korrekte Programme erzeugt
werden.

Die Syntax einer natiirlichen Sprachen gibt an, wie ein Satz bzw. Teile eines Satzes aus
grammatischen Einheiten aufgebaut werden kann. Wir erwdhnen hier beispielhaft die
folgenden Konstruktionen.

(Satz) — (Substantivphrase)(Verbphrase)

(Satz) — (Substantivphrase)(Verbphrase)(Objektphrase)
(Substantivphrase) — (Artikel)(Substantiv)
(Verbphrase) — (Verb)(Adverb)

Das erste Konstrukt besagt, dass ein Satz aus einem Substantiv und einem Verb beste-
hen kann, das zweite entspricht dem vom Englischunterricht her bekannten Aufbau eines
Satzes aus Subjekt, Priadikat und Objekt (man sieht, dass fiir einen Satz verschiedene Zer-
legungen in grammatikalische Teile moglich sind). Die beiden letzten Vorschriften sagen,
wie eine Substantivphrase bzw. eine Verbphrase weiter zergliedert bzw. wie diese aufge-
baut werden kénnen. Weiterhin gibt es eine Zuordnung der Worter der deutschen Sprache
zu Wortarten. Dies kann durch die folgenden Konstruktionen beschrieben werden.
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(Substantiv) — Hund
(Substantiv) — Banane
(Artikel) — der
(Artikel) — ein
(Verb) — geht
(Verb) — singt

(Adverb) — langsam

Durch Nacheinanderanwendung der obigen Vorschriften kénnen u. a.

(Satz) = (Substantivphrase)(Verbphrase)
— (Substantivphrase)(Verb)(Adverb)
— (Substantivphrase) geht (Adverb)
= (Substantivphrase) geht langsam

= (Artikel)(Substantiv) geht langsam
= der (Substantiv) geht langsam

=—> der Hund geht langsam
und in analoger Weise kann auch
(Satz) = ... = ein Banane singt langsam

hergeleitet werden. Wir machen darauf aufmerksam, dass der letzte Satz zwar inhaltlich
falsch, aber syntaktisch korrekt ist.

Kommen wir nun zu den Programmiersprachen. Hier legt das Programmierhandbuch fest,
in welcher Weise das Programm selbst bzw. seine Teilstiicke aufgebaut sein konnen. Als
Beispiel geben wir nachfolgend einige Regeln, die sagen, wie Zahlen in einem PASCAL-
Programm aussehen koénnen.

(unsigned integer) — (digit) | (digit){digit}

(unsigned real) — (unsigned integer).(digit){digit} | (unsigned integer)E(scale
factor)

(scale factor) — (unsigned integer) | (sign) (unsigned integer)

(digit) - 0] 1|2[3|4|5]6|7]8]9

(sign) — + | -

Hieraus erhalten wir die folgende Sequenz

(unsigned real) = (unsigned integer)E(scale factor)
— (digit){digit } E(scale factor)
— 3{digit } E(scale factor)
= 314E(scale factor)
= 314E(sign)(unsigned integer)
— 314E—(unsigned integer)
— 314E(digit)
— 314E-2

aus der hervorgeht, dass (die Néherung) 3,14 (fiir 7) eine reelle Zahl ist.
Wir stellen folgende Gemeinsamkeiten fest:
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e Kigentlich handelt es sich bei den Vorschriften um Ersetzungsregeln. Gewisse Ob-
jekte werden durch andere ersetzt.

e Es gibt Objekte, die ersetzt werden (z. B. (Substantivphrase), (unsigned real)),
und andere Objekte, die durch die Ersetzungen nicht verindert werden, sondern
endgiiltigen Charakter haben (wie die Worter der Sprache selbst oder die Ziffern
0,1,2,...,9 und die Zeichen + und —).

e Die Erzeugungen beginnen mit festgelegten Objekten (wie (Satz) oder (program))
und enden, wenn nur noch unveréanderliche Objekte vorhanden sind.

Wir werden auf dieser Basis im Folgenden formale Grammatiken und Sprachen definieren.
Dabei wollen wir Objekte als Buchstaben eines Alphabets auffassen, und die erzeugten
Satze bzw. Programme bzw. Programmestiicke sind dann Wérter iiber dem Alphabet, das
z. B. als Buchstaben alle deutschen Worter bzw. die Elemente if, while, Ziffern usw.
enthélt.

Um die Moglichkeiten zur Wahl von Alphabeten nicht ausufern zu lassen, wollen wir im
Folgenden immer annehmen, dass die betrachteten Alphabete (endliche) Teilmengen einer
festen abzéhlbar-unendlichen Menge sind.

Unter einer Sprache iiber dem Alphabet V' verstehen wir im Folgenden stets eine beliebige
Teilmenge von V*. In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Moglichkeiten der
Beschreibung von (unendlichen) Sprachen durch endliche Objekte untersucht.

Definition 2.1 FEine Regelgrammatik (oder kurz Grammatik) ist ein Quadrupel
G = (N’ T? P? S)?
wobei

e N und T endliche, disjunkte Alphabete sind, deren Vereinigung wir mit V bezeich-
nen,

e P eine endliche Teilmenge von (V*\ T*) x V* ist, und
e Se N gilt

Dabei ist N das Alphabet der Nichtterminale oder Hilfssymbole (wie (Substantivphrase)
oder (unsigned real)) und 7" das Alphabet der Terminale. Im Folgenden werden wir meist
grofle lateinische Buchstaben zur Bezeichnung der Nichtterminale und kleine lateinische
Buchstaben fiir die Terminale verwenden. Die Elemente aus P heiflen Regeln. Meistens
werden wir das Paar («, ) aus P in der Form @ — [ schreiben, da diese Notation
der Anwendung von Regeln (in der néchsten Definition) als Ersetzung entspricht. S heifit
Axiom oder Startwort (und entspricht (Satz) bzw. (program)).

Definition 2.2 FEs sei G = (N, T, P,S) eine Regelgrammatik wie in Definition 2.1 be-
schrieben. Wir sagen, dass aus dem Wort v € V* das Wort v € V* erzeugt wird, wenn

Y =mavy, ¥ =npy, a— FEP
fiir gewisse v1,v2 € V* gelten. Wir schreiben dann

v=7"
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Entsprechend Definition 2.2 entsteht 4 aus «, indem ein Teilwort « in v durch § ersetzt
wird, wenn eine Regel a — [ in P existiert. Die Regeln geben also an, welche lokalen
Ersetzungen ausgefiihrt werden kénnen, um aus einem Wort ein neues zu erzeugen.

Die Anwendung einer Regel nennen wir auch einen Ableitungsschritt oder sagen, dass '
aus 7y direkt abgeleitet oder generiert wird. Falls die bei der Erzeugung verwendete Regel
p = a — [3 betont werden soll, so schreiben wir v =, +'. Durch = wird offenbar
eine Relation, d.h. eine Teilmenge von V' x V* definiert. Wie iiblich kann hiervon der
reflexive und transitive Abschluss =* gebildet werden, d.h. es gilt

v="7
genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl n > 0 und Worter dg, 01,9, ..., 0,_1, 0, mit
V=0 =0 =0 = ...= 1 = O =7

gibt (im Fall n = 0 gilt ¥ = 4/, und im Fall n = 1 haben wir 7y = «/). Somit gilt
v =* 4/ genau dann, wenn 7/ durch iterierte Anwendung von (nicht notwendigerweise
gleichen) Regeln aus v entsteht. Gilt v =* 4/, so sagen wir auch 4/ ist aus v (in mehreren
Schritten) ableitbar oder erzeugbar.

Ein Wort w € V* heif3it Satzform von G, wenn S =>* w gilt, d.h. wenn w aus S erzeugt
werden kann.

Definition 2.3 Fir eine Grammatik G = (N, T, P,S) aus Definition 2.1 ist die von G
erzeugte Sprache L(G) durch

LG)={w:weT" und S =" w}
definiert.

Entsprechend dieser Definition besteht die von G erzeugte Sprache also aus allen Satzfor-
men von G, die nur Terminale enthalten. Ferner zeigt diese Definition die Notwendigkeit
der Angabe von S in der Definition 2.1, da nur die aus S in mehreren Schritten ableitbaren
Worter iiber T die Sprache bilden.

Diese Definition macht auch deutlich, warum die Elemente aus N bzw. T" Nichtterminale
oder Hilfssymbole bzw. Terminale heiflen. Die Elemente aus N werden fiir die Sprache
selbst nicht bendétigt, sie erscheinen nur in Zwischenschritten der Ableitung, haben daher
Hilfscharakter. Die Terminale dagegen bilden das Alphabet, iiber dem die Endworter de-
finiert werden, wobei Endwort so zu verstehen ist, dass aus diesen Wértern keine weiteren
mehr abgeleitet werden konnen.

Wir betrachten nun einige Beispiele.
Beispiel 2.4 Wir betrachten die Regelgrammatik

Gl = ({S>A7 B}> {aa b}> {plap2ap3ap4ap5}>s)
mit
pIIS%AB, p22A—>aA7 p3:AH)‘7 p4:BHBb7 p5:B—>>\
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Wir zeigen zuerst, dass jede Satzform von G eine der folgenden Formen hat, wobei n und
m beliebige natiirliche Zahlen sind:

S, a"ABb™, a"Ab™, a"Bb™, a"b™. (%)

Dies gilt offensichtlich fiir das Startwort S und das einzige daraus in einem Schritt ab-
leitbare Wort AB (n = m = 0). Wir betrachten nun ein Wort der Form a" ABb™. Hierfur
ergeben sich nur die folgenden direkten Ableitungen

a"ABV" =, a"aABb", a"ABb" =, a" \Bb™,
a"ABV" =, a"ABW", a"ABH" =, a" AN

Folglich sind aus a” ABb™ nur die Worter
a"TYABO™, o"Bb™, a"ABV™, q" AD™

in einem Schritt ableitbar, die alle von der gewiinschten Form sind. Analog kann man
leicht nachweisen, dass auch alle in einem Schritt aus a™Ab™ bzw. a"Bb™ ableitbaren
Worter von einer der Formen aus () sind. Da aus a™b™ keine Worter ableitbar sind, ist
damit die obige Aussage bewiesen.

Wir beweisen nun, dass sogar jedes Wort der in (%) genannten Form eine Satzform von
G ist. Mit Ausnahme von a™ Ab™ folgt dies aus der folgenden Ableitung:

S =, AB = aAB = aaAB = ...=d" 'AB
(n—1)—malige Anwendung von p2
=,, a"AB = a"ABb=>a"ABV = ... = a"AB"

m—malige Anwendung von p4

==, a"'Bb" =, a"b".

Da die von G; erzeugte Sprache nur Worter iiber {a, b} enthélt, besteht L(G;) aus allen
Wortern der Form (k) in {a, b}*. Somit gilt

L(Gy) ={a™b™ :n>0,m > 0}.
Beispiel 2.5 Es sei
Go = ({5}, {a,b},{S — aSb, S — ab}, S).

Mittels vollsténdiger Induktion zeigen wir nun, dass durch n > 1 Ableitungsschritten
genau die Worter a”Sb™ und a™b™ aus S erzeugt werden konnen.

Dies gilt offenbar fiir n = 1, denn aus dem Axiom S werden durch Anwendung der beiden
Regel S — aSb bzw. S — ab die Worter aSb bzw. ab abgeleitet.

Sei nun w ein Wort, das durch n Ableitungsschritte aus S erzeugt wird. Nach Definition
muss w dann durch Anwendung einer Regel auf ein Wort v entstehen, wobei sich v in
n — 1 Schritten erzeugen lisst. Nach Induktionsannahme muss also v = a"*Sb"~! oder
v =a"'b"! gelten. Im ersten Fall sind durch Ersetzung von S entsprechend den beiden
Regeln die Worter a”S0™ und a™b™ ableitbar; im zweiten Fall enthélt v nur Terminale,
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womit aus v kein Wort mehr abgeleitet werden kann. Somit sind in n Schritten nur a™Sb"
und a™d" erzeugbar. Dies beweist aber gerade die Induktionsbehauptung.

Da die Worter aus L(G2) in einer endlichen Anzahl von Schritten abgeleitet werden
miissen und nur Terminale enthalten diirfen, folgt

L(Gy) = {a™b" : n > 1}.
Beispiel 2.6 Wir betrachten die Regelgrammatik
G3 = <{S7 A}7 {CL, b}, {S - >\7 S — aS, S — Sb}, S)

Wie in Beispiel 2.4 kénnen wir zeigen, dass die Menge der Satzformen aus allen Wortern
der Form a”Sb™ oder a"b™ mit n > 0 und m > 0 besteht, oder wir beweisen in Analogie
zu Beispiel 2.5, dass in k& > 1 Schritten genau die Worter a”Sb™,a™ 'b™, a™b™~! mit
n 4+ m = k erzeugt werden konnen. Daraus ergibt sich

L(G3) ={a"™b™ :n>0,m > 0}.
Beispiel 2.7 Es sei
Gy = ({5, A}, {a,b},{S — \,S — aS,S — a,5S — A/ A — DA, A — b}, 95).

In Abbildung 2.1 sind — bis auf S = A — im Wesentlichen alle moglichen Ableitungen
dargestellt, wobei die nach rechts gerichten Pfeile der Anwendung von S — aS bzw.
A — bA, die nach oben der von S — a und die nach unten der von A — b entspre-
chen; die durch die Regel S — A hervorgebrachten Ableitungen sind noch zusétzlich
einzutragen (jeweils senkrecht bis zum néchsten Wort). Daraus ist leicht zu ersehen, dass
sich erneut

L(Gy) ={a™™ :n>0,m >0}

ergibt. Ein formaler Beweis wie in den vorangegangenen Beispielen bleibt dem Leser iiber-
lassen.

Beispiel 2.8 Es sei die Regelgrammatik

G5 = ({57 A’ B7 B/7 Bl/}’ {a7 b7 C}, {p17p27p37p47p57p67p77p8}7 S)
mit

pr =S — ABA, py = AB — aAbB', p3 = AB — abB", py = B'b — bB’,
ps = B"b — bB", p¢ = B'A — BAc, p; = B"A — ¢, pg = bB — Bb

gegeben. Durch eine Analyse aller moglichen Ableitungen wollen wir L(G5) bestimmen.
Fir n > 0 sei w,, = a"ABb" Ac".

Wir betrachten zuerst den Fall n > 2. Die einzigen auf w, anwendbaren Regeln sind ps
und ps.

Fall 1: Anwendung von p,. Wir erhalten das Wort a"*1 AbB'b" Ac™. Nun ist nur p, an-
wendbar, und die Anwendung dieser Regel liefert a"**AbbB'b" 1 Ac", d.h. wir haben B’
um eine Position nach rechts verschoben. Erneut ist nur p, anwendbar, und wir kénnen
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Abbildung 2.1: Ableitungen in Beispiel 2.7

B’ um eine Position weiter nach rechts verschieben. Diese Situation hélt an, bis wir das
Wort a™ ™t Ab" 1 B’ Ac™ erzeugt haben. Nun ist nur pg anwendbar, durch deren Anwendung
a1t AL B A entsteht. Jetzt kann nur pg angewendet werden, wodurch eine Verschie-
bung von B um eine Position nach links bewirkt wird. Erneut ist nur diese Verschiebung
moglich, bis wir w,,4; = a" Tt ABb" T Ac" ™! erhalten.

Fall 2: Anwendung von ps. Wir erhalten das Wort a"*1bB"b" Ac". Nun ist nur p; anwend-
bar, d.h. B” wird um eine Position nach rechts verschoben. Diese Situation bleibt erhalten,
bis wir das Wort a" 16"t B” Ac" erzeugt haben. Nun ist nur p; anwendbar, durch deren
Anwendung a" 10" t1c" ! entsteht.

Somit wird aus w,, entweder w, 1, womit der eben beschriebene Prozess erneut gestartet
werden kann, oder a"1b" 1"t abgeleitet.

Analog kann man sich iiberlegen, dass wy und w; nur die Ableitungen

Wo =" w1, Wy =" CLbC, w1 —" Wa, W1 —" a2b2c2
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gestatten. Wegen S = wy gilt folglich
L(G5) = {a™V"c" : n > 1}.
Beispiel 2.9 Wir betrachten die Regelgrammatik

Gs = ({S, A, B, B, B"},{a,b,c},{po, 1, p2, D3, P4, D5, D6, P7, s }, S)
mit
po =S — abe, py =S — aABbA, py = AB — aAbDB’,

ps = AB — abB", py = B'0 — bB’, ps = B'b — bB",
ps = B'A — BAc, p; = B"A — cc, ps = bB — Bb.

Wie im vorhergehenden Beispiel konnen wir
L(Gg) = {a"b"c" | n > 1}
zeigen.
Beispiel 2.10 Wir betrachten die Regelgrammatik G7 = (N, T, P, .S) mit

N = {S}’

T = {l’,y,Z,‘h_a'v:a(?)}u
P = {S—(5+5),5—(S=95),5—(5-5),5 — (5:9),

S— xS —yS— z}.

Wir wollen beweisen, dass L(G7) aus allen exakt geklammerten arithmetischen Aus-
driicken mit den Variablen z, y, z (wobei keine Vorrangregeln fiir die Operationen beachtet
werden und auch dufere Klammern mitgefithrt werden) besteht.
Hierfiir zeigen wir erst, dass jede Satzform, die aus S erzeugt werden kann, ein exakt
geklammerter Ausdruck in den Variablen S, x,y, z ist. Dies folgt aber sofort daraus, dass
das Axiom ein solcher Ausdruck ist und aus exakt geklammerten Ausdriicken wieder nur
solche entstehen, denn die Ersetzung von S durch z,y, z oder (S o S) mit o € {+,—,-,:}
bewahrt exakte Klammerungen.
Wir zeigen nun mittels Induktion {iber die Anzahl der Schritte in der Konstruktion eines
exakt geklammerten Ausdrucks, dass alle exakt geklammerten Ausdriicke in L(G7) sind.
Fiir n = 0 erhalten wir nur Variable, und z,y, z sind aus S mittels der Anwendung der
Regeln S — 2,5 — y, S — 2z direkt erzeugbar. Seien nun n > 1 und w ein durch
n Schritte erzeugter exakt geklammerter Ausdruck. Dann gilt w = (w; o wq) fiir eine
Operation o € {4, —, -, :} und exakt geklammerte Ausdriicke w; und ws, von denen jeder
durch hochstens n — 1 Konstruktionsschritte gewonnen wird. Nach Induktionsannahme
gelten damit

S="w; und S =" ws.

Somit gibt es auch die Ableitung
S=(Sof)="(wy08) =" (wy0owy) =w.

Damit ist w € L(G7) gezeigt.
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Beispiel 2.11 In diesem Beispiel wollen eine Regelgrammatik angeben, die alle LOOP /-
WHILE-Programme aus Abschnitt 1.1 erzeugt.

Entsprechend den Definitionen miissen sich alle LOOP /WHILE-Programme aus dem
Startsymbol herleiten lassen. Die Regeln, mittels derer LOOP /WHILE-Programme er-
zeugt werden konnen, sind im Wesentlichen bei der Definition von LOOP/WHILE-
Programmen angegeben worden; es handelt sich um die Grundanweisungen, das Hinter-
einanderausfithren und den LOOP- bzw. WHILE-Befehl. Wir miissen diesen Prozess
nur formal als Grammatik aufschreiben. Dafiir verwenden wir das Nichtterminal A als
Bezeichnung fiir ein beliebiges Programm und ersetzen es jeweils durch die zugelassen Be-
fehle; wir haben also A fiir die Bezeichnungen II, II; und II; von Programmen zu ersetzen.
A ist dann natiirlich auch das Axiom, da wir Programme erzeugen wollen. (Wir wéhlen
die Bezeichnung A, da S bereits fiir die Nachfolgerfunktion vergeben ist.)

Ein Problem bereiten noch die Variablen, da wir davon unendlich viele benétigen, unsere
Alphabete der Terminale und Nichtterminale aber endlich sein miissen. Deshalb gehen wir
wie folgt vor. Anstelle von x; verwenden wir die Notation x[i| (wie in Programmiersprachen
iiblich). Nun muss 7 eine natiirliche Zahl sein, und kann daher durch eine Folge von Ziffern
reprisentiert werden. Wir gehen daher von z[/] aus, wobei I ein zusétzliches Nichtterminal
ist, aus dem wir alle Ziffernfolgen (ohne fithrende Nullen) ableiten.

Aus diesen Bemerkungen ergibt sich formal die Regelgrammatik

Gs={AI,J},T,PA)
mit dem Terminalalphabet

T = {S,P,LOOP, WHILE, BEGIN,END, :=, #,:.(,)
07172737475767778797377 [7] }

(man beachte, dass das Semikolon ein Element von T ist, wihrend die Kommata beim
Aufschreiben von T' als Trennzeichen zwischen den Elementen aus T fungieren) und der
Regelmenge

P = {A—z[l] =0, A— z[l] :=x[l], A— zx[l] :=S(z[l]), A— z[l] := P(z[]]),
A— A; A, A— LOOP z[I] BEGIN A END,
A — WHILE z[I] # 0 BEGIN A END}
U{Il—2z2 [ —Jz, J—Jz|2€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}}
U{J —z|2€{1,2,3,4,5,6,7,8,9}}

(zuerst erzeugen wir aus I die letzte Ziffer mittels I — z oder I — Jz, wobei z eine
beliebige Ziffer ist; nun werden aus J analog die davor stehenden Ziffern erzeugt; bei der
abschliefenden Terminierung durch J — z darf dann z nicht 0 sein, da sonst eine fithrende
Null entstehen wiirde).

Wir fithren nun einige spezielle Typen von Regelgrammatiken ein.

Definition 2.12 FEs sei G = (N, T, P, S) eine Regelgrammatik wie in Definition 2.1. Wir
sagen,
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G ist monoton, wenn fiir alle Regeln o« — (3 € P die Bedingung |«| < |B] erfillt
ist, wobei als Ausnahme S — X\ zugelassen ist, wenn |f'|s = 0 fir alle Regeln
o — (' € P gqilt,

G st kontextabhdngig, wenn alle Regeln in P von der Form uAv — uwv mit
u,v € V*, A€ N und w € V*t sind, wobei als Ausnahme S — X\ zugelassen ist,
wenn |#'|s = 0 fir alle Regeln o/ — (3 € P gilt,

G ist kontextfrei, wenn alle Regeln in P von der Form A — w mit A € N und
w e V* sind,

G st reguldr, wenn alle Regeln in P von der Form A — wB oder A — w mit
A, B € N undw € T sind.

Die monotonen Grammatiken haben — abgesehen von der Ausnahmeregelung — die Eigen-
schaft, dass bei Anwendung einer Regel die Léange des abgeleiteten Wortes nicht kleiner ist
als die des Ausgangswortes, d.h. — ist beziiglich der Wortlénge eine monotone Relation.
Bei kontextabhéngigen Grammatiken wird bei Anwendung einer Regel udv — uwv
eigentlich nur das Nichtterminal A durch das Wort w ersetzt; aber diese Ersetzung ist nur
erlaubt, wenn links bzw. rechts von A das Wort u bzw. v stehen, d.h. es wird die Existenz
eines lokalen Kontextes von A fiir die Ersetzung gefordert. Genau dieser Kontext wird bei
kontextfreien Grammatiken nicht gefordert (daher wire der Begriff , kontextunabhéngig*
eigentlich besser, denn A steht in einem Kontext, der aber fiir die Ersetzung unerheblich
ist; es hat sich aber ,kontextfrei“ eingebiirgert und durchgesetzt).

Regulédre Grammatiken sind entsprechend der Definition 2.12 ein Spezialfall kontextfreier
Grammatiken, die durch zusétzliche strukturelle Forderungen an die rechten Seiten der
Regeln gekennzeichnet sind.

Da das Leerwort als rechte Seite bei Regeln von Regelgrammatiken, kontextfreien und
reguldren Grammatiken zugelassen ist, ist klar, dass das Leerwort auch in der erzeugten
Sprache liegen kann. Die Ausnahmeregelungen in der Definition monotoner und kon-
textabhingiger Grammatiken dienen dazu, diese Eigenschaft auch fiir diese Typen von
Grammatiken abzusichern.

Aufler den in Definition 2.12 eingefithrten Bezeichnungen wird vielfach auch Typ 0 fiir
beliebige Regelgrammatiken, Typ 1 fiir kontextabhéngige, Typ 2 fiir kontextfreie und Typ
3 fiir regulare Grammatiken benutzt.

Wir klassifizieren nun die Grammatiken aus den obigen Beispielen hinsichtlich der Eigen-
schaften von Definition 2.12.

(G; ist wegen der Regel p3 = A — A nicht monoton und nicht kontextabhéngig. G ist
auch nicht regulér, da die Regel py = B — Bb in der Regelmenge von G existiert. G
ist aber offensichtlich kontextfrei.

G+ ist monoton, kontextabhéngig (fiir alle Regeln gilt u = v = \) und kontextfrei, aber
nicht regular.

(3 ist nicht monoton und nicht kontextabhéngig (wegen der gleichzeitigen Existenz der
Regeln S — A und S — aS) und nicht regulér, aber kontextfrei.

G4 ist regulédr und damit auch kontextfrei, aber nicht monoton und nicht kontextabhéingig.
G5 hat keine der in Definition 2.12 gegebenen Eigenschaften. Gg ist monoton, aber
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weder kontextabhéingig noch kontextfrei noch reguldr. G; und Gg sind monoton, kon-
textabhéngig und kontextfrei, jedoch nicht regulér.

Definition 2.13 Eine Sprache L heifit monoton (bzw. kontextabhingig, kontextfrei oder

requldr), wenn es eine monotone (bzw. kontextabhingige, kontextfreie oder reguldre) Gram-
matik G mit L = L(G) gibt.

Nach dieser Definition ist L = {a"b™ : n > 0,m > 0} eine kontextfreie Sprache, denn es
gilt L = L(G3), und Gy ist eine kontextfreie Grammatik. Jedoch lésst sich aus der Tatsa-
che, dass G5 keine regulidre Grammatik ist, nicht schliefen, dass L keine regulidre Sprache
ist. Da namlich G4 ebenfalls die Sprache L erzeugt und G, eine reguldre Grammatik ist,
ist L regulér.

Mit L(REG), L(CF), L(CS), LIMON) und L(RE) bezeichnen wir die Menge aller
Sprachen, die von reguléren, kontextfreien, kontextabhéngigen, monotonen und beliebigen
Regelgrammatiken erzeugt werden.!

Wir bemerken zuerst, dass fiir zwei Typen X und Y von Grammatiken aus dem Fakt, dass
jede Grammatik vom Typ X auch eine vom Typ Y ist, sich die Aussage L(X) C L(Y)
ergibt. Hieraus folgt sofort das folgende Lemma.

Lemma 2.14 £(CS) C L(MON) C L(RE) und L(REG) C L(CF) C L(RE). O

Im néchsten Abschnitt werden weitere Beziehungen zwischen den eingefiihrten Mengen
hergeleitet und festgestellt, ob die Inklusionen in Lemma 2.14 echt oder Gleichheiten sind.

2.1.2 Normalformen und Schleifensitze

Wir werden in diesem Abschnitt zuerst zeigen, dass fiir die im vorangegangenen Abschnitt
eingefiihrten Typen von Grammatiken jeweils Normalformen existieren, d.h. Grammati-
ken dieses Typs mit weiteren Einschrankungen an die Regeln, die es aber trotzdem ge-
statten, jede Sprache dieses Typs von einer Grammatik in Normalform zu erzeugen. Wir
benutzen diese Normalformen vor allem als beweistechnische Hilfsmittel und zur Her-
leitung von Eigenschaften, die uns den Nachweis gestatten, dass gewisse Sprachen nicht
durch Grammatiken eines gegebenen Typs erzeugt werden koénnen.

Wir beweisen jeweils nicht nur die Existenz der Normalform, sondern zeigen auch, dass
eine Grammatik in Normalform konstruktiv gewonnen werden kann.

Wir beginnen mit Normalformen fiir monotone Grammatiken.

Lemma 2.15 Zu jeder Regelgrammatik G = (N, T, P, S) kann eine Regelgrammatik G’ =
(N',T, P',S) so konstruiert werden, dass alle Regeln aus P' von der Form o« — [ mit
a,f € (N')* oder A— amit Ae N';a €T sind und L(G) = L(G') gilt. Ist auflerdem G
eine monotone, kontextabhdngige bzw. kontextfreie Grammatik, so ist auch G’ monoton,
kontextabhdingig bzw. kontextfrei.

!Die hierbei verwendeten Bezeichnungen REG, CF, CS, MON, RE sind Abkiirzungen der entspre-
chenden englischen Worter regular, context-free, context-sensitive, monotone, recursively enumerable.
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Beweis. Fiir jedes Terminal a sei @’ ein neues Symbol (das also weder in N noch in T
liegt). Ferner sei fiir a # b,a,b € T auch a’ # /. Wir setzen

N =NU{d :aeT}.
Ist w = 2125 ... 2, ein Wort aus V*, so sei w' = 415 ...y, das Wort aus (N')* mit

Y=\ o firz; €T

(2

fiir 1 < i < n. Wir definieren nun die Regelmenge von G’ durch
P={d —pf:a—pePtU{d —a:aeT}

Wir beweisen nun L(G’) = L(G).
Sei dazu zuerst w € L(G). Dann gibt es in G eine Ableitung

S=wy=—= w; = Wy — ... — W, = W.

Entsprechend der Konstruktion von P’ gibt es dann in G’ die Ableitung

S=wy= w] = wy => ... W, =w =1y => V] => Vg => ... => U, = W,

n

bei der wir fiir den Ubergang von w; zu w], , stets die Regel o« — ' € P’ anwenden, wenn
w;y1 aus w; durch Anwendung der Regel « — 3 € P entstanden ist und die direkten
Ableitungen v; = v;4; durch Anwendung einer Regel der Form a’ — a geschehen.
Daher gilt auch w € L(G"), womit L(G) C L(G") gezeigt ist.

Sei nun z € L(G"). Dann gibt es fiir x eine Ableitung der Form

S=ry=—=12]—=wy— ... =1, =0 =gp—=p—=p— ... = Yn=21

(eine Ableitung dieser Form entsteht aus einer beliebigen Ableitung von w, indem man
die Reihenfolge der angewendeten Regeln so vertauscht, dass im ersten Teil nur Regeln
der Form o — [’ und im zweiten Teil nur Regeln der Form o/ — a angewendet
werden, wodurch auch abgesichert ist, dass die im ersten Teil der Ableitung entstehenden
Satzformen sémtlich nur Symbole aus N’ enthalten). Wenn wir nun die Reihenfolge der
Regelanwendung nicht dndern, aber stets statt o/ — 3’ € P’ die Regel « — [ € P
benutzen, so erhalten wir die Ableitung

S=1rg—= 1, —= 11— ...— 1, =T

in G. Dies beweist z € L(G) und damit L(G') C L(G).

Aus den beiden nachgewiesenen Inklusionen folgt L(G) = L(G’).

Bei der Konstruktion von P’ wird eine Regel @ —  mit |o| < || in eine Regel o/ — '
mit |o/| < |F| dberfiihrt, da |a| = |o/| und |3| = |F'| gelten. Damit ist G’ monoton, wenn
G monoton ist. Analog ist sofort zu sehen, dass Regeln der Form uAv — uwv bzw.

A — w wieder in Regeln dieser Form iibergehen. Hieraus folgt sofort die Aussage iiber
die Kontextabhéngigkeit und Kontextfreiheit. O
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Satz 2.16 Zu jeder monotonen Grammatik G = (N, T, P, S) kann eine monotone Gram-
matik G' = (N',T, P',S) so konstruiert werden, dass jede Regel aus P’ von einer der

Formen
A— BC, A— B, AB— CB, AB — AC oder A — a

mit A,B,C € N',a € T oder S — X ist und L(G) = L(G") gilt.

Beweis. Wegen Lemma 2.15 kénnen wir annehmen, dass alle Regeln von P von der Form
a— foder A— amit o, € NT,A€ N,a €T (oder S — \) sind.

Jeder Regel aus P werden wir nun eine Menge von Regeln und Nichtterminalen so zu-
ordnen, dass die Mengen P’ und N’ mit den gewiinschten Eigenschaften als Vereinigung
aller dieser Mengen von Regeln bzw. aller dieser Mengen von Nichtterminalen und N ent-
stehen. Die dabei neu eingefiihrten Symbole sollen stets paarweise verschieden sein und
nicht in N U T liegen.

Seip=X1X,...X, — Y1Y5...Y,, eine Regel aus P.

Fall 1. n =1 und m < 2. Dann setzen wir

P,={p} und N,=0,

d.h. wir iibernehmen die Regel p in P’ und fithren keine neue Hilfssymbole ein.
Fall 2. n =1 und m > 3. Dann setzen wir

N,={Cp1,Cpay...,Cpm_s}
und
P,={X; —Y1Cy1,Cp1 — Y2Cpo,....Cpm—sg — Y 2Cp 9, Cp o — Y 1Y}
Fall 3. n > 2. Dann gilt auch m > 2. Wir setzen nun
N, ={Cp1,Cpa,...,Cppn, D}
und

P = {X1Xy — Cp1 Xy, Cpi Xy — Cp1Co, CpoXs — Cp 003,
ey Cpn2 X1 — Cpn2Cp 1, Cp a1 Xyy — Cpnm1Cp i,
Cp1Cpo — Y10y, C0C) 3 — Yo (3,
s Cpn2Cpn1 — Y 0C) 1, Cpn1Chyy — Y1 Cp i,
Y, 1Cpn — Yu1D,. D — Y, Y1 ... Y}
Die Mengen N, und P, entstehen nun aus N, und P} indem wir D € N) und D —
Y. Yoi1.. .Y, € Pzﬁ entsprechend Fall 2 durch Nichtterminale und Regeln mit einer rechten

Seite der Lange < 2 ersetzen.
Wir konstruieren G' = (N', T, P’,S) durch

N=NU|JN, wd P=_J5,.

peEP peEP

Aus der Konstruktion ist sofort zu sehen, dass alle Regeln von P’ von der geforderten
Form sind.
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Sei nun v = w1 X1 X5 ... X, we mit wy,wy € V* und n > 2 eine Satzform von G. Durch
Anwendung von p entsteht v = wYY5...Y,,wo. In G’ haben wir dann die folgende
Ableitung

v w1Cp1 X0 X5 ... Xywy = w10y 100 X5 ... Xyws

o= w1000 .. O 1 Xpwe = w10y 1Cha ... Cp 1 C)p o
w1Y1Cp2 ... Cppn1Cppwy = w1 Y1Ys ... Cpp1C)p o

o= 1Ys . Y, 10w

w1 Y1Yo. . Yy 1 Dppwe = wi Y 1Ys. . Y, 1YY, Dy iwo

w1 Y1Ye. . Y, 1YY, 1Dy pows = ...

w1 Y1Yo. . Y, 1YY Y 1Dy e

w 1Yo Y, 1YY Y Ywe =0,

Frredild

wobei wir die Regeln aus P, genau in der in Fall 3 angegebenen Reihenfolge anwenden.
Damit ist gezeigt, dass wir die Anwendung von p in G durch Anwendung der Regeln aus
P, in G’ simulieren koénnen. Analoges gilt auch in den Fillen 1 und 2. Damit kann jede
Ableitung in G in G’ simuliert werden.

Wir zeigen nun, dass bis auf die Reihenfolge in der Anwendung von Regeln in G’ nur der-
artige Simulationen moglich sind. Dies sieht man wie folgt ein: Wenden wir auf v die Regel
X1 Xy — (€)1 X5 an, so konnen wir auf die entstehende Satzform v; = w1Cp 1 Xy ... X,,we
nur die Regel C,, 1 Xy — C,,1C} 2 aus P, anwenden. Wir setzen dann die Ableitung mittels
Regeln aus P, wie oben fort oder durch Anwendung von C,, ;C}, » — Y1C, » fort, wodurch
w1Y1C) 2 X5 ... X,,wy entsteht. Auf letztere Satzform ist nur C, 2 X5 — C, 2C, 3 anwend-
bar, wodurch w,Y1C),2C, 35Xy ... X, wy generiert wird. Auch nun gibt es die Moglichkeit
durch Regeln aus P, das Symbol C, o durch Y5 oder X, durch C,4 zu ersetzen. Man er-
kennt also, dass bis auf die Reihenfolge der Regeln schliefilich w,Y; ...Y,,_1D, ,,w, erzeugt
wird. Nun sind die folgenden anwendbaren Regeln stets eindeutig bestimmt, und wie oben
wird v abgeleitet.

Wir haben noch zu diskutieren, was passiert, wenn auf eine Satzform, die wihrend dieser
Simulation entsteht, eine Regel angewendet wird, die nicht zu P, gehort und mindestens
eines der Symbole X1, Xs, X5, ..., X, verdndert. Wir diskutieren dies nur fiir v;; die Uber-
legungen bei den anderen Satzformen sind &hnlich. Es ist leicht zu sehen, dass die Regeln
zur Anderung von Symbolen aus N, \ {D,.,,} (und mindestens das in v; vorkommende
Cp1 € N, ist zu éndern, damit die Ableitung auf ein Wort iiber 7' fithrt) ein weiteres
Symbol aus N, einfiihrt. Damit kann v; nur dann in ein terminales Wort iiberfithrt wer-
den, wenn nach einigen Schritten nur noch D, ,, in der Satzform ist und D,,, — Y,
angewendet wird. Dies erfordert aber, dass alle Regeln aus P, angewendet wurden und
damit die Anwendung von p in G simuliert wurde.

Da somit in G alle direkten Ableitungen in G simuliert werden kénnen und nur Simulatio-
nen von Ableitungen in G moglich sind, gilt fiir Worter w, w’ iiber NUT, dass w =F w’
genau dann gilt, wenn auch w =, v’ giiltig ist. Hieraus folgt S ==}, w mit w € T™ gilt
genau dann, wenn S =}, w giiltig ist. Dies impliziert L(G) = L(G"). O

Folgerung 2.17 L(MON) = L(CS).
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Beweis. Am Ende von Abschnitt 2.1.1 wurde bereits bemerkt, dass £(CS) C L(MON)
gilt.

Wir haben also nur L(MON) C L(CS) zu zeigen, d.h. wir miissen nachweisen, dass
jede monotone Sprache auch kontextabhingig ist. Sei L eine monotone Sprache. Dann
gibt es eine monotone Grammatik G mit L = L(G). Nach Satz 2.16. gibt es dann eine
monotone Grammatik G’, deren Regeln alle von kontextabhéngiger Form sind, d.h. G’ ist
kontextabhéngig, und die L = L(G) = L(G’) erfiillt. Folglich ist L eine kontextabhéngige
Sprache. O

Entsprechend Satz 2.16 wird jede kontextfreie Sprache durch eine Grammatik erzeugt,
die nur Regeln der Form

A—- BC A—- B, A—)Xund A —amit A, B,C € N,aeT

hat. Wir zeigen nun, dass auch die Regeln der Form A — A eliminiert werden koénnen,
wobei wir dann natiirlich die gleiche Ausnahmeregelung zulassen miissen, die uns schon
von den monotonen oder kontextabhéingigen Grammatiken geldufig ist.

Lemma 2.18 Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S) existiert eine kontext-
freie Grammatik G' = (N',T, P',S) derart, dass
i) P' keine Regel der Form A — X\ mit A # S enthilt,
ii) lw|s = 0 fiir alle Regeln A — w € P’ gilt, und
iii) L(G) = L(G") ist.

Beweis. Wir konstruieren als erstes zu der Grammatik G = (N, T, P, S) eine kontextfreie
Grammatik G” = (N”, T, P",S"), die die Bedingung ii) und L(G) = L(G") erfiillt. Dazu
fiigen wir zu N ein neues Nichtterminal S’ hinzu, d.h. wir setzen N” = NU{S5"}. Weiterhin
erweitern wir die Regelmenge durch P” = P U {S" — S}. ii) gilt dann nach Definition.
Da alle Ableitungen in G” von der Form S” = S =" w sind, haben wir auch L(G") =
L(G).
Es sei
M={A:Ae N' A="\}.
Mit jeder Regel
¢ = A — v AvAs . U AU
mit
m > O,Al,Ag,...,Am S N//,Ul,Ug,...,Um+1 eT”

assoziieren wir die Menge P, aller Regeln der Form
A— 0 XiXe .. U X Uit # A,
fiir die
X, =A; fur ;¢ M und X; € {A N} fir A, e M

61



fiir 1 <¢ < m gilt. Aufgrund dieser Definition kann keine Menge F,» eine Regel der Form
Y — X enthalten. Damit ist es nicht moglich das Leerwort unter Verwendung von Regeln
aus P, zu erzeugen. Deshalb setzen wir

B {{S’—>)\} falls S’ € M
0 sonst '

Weiterhin definieren wir G' = (N', T, P’, S’) durch

N/:N” LlIld P,:FU U Pp//.

qHGPH

Wir bemerken, dass bei der Konstruktion von P’ aus P” die Eigenschaft ii) erhalten
geblieben ist, und dass P’ nach Konstruktion die Eigenschaft i) hat.

Wir zeigen jetzt, dass auch die Bedingung iii) erfiillt ist. Dafiir reicht es L(G") = L(G")
Zu zeigen.

Zuerst beweisen wir mittels vollsténdiger Induktion iiber die Anzahl der Ableitungsschrit-
te, dass fiir jedes Nichtterminal A und jedes Wort z € T+ mit A =}, z auch A =},
gilt.

Sei n = 1. Jede direkte Ableitung ist in beiden Grammatiken von der Form A = v, bei
der in beiden Féllen die Regel A — v angewendet wird. Somit ist der Induktionsanfang
gezeigt.

Sei nun z ein in n > 2 Schritten aus A ableitbares terminales Wort. Dann gilt

A & del U1A1U2A2 . UmAmUm+1 :>*Gu V121022 . . . VT U1 = T,

wobei die Ableitungen A; =={» x; fiir 1 < ¢ < m sédmtlich aus weniger als n Schritten
bestehen. Wir unterscheiden nun zwei Falle:

Fall 1. z; # A. Dann setzen wir X; = A; und haben nach Induktionsannahme X; =
A =4 .

Fall 2. x; = X\. Dann gilt A; € M und wir setzen X; = \.

Nach Konstruktion gibt es in P’ die Regel A — v1 X109 X5 . .. 0,, X, Uy 1 und wir erhalten
in G’ die Ableitung

*
A= nX102Xs. . . VX Umt1 = V1T10222 - . . Uy T Ut 1,

wobei wir fiir x; = A einfach X; = x; = X und fiir z; # X die Ableitungen X; =7, =,
benutzen.

Betrachten wir die gerade bewiesene Aussage fiir A = S, so ist jedes vom Leerwort
verschiedene Wort aus L(G”) auch in G' ableitbar. Damit gilt L(G”)\ {\} C L(G") \ {\}.
Da durch P gesichert ist, dass A € L(G") genau dann gilt, wenn A € L(G') ist, ist sogar
L(G") C L(G'") giiltig.

Wir zeigen nun wiederum mittels vollstandiger Induktion die Umkehrung, d.h., dass jede
Ableitung A = y eines terminalen Wortes y auch eine Entsprechung A =, y findet.
Der Induktionsanfang ergibt sich wie oben.

Sei daher A =7, y eine Ableitung aus n > 2 Schritten. Dann gilt

*
A— 1 X09X5 ... ’UmeUm+1 = V1T1V2T2 - . . U T Umt 1,
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wobei fiir X; = X auch x; = X ist, und fiir X; # X ist X; =, x; eine Ableitung mit
weniger als n Schritten. Nach Konstruktion der Regel A — v Xjv2 X5 ... 0, X, U1 aus
P’ gibt es dann eine Ableitung A; =* \ = x;, falls X; = X ist, und nach Induktionsvor-
aussetzung gilt auch A; =¢,, z; fiir X; # \. Deshalb existiert in G” die Ableitung

A =" ’011411)2142 . ’UmAmUm+1 :>*G’ V122V . . . Uy T U1 -

Hiervon ausgehend zeigt man wie oben L(G") C L(G"). O

Um die Grammatik G’ aus dem vorstehenden Beweis wirklich konstruieren zu koénnen,
benotigen wir einen Algorithmus, der die Menge M bestimmt. Wir setzen

My, = 0,

P = P

M, = M; U{A:Ae N"JA— Xe P_,},

P = {A—wwsy... wyy 1 A— wiAjwe Ay . . w Apwn i € Py

n>0,w; € (N"\M) fir1<j<n+1,4;€ M, fir1 <j<n}

fir ¢« > 1. Fiir ¢ > 1 erfordert die Konstruktion von M; das Durchmustern aller Regeln
von P;_y, ob sie von der Form A — X sind, und die Konstruktion von P, das Ersetzen
aller Symbole aus M; durch das Leerwort in allen Regeln von P.

Wir zeigen zuerst mittels Induktion M; € M fir ¢« > 0. Fiir ¢ = 0 und ¢ = 1 ist dies
nach Konstruktion klar. Fiir A € M;, ¢« > 2, gibt es nach Definition von M; eine Regel
A— A1 Ay . A, mit A; € M, fiir 1 < j < n.Danach Induktionsvoraussetzung A; € M
fir 1 < j <n gilt, gibt es die Ableitung

A= A1Ay.. . A, =" NAA;.. . A, =" M\A;.. . A, =" \" =\

woraus A € M folgt.

Sei nun A € M. Wir betrachten eine Ableitung A =* A. In keiner Satzform dieser
Ableitung kann ein Terminal vorkommen, die Satzformen sind also alle Worter iiber N”.
Durch Umordnen der Ableitungsschritte konnen wir eine Ableitung

A=wy="w =" w, =" ... =" w,, = A

erreichen, bei der w;_1 =" w; dadurch entsteht, dass alle Nichtterminale aus w;_; ent-
sprechend einer Regel ersetzt werden. Offenbar gilt dann w,,_; € M7, da die darin enthal-
tenen Nichtterminale in einem Ableitungsschritt durch das Leerwort ersetzt werden. Fiir
ein Nichtterminal B aus w,,_o gilt daher B — X\ oder B — w € M;", womit sich B € M,
oder B € M, und damit sicher B € M, ergibt. So fortfahrend erhalten wir w,,_3 € M3,
Wp—q4 € M} und schliefllich A = wy = wy—m € My,
Aus dem bisher Bewiesenem folgt

M = U M;.

i>0

Entsprechend den obigen Definitionen impliziert M; = M, sofort P, = P;;; und dann
M;=M;, =Myyo=... und FP,=PF1=PFP,=...
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Da auflerdem stets M; C M, gilt, tritt die Gleichheit spétestens bei M; ein. Somit ergibt
sich
M, = U M, =M.

i>0

Beispiel 2.19 Wir illustrieren die eben beschriebene Konstruktion anhand der Gram-
matik

G =({S,A,B},{a,b},{S — SA, S - \,A — aAb;A — B,B — \},S).
Wir bemerken, dass
L(G) ={a™b™a™b™ ...a™b" : k> 0,n; > 0,1 <i<k}

gilt, da durch die ersten beiden Regeln eine beliebige Anzahl von A’s erzeugt wird, von
denen jedes eine Sprache der Form {a"b" : n > 0} erzeugt.
Es ergeben sich dann

N'=NU{S}={S, A, B,5'},
P'={8— 58— SAS—\A—aAb,A — B, B — \}
My =0 und Py = P",
My ={S,B}und P, ={S" =\, S — A, S — N\ A— aAb,A— \,B — \},
My, ={S,B,S' A} = N"
N' = N" = {5',S, A, B},
P={S— )},
P = PuU{S —58—SAS—AS—S A—aAb A— ab},A— B}.

Man sieht sofort, dass P’ offenbar iiberfliissige Regeln enthélt. Dies trifft auf S — S zu,
da diese Regel keine Anderung bei ihrer Anwendung bewirkt, und auf A — B zu, da P’
keine Regeln enthéilt, die B auf der rechten Seite haben. Wir werden diese Regeln aber
hier nicht streichen, da dies der Algorithmus im Beweis von Lemma 2.18 nicht vorsieht.

Es ist offenbar, dass — mit Ausnahme der eventuell existierenden Regel S — A\ — fiir
alle anderen Regel A — w € P’ bei der in Lemma 2.18 konstruierten Grammatik G’
die Beziehung w € (N’ UT)* und damit |w| > 1 = |A| gilt. Dies bedeutet, dass G’ eine
monotone Grammatik ist. Somit erhalten wir das folgende Resultat.

Folgerung 2.20 L(CF) C L(MON). O

Wir zeigen nun, dass die in Satz 2.16 zugelassenen Regeln der Form A — B mit A, B € N
ebenfalls eliminiert werden konnen.

Lemma 2.21 Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S) kann eine kontextfreie
Grammatik G' = (N, T, P',S) so konstruiert werden, dass P’ keine Regel der Form A —
B mit A, B € N enthdilt und L(G) = L(G") gilt.
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Beweis. Nach Lemma 2.18 kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dass G — mit Ausnahme des moglichen Sonderfalles S — X keine Regeln der Form A — A
enthalt.

Fiir ein Nichtterminal A definieren wir

My ={B:B=% A BcN}

(man beachte, dass nach Definition stets A € My gilt). Fiir eine Regel p = A — w mit
w ¢ N setzen wir
P,={B —w:B e My}

(d.h. wir ersetzen eine Ableitung
B— B —B—..— B,.=A—w

durch eine Regel B — w). Wir setzen nun

P'=|JP,

peP

Offensichtlich erfiillt P’ nach Konstruktion die geforderte Bedingung. Die Giiltigkeit von
L(G) = L(G") lédsst sich nun in Analogie zum Beweis von Lemma 2.18. zeigen. O

Beispiel 2.22 Wenden wir die im Beweis von Lemma 2.21 gegebene Konstruktion auf
Beispiel 2.19 an, so erhalten wir

MB = {B,A, S, S/}, MA = {A, S, S/}, MS = {S, Sl} und MS/ = {Sl}
und daher

Ps_y = {S"—= A},

Ps_ 54 = {S—SAS — SA},

Pi_sasp {A — aAb, S — aAb,S" — aAb},
Pywy = {A—ab,S— ab, S — ab}

und die gesamte Regelmenge ergibt sich als Vereinigung der vier vorstehenden Mengen.

Wir geben nun die Normalform an, die auf N. CHOMSKY zuriickgeht und durch Kombi-
nation der vorstehenden Normalform gewonnen werden kann.

Satz 2.23 Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N,T, P,S) kann eine kontextfreie
Grammatik G' = (N',T, P',S) so konstruiert werden, dass P’ nur Regeln der Form

A— BC und A—a mit A B,CeN, acT

enthdlt, wober S — X\ als Ausnahme zugelassen ist, falls S in keiner rechten Seite einer
Regel aus P" vorkommt, und L(G) = L(G'") gilt.
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Beweis. Durch Nacheinanderausfithrung der Konstruktionen in den Beweisen von Lem-
ma 2.15, Satz 2.16, Lemma 2.18 und Lemma 2.21 erreichen wir eine Grammatik, die keine
Regeln der Form A — w mit |w| > 2 oder w = A bei A # S und keine der Form A — B
mit Nichtterminalen A und B enthélt. O

Wir geben nun noch eine Normalform fiir regulére Grammatiken.

Satz 2.24 Zu jeder requldren Grammatik G = (N, T, P, S) kann eine requlire Grammatik
G' = (N',T,P',S) der Grifie O(#(N) - k(Q)) in der Zeit O(#(N) - k(G)) so konstruiert

werden, dass P' nur Regeln der Form
A—aB und A—a mit A BEN, acT

enthdlt, wobei S — X als Ausnahme zugelassen ist, falls P’ keine Regel der Form A — aS
enthdlt, und L(G) = L(G") gilt.

Beweis. Entsprechend Lemma 2.18 und 2.21 kénnen wir ohne Beschriankung der Allge-
meinheit annehmen, dass die Regelmenge P der gegebenen Grammatik G = (N, T, P, 5)
unter Beachtung der Ausnahmeregel S — A und den damit verbundenen Bedingungen
nur Regeln der Form A — wB und A — w mit A, B € N, w € T enthilt.

Mit der Regel

p=A—aas...a,B mit a,as,...,a, €T
assozieren wir nun die Menge
N,={By1,Bp2,...,Bpn-1}
zusétzlicher Nichtterminale und die Menge

Pp = {A — CLprJ, Bp,l — ang,Q’ Bp72 — ang,g, e

B Bp,n—2 — a'n—pr,n—la Bp,n—l — anB}
von Regeln. Fiir die Regel
q=A— aiay...a, mit a;,as,...,a, €T

setzen wir ebenfalls
Nq = {Bq,la Bq,2a sy Bq,n—l}

und

Pq = {A — CLquJ, Bq,l — CLQB(LQ, Bq,g — ClgB%g, e

R Bq,n—2 - an—qu,n—h Bq,n—l - an}-

Hierbei seien alle neu eingefithrten Symbole wieder paarweise voneinander verschieden.
Wir definieren dann G’ = (N, T, P’, S) durch

N':NUUNT und P'=|J P UP,

reP reP
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wobei P erneut genau dann die leere Menge ist, wenn S — X nicht in P liegt und
sonst nur aus dieser Regel besteht. Es ist leicht zu sehen, dass durch die Anwendung der
Regeln aus P, in der in der Definition angegebenen Reihenfolge zu einer Simulation der
Anwendung von r fiihrt, und umgekehrt jede Anwendung einer Regel A — a;B,.; die
Simulation von r zur Folge hat. Daher gilt L(G) = L(G’).

Die Aussagen zur Komplexitdt konnen in Analogie zu den entsprechenden Aussagen iiber
kontextfreie Grammatiken bewiesen werden. Wir {iberlassen die Details dem Leser. O

Wir geben nun zwei Folgerungen aus den in Satz 2.23 und Satz 2.24 gegebenen Normalfor-
men an, die es uns dann gestatten, zu beweisen, dass gewisse Sprachen nicht kontextfrei
bzw. nicht regular sind.

Fiir regulére Sprachen leistet der folgende Satz das Gewiinschte.

Satz 2.25 Sei L eine reguldre Sprache. Dann gibt es eine (von L abhingige) Konstante k
derart, dass es zu jedem Wort z € L mit |z| > k Worter u,v,w gibt, die den folgenden
Figenschaften gentigen:

i) z = uwow,

i) luv| < k, |v| > 0, und
i) uwv'w € L fiir allei > 0.

Beweis. Wegen Satz 2.24 konnen wir annehmen, dass L = L(G) fir eine reguldre Gram-
matik G = (N, T, P, S) gibt, deren Regelmenge P (mit Ausnahme von vielleicht S — )
nur Regeln der Form A — aB und A — a mit A, B € N und a € T enthélt. Wir setzen
dann k = |N|+ 1.

Aufgrund der Form der Regeln aus P gibt es fiir ein Wort

Zz=aiay...a, mit q; € T fir 1 <i<nundn >k
eine Ableitung

S=4 — i = alagAg — a,laga,gAg — ...

— a0y ... an—lAn—l = a1a2...0Ap_10p = 2.

Dann muss die Menge {Ag, A1, As, ..., A,_1} wegen der Wahl von k ein Nichtterminal
doppelt enthalten. Es sei A = A; = A; mit 0 <7 < j <n —1 und fiir A, mit ¢ < ¢ gelte
Ay # A, fiir t # s. Wir setzen

U=0a10y...0;, V= Q0i410i+2...0; Und W = Qj110j42 ... Ay.

Man sieht sofort, dass die Bedingungen i) und ii) erfiillt sind.
Mit den eingefiihrten Bezeichnungen erhélt die obige Ableitung von z die folgende Form

S =A) =" ud =" wA =" www = z,
und wir haben tiberdies fiir 7« > 2 die Ableitungen
S = Ay =" ud =" wA =" wwvd =" wwAd =" ... =" w'A =" w'vw € T*

und fiir 7 = 0 die Ableitung S =* uA =* ww € T*. Hieraus folgt wv'w € L(G) = L fiir
i > 0, womit auch Bedingung iii) nachgewiesen ist. O
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Wir benutzen die Aussage von Satz 2.25, um zu zeigen, dass die kontextfreie Sprache
L={a"b":n>1}

aus Beispiel 2.5 nicht regulér ist.
Wir zeigen dies indirekt. Sei also angenommen, dass L regulér ist. Ferner sei k die Kon-
stante aus Satz 2.25 und z = a*b*. Dann gibt es eine Zerlegung z = wvw von z mit

luv| < k, Jv| > 0, und wv'w € L fiir alle i > 1. (%)
Aus den beiden erstgenannten Bedingungen und z = uvw folgen
u=a",v=ca und w= a7 mit » >0 und s > 1.

Damit folgt

uviw — araisak—r—sbk — ak—l—(i—l)sbk'
Wegen der Form der Wérter in L ist daher wvw ¢ L fiir ¢ > 2. Dies widerspricht aber
der oben abgeleiteten Aussage in (k).

Somit haben wir das folgende Lemma bewiesen.
Lemma 2.26 L = {a"b" :n > 1} € L(CF)\ L(REG). O

Wir wollen nun den Begriff eines Ableitungsbaumes t fir eine Satzform w # X einer
kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S) einfithren, den wir im Beweis des folgenden
Resultats benétigen, der aber auch sonst zur Veranschaulichung von Ableitungen geeig-
net ist. Wir benutzen dafiir vollstdndige Induktion iiber die Anzahl n der Schritte zur
Ableitung von w und wir setzen voraus, dass G in der Normalform aus Lemma 2.18 ist,
also keine Regeln A — X\ enthélt.

Wir werden ¢ als Paar (K, E) beschreiben, wobei K die Menge der Knoten und E die
der Kanten bezeichnet. Wir werden die Konstruktion so gestalten, dass S die Wurzel
des Baumes sein wird und die Blétter beim Lesen von links nach rechts die Satzform w
ergeben.

Sei n = 0. Dann handelt es sich um die ,,Ableitung® S =* S von w = S. Der Ablei-
tungsbaum ist fiir n = 0 der Baum, der keine Kanten enthélt und dessen einziger Knoten
S ist. S ist dann sowohl Wurzel als auch Blatt.

Sein = 1. Dann hat die Ableitung die Form S = w, wobei die Regel S — w angewendet
wird. Sei w = x129...2,, mit x; € N UT. Dann wird die Menge K der Knoten von ¢
durch die Symbole S, z1, x», ..., z,, gebildet, und die Menge E besteht aus allen Kanten
(S,x;), 1 <i<m.S ist dabei die Wurzel des Baumes, und 1, xs, . . ., z,, sind die Bldtter
von t. Dabei ordnen wir die Kanten so an, dass wir w = x5 ...x,, erhalten, wenn wir
die Blatter von links nach rechts lesen.

Sei n > 2. Dann gibt es eine Ableitung

S="u=yys.. . YsAz120 ... 2, = Y1Yo . . . YsT1X2 . . . TLp2122 - . . Zp = W,

wobei z;,y;, 2, € NUT fiir 1 <i<m,0<j <s5,0<Ek<r gilt. Die Ableitung S =" u
besteht dabei aus n —1 Schritten, und der zu ihr gehérende Ableitungsbaum ¢’ = (K', E)

68



hat daher die Wurzel S und die Bléatter ergeben von links nach rechts gelesen u. Wir
konstruieren nun ¢ = (K, E') durch die Setzungen

K=K U{z,29,...,2,} und E=FEU{(Az):1<i<m},

wobei wir die neuen Kanten wieder so anordnen, dass die Blatter von links nach rechts
gelesen gerade w ergeben.

Zur Tllustration geben wir den Ableitungsbaum fiir das Wort (((x +vy) — 2) + (z : y)), das
von der in Beispiel 2.9 gegebenen Grammatik G¢ erzeugt wird. Dabei schreiben wir unter
den Baum noch einmal die Blatter, um zu dokumentieren, dass sie von links nach rechts
gelesen die zur Diskussion stehende Satzform ergeben.

Wir geben jetzt ein Analogon zu Satz 2.25 fiir kontextfreie Sprachen.

Satz 2.27 Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine (von L abhdngige) Kon-
stante k derart, dass es zu jedem Wort z € L mit |z| > k Worter u,v,w,x,y gibt, die
folgenden Eigenschaften geniigen:

i) z = uwvwxy,

i) lowz| < k, |v| + |x| > 0, und
i) w'wz'y € L fiir alle 1 > 0.

Beweis. Wegen Satz 2.23 konnen wir annehmen, dass L = L(G) fiir eine kontextfreie
Grammatik G = (N, T, P, S) in CHOMSKY-Normalform gilt. Es sei n = |N|. Dann setzen
wir k = 2".

Sei A =* s € T™* eine Ableitung, deren zugehoriger Ableitungsbaum die Tiefe m hat.
Wir zeigen zuerst mittels vollsténdiger Induktion iiber die Tiefe m des Ableitungsbaumes,
dass dann |s| < 2™ gilt.

m = 1. Die Ableitung kann nur aus einem Schritt bestehen und ist folglich aufgrund der
CaoMSKY-Normalform A = A oder A = qa fiir ein a € T. Dies bedeutet aber s = A
oder s = a, woraus sofort |s| <1 < 2 = 2! folgt. Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.
Sei nun A = w eine Ableitung mit einem Ableitungsbaum t der Tiefe m > 2. Dann hat
t wegen der CHOMSKY-Normalform die Form

69



B C
tl t2
S1 S2

wobei t; und ¢ Ableitungsbdume mit einer maximalen Tiefe m — 1 sind und s; 5, = s gilt.
Nach Induktionsannahme gilt dann

|s| = |s1| + |so] < 2™t 4 2m7 = 2™

womit auch die Induktionsbehauptung gezeigt ist.

Wir benutzen die gerade bewiesene Aussage fiir Worter z € L mit |z| > k. Sie liefert,
dass der zu z gehorige Ableitungsbaum ¢’ entsprechend der obigen Wahl von k eine Tiefe
m > n + 1 hat. Damit hat ¢ die Form gem&fi Abbildung 2.2.

Abbildung 2.2:

Nun miissen wegen m — 1 > n mindestens zwei Elemente aus {5, Ay, As, ..., A1} iden-
tisch sein. Sei A dieses Nichtterminal. Damit ergibt sich fiir ¢ dann die Form geméif
Abbildung 2.3.

Dabei gilt vx # A, da G eine Grammatik in CHOMSKY-Normalform ist. Weiterhin kénnen
wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass |[vwz| < k ist, da sonst im
Ableitungsbaum zu A =* vwzx ein Weg existiert, auf dem ein Nichtterminal A" doppelt
auftritt, und wir konnten dann mit A’ anstelle von A argumentieren. Damit sind die
Bedingungen i) und ii) nachgewiesen.

Ferner entnehmen wir dem Ableitungsbaum ¢ auch die Existenz der folgenden Ableitun-
gen:

S =" uAy, A =" vAx, A =" w.
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Abbildung 2.3:

Damit gibt es auch die Ableitung

S =" uAy =" wAry =" wwvAxrry =" uwwvvArrry =" ...
L= W' Arty =" w'wz'y

fir i > 0 (fir ¢ = 1 entsteht gerade z). Da diese Ableitung zu einem Wort aus 7 fiihrt,
gilt ww'wa'y € L(G) = L fiir i > 0, womit auch Bedingung iii) nachgewiesen ist. O

Die in Satz 2.25 und 2.27 gegebenen Aussagen heiflen Schleifensdtze (oder auch Pumping-
Sitze), da sie im Wesentlichen besagen, dass gewisse Ableitungen wie eine Schleife beliebig
oft hintereinander ausgefiihrt werden konnen (oder einige Teilworter , aufgepumpt wer-
den koénnen, z.B. v zu v*).

Wir benutzen nun Satz 2.27, um ein zu Lemma 2.26 analoges Resultat herzuleiten.
Lemma 2.28 L = {a"0"¢" :n>1} € L(MON)\ L(CF).

Beweis. Die Aussage L € L(MON) folgt aus Beispiel 2.9.

Wir nehmen nun an, dass L kontextfrei ist. Nach Satz 2.27 gibt es dann eine Konstante k
und fiir z = a*b*c* eine Zerlegung z = uvwwry mit den in Satz 2.27 genannten Eigenschaf-
ten. Wir betrachten im Folgenden nur den Fall v # \; die Uberlegungen fiir v = A,z # A
verlaufen analog.

Wir unterscheiden die folgenden Fille (wegen |vwz| < k ist diese Fallunterscheidung
vollstiandig):

Fall 1. v=2a"b’ mit r > 1,5 > 0. Wegen |vwz| < k enthilt vwz kein Vorkommen von c.
Damit enthélt uv?wz?y mindestens k +r > k Vorkommen des Buchstaben a, aber nur k
Vorkommen von c¢. Aufgrund der Form der Worter in L, ergibt sich daraus uv?wz?y ¢ L
im Widerspruch zur Eigenschaft iii) aus Satz 2.27.

Fall 2. v = b°c! mit s > 1,¢t > 0. Dann enthilt vwz kein Vorkommen von a, und daher
gelten [uv?wr?yl, = k und |[uv?wz?y|, > k+ s > k, womit sich in Analogie zum Fall 1 ein
Widerspruch ergibt.

Fall 3. v = ¢! mit t > 1. Erneut enthiilt vwz kein Vorkommen von a, und daher gelten
luv wr?y|, = k und |uv*wz?y|. > k 4+t > k, womit sich in Analogie zum Fall 1 ein
Widerspruch ergibt. O
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Wir kombinieren nun die Aussagen der Lemmata 2.14, 2.26 und 2.28 und der Folge-
rungen 2.17 und 2.20 und erhalten den folgenden Satz. Man entnimmt ihm, dass die in
Definition 2.12 eingefiihrten Sprachmengen eine Hierarchie bilden, die nach N. CHOMSKY
benannt wird.

Satz 2.29 L(REG) C L(CF) C L(CS) = L(MON) C L(RE). O

Entsprechend Satz 2.29 ist also nur noch die Bestimmung der genauen Relation zwischen
L(RE) und L(MON) offen. Wir werden die Kldrung dieses Problems erst im Kapitel 2.4
herbeifiihren.

2.2 Sprachen als akzeptierte Wortmengen

Zur Beschreibung von Sprachen haben wir im vorangehenden Abschnitt Grammatiken
benutzt; bei diesen werden die Worte der Sprache mittels eines Ableitungsprozesses aus
einem Startwort generiert. Ein grundsétzlich anderes Vorgehen liegt der Beschreibung von
Sprachen durch Automaten zugrunde. Hier wird ein Wort als Eingabe verwendet und der
Automat sagt ,,ja“, falls das Wort zu der Sprache gehort, und ,,nein®“, falls das Wort nicht
zu der Sprache gehort. Dies erinnert an die Funktionen, die mit Entscheidungsproblemen
verbunden sind und im ersten Kapitel (insbesondere in Abschnitt 1.2) untersucht wurden.
Wir werden hier eine Modifikation des dortigen Vorgehens betrachten, die sich von der in
Kapitel 1 dadurch unterscheidet, dass die Antwort ,,ja* oder ,,nein* nicht der Ausgabe des
Automaten entnommen wird, sondern mittels der Zustdnde gegeben wird, da die Ausgabe
in diesem Zusammenhang nicht von Bedeutung ist.

2.2.1 TuriING-Maschinen als Akzeptoren

Wir formalisieren den oben beschriebenen Ansatz.

Definition 2.30 Fine akzeptierende TURING-Maschine M ist ein Sechstupel
M = (XyzaZOaQyéaF)a

wober X, Z, zy, Q und o wie in Definition 1.15 gegeben sind und F C @) gilt. Die von M
akzeptierte Sprache T'(M) wird durch

T(M)={w:we X" (A z,w)E" (v1,q,v9) fiir ein q € F}
definiert.

Liegt ein Wort w in T (M) fiir eine TURING-Maschine M, so sagen wir, dass w von M
akzeptiert wird. F' heiffit die Menge der akzeptierenden Zusténde.

Wir bemerken, dass es zwei Moglichkeiten gibt, die dazu fithren, dass ein Wort w nicht
akzeptiert wird: entweder die TURING-Maschine stoppt bei Eingabe von w nicht, oder sie
stoppt in einem Zustand ¢ € Q \ F.
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Beispiel 2.31 Wir betrachten Modifikationen M| und MJ der TURING-Maschinen M;
und M, aus Beispiel 1.19.

M merkt sich den ersten Buchstaben, 16scht diesen und fiigt ihn ans Ende des Wortes an.
Bei Mj betrachten wir statt eines Stopzustandes ¢ in M; zwei Stopzustidnde ¢, und g, in
Abhéngigkeit davon, ob sich a oder b gemerkt und an das Wort angefiigt wurde. Formal
ergibt dies die TURING-Maschine

M{ = ({CL, b}a {ZOa Zas 2by Qas qb}a 205 {QCH qb}a 5/7 {Qa})

mit § aus Abb. 2.4. M] erreicht wie M; aus Beispiel 1.19 stets einen Stopzustand, akzep-

1) ‘ 20 ‘ Za ‘ Zb

* (Q>*>N) (qaaa'> N) (Qbab> N)
a| (za,*, R) | (24,0, R) | (2,0, R)
b | (zp,%,R) | (24,0, R) | (25,b, R)

Abbildung 2.4: Uberfithrungsfunktion von M/

tiert aber nur die Worter, bei denen sich die Maschine a gemerkt (und schliellich auf das
Band geschrieben) hat. Folglich erhalten wir

T(M;) = {aw | w € {a,b}*}.

Um M} aus M, zu erhalten legen wir nur die Menge der akzeptierenden Zustédnde fest.
Wir wollen in jedem Stoppzustand akzeptieren, d.h. wir setzen

Mé = ({CL, b}7 {Z(Jv 215 Q}v 0, {Q}v 57 {Q})u

wobei § wie bei M, aus Beispiel 1.19 gegeben sei. Entsprechend den Betrachtungen fiir
M, in Beispiel 1.19 erhalten wir

T(M3) ={w: w € {a, b}, |w| ungerade}.

Bei der Behandlung von TURING-Machinen im Abschnitt 1.1.2 haben wir eine Normalform
hergeleitet, bei der nur ein Stoppzustand benutzt wurde. Wir wollen nun ein analoges
Resultat fiir akzeptierende TURING-Maschinen angeben.

Lemma 2.32 Zu jeder akzeptierenden TURING-Maschine M gibt es eine akzeptierende
TURING-Maschine M', deren Menge der Stopzustinde mit der Menge der akzeptierenden
Zustinde tbereinstimmt und fir die T(M) = T(M') gilt. Dabei kann die Menge der
Stoppzustinde von M’ einelementig gewdhlt werden.

Beweis. Sei M = (X, Z, z,Q, d, F') eine TURING-Maschine. Wir konstruieren aus M die
TURING-Maschine M’ = (X, Z', z0, {q}, ¢, {q}) mit

Z'" = ZU{q} wobei q ¢ Z,

§(z,x) = d(z,2) fir z€ 7\ Q,
8(z,2) = (z,z,N)fir z€ Q\ F, x € X U {x},
8(z,x) = (¢, z,N) fir z € F.
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Entsprechend diesen Setzungen

- verhélt sich M’ wie M solange M keinen seiner Stopzustidnde erreicht hat,

- geht M’ in eine Schleife, wenn M einen nichtakzeptierenden Stopzustand erreicht hat,
- stoppt M’ nach einem weiteren Schritt, wenn M einen akzeptierenden Stopzustand
erreicht hat.

Hieraus folgt T'(M') = T'(M) sofort. O

Aus Lemma 2.32 folgt sofort der folgende Satz, der die Verbindung zu den Betrachtungen
aus Abschnitt 1.1.2 herstellt.

Satz 2.33 FEine Sprache wird genau dann von einer TURING-Maschine akzeptiert, wenn
sie Definitionsbereich einer TURING-berechenbaren Funktion ist. O

Lemma 2.32 legt die Frage nahe, warum in der Definition 2.30 der akzeptierenden TURING-
Maschine die Menge der akzeptieenden Zustiande eingefithrt wurde. Beim Beweis der Nor-
malform wurden die nichtakzeptierenden Stoppzustdnde einfach in Zusténde iiberfiihrt,
in denen die Maschine nicht stoppt. Dies verbietet sich aber dann, wenn — wie bei anderen
Typen von Automaten — stets eine Stoppsituation eintritt oder man fiir jede Eingabe eine
Antwort braucht. In diesen Féllen muss dann die Akzeptanz bzw. Nichtakzeptanz allein
mittels der Zustédnde geschehen konnen. Die akzeptierenden Zustdnde entsprechen dem
»ja“ und die nichtakzeptierenden dem ,nein®.

Fordert man stets ein Erreichen eines Stoppzustandes bei TURING-Maschinen kommt man
zum Begriff der rekursiven Sprache.

Definition 2.34 Fine Sprache L C X* heif$t rekursiv, falls es eine akzeptierende TURING-
Maschine M = (X, Z, 29, Q, 9, F') gibt, die auf jeder Eingabe stoppt und L akzeptiert.

Satz 2.35 Fine Sprache L C X* ist genau dann rekursiv, wenn sowohl L als auch X*\ L
von TURING-Maschinen akzeptiert werden.

Beweis. Es sei zuerst L eine rekursive Sprache. Dann gibt es eine akzeptierende TURING-
Maschine M = (X, Z, 2, Q, 9, F), die L akzeptiert und auf jeder Eingabe stoppt. Die
akzeptierende TURING-Maschine M’ = (X, Z,2,Q,9,Q \ F') akzeptiert dann offenbar
genau die Eingaben, die von M verworfen werden. Damit gilt T'(M') = X*\ L.

Es seien nun L und X*\ L von den akzeptierenden TURING-Maschinen N und N’ akzep-
tiert. Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass N und N’ in der Nor-
malform aus Lemma 2.32 gegeben sind. Wir betrachten dann die akzeptierende TURING-
Maschine N”, die wie folgt arbeitet: Zuerst schreibt N” eine Kopie des Eingabewortes
hinter die Eingabe auf das Band. Im Folgenden wird auf dem ersten Wort N und auf dem
zweiten Wort N’ simuliert. N” fiithrt diese Simulationsschritte abwechselnd aus und stoppt,
falls ein Stoppzustand von N bzw. N’ erreicht wird. Dabei fungieren die Stoppzustidnde
von N als akzeptierende Stoppzustdnde und die von N’ als ablehnende Stoppzustinde.
Da entweder w € X oder w € X*\ L gilt, erreicht N” bei Eingabe von w im ersten Fall
einen Stoppzustand von N und im zweiten Fall einen Stoppzustand aus N’. Damit wird
in jedem Fall ein Stoppzustand erreicht und L akzeptiert. Dies bedeutet, dass L rekursiv
ist. O
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Satz 2.36 Fliir eine rekursive Sprache L ist die charakteristische Funktion

_JO0 z¢L
<PL($)—{1 relL

von L algorithmisch berechenbar.

Beweis. Es seien L eine rekursive Menge und M die akzeptierende TURING-Maschine, die
auf jeder Eingabe stoppt und L akzeptiert. Wir betrachten, die TURING-Maschine M’, die
zuerst M simuliert und bei Erreichen eines akzeptierenden Stoppzustandes den gesamten
Bandinhalt durch eine 1 ersetzt bzw. bei Erreichen eines ablehnenden Stoppzustandes den
gesamten Bandinhalt durch eine 0 ersetzt. Offenbar berechnet M’ die charakteristische
Funktion von L. O

Satz 2.37 Die Menge der rekursiven Sprachen ist echt in der Menge der von TURING-
Maschinen akzeptierbaren Sprachen enthalten.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 1.28 definieren wir die Menge
Lpay = {w : w € {0,1}*, w = wyy fiir eine TURING-Maschine M, fy,(wyy) ist definiert}

die im Wesentlichen dem Halteproblem von TURING-Maschinen entspricht, denn sie be-
steht aus allen Beschreibungen von TURING-Maschinen, die auf ihrer Beschreibung stop-
pen. Da wegen der Unentscheidbarkleit des Halteproblems die charakteristische Funktion
von Lyq; nicht berechenbar ist, ist Ly, nach Satz 2.36 nicht rekursiv.

Lyq: wird aber von der folgenden TURING-Maschine N akzeptiert, deren Arbeitsweise wir
nur informell beschreiben (die exakte Beschreibung von N bleibt dem Leser iiberlassen).
N stellt zuerst fest, ob das Wort w auf dem Band die Kodierung w,,; einer TURING-
Maschine M ist. Bei negativer Antwort geht N in eine Schleife und stoppt nicht. Bei
positiver Antwort kopiert N das Eingabewort w = w); ein zweites Mal auf das Band. Nun
simuliert N auf dem ersten Wort w = w); die Arbeit von M, wobei N die erforderlichen
Informationen iiber M aus der zweiten Kopie von w = wj; auf dem Band bezieht. N
stoppt, falls M stoppt. Daher stoppt N genau dann, wenn die Eingabe w Kodierung w,
einer TURING-Maschine M ist und fy;(wy) definiert ist. Somit gilt T'(N) = Lpau- O

Die néchsten Aussagen geben das Verhéltnis der von TURING-Maschinen akzeptierten
Sprachen zu den im vorhergehenden Abschnitt untersuchten Sprachen, die von Gramma-
tiken erzeugt werden, an.

Lemma 2.38 Zu jeder akzeptierenden TURING-Maschine M gibt es eine Regelgrammatik
G mit L(G) =T(M).

Beweis. Es sei die TURING-Maschine M = (X, Z, 29, Q, J, F') gegeben. Wir konstruieren
zuerst die TURING-Maschine M" = (X, Z", 20, {q"},d",{q"}) entsprechend dem Beweis
von Lemma 2.32 und aus M"” die TURING-Maschine M’ = (X U{§, #}, Z', 2, {d'}, 9", {d'})
entsprechend dem Beweis von Lemma 1.21. Jede Folge von Konfigurationen von M’ hat
die folgende Form:

() Ko= (A z0,w) " K1 = (8 20, wt) E" Ko = (§v1, ¢, ve#) =" Ks = (A, ¢, v),
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wobei vjvy = *"vx® gilt. AuBlerdem ist sofort zu sehen, dass T'(M) = T (M’) gilt. Ferner
nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass X N2’ = () und §, #,* ¢ 7’
gelten. Daher ist es moglich, eine Konfiguration (wq, z, ws) auch als w; zws zu beschreiben.
Wir werden jetzt eine Regelgrammatik G = (N, T, P, S) so konstruieren, dass im Wesent-

lichen w;zwy = w)z'w) genau dann gilt, wenn w} z'wlh = wy 2w, gilt, d.h. wir werden die

Uberfithrungen in M’ schrittweise in umgekehrter Reihenfolge simulieren. Dadurch wird
erreicht, dass die Grammatik in einer Ableitung eine ,Endkonfiguration“ in eine , An-
fangskonfiguration® iiberfiithrt, aus der durch ,,Streichen“ des Zustands das akzeptierte
Wort entsteht.

Wir geben nun die formale Definition von G. Dazu setzen wir

N = Z/U{§7#7*7S7S/7A}7
T = X

und definieren P als die Menge aller Regeln der folgenden Formen:

S — 28,8 — S'x fiir € X U{x}
S —q firqgeq

(mittels dieser Regeln wird eine Ableitung S =* §u;que# realisiert und damit die Be-
schreibung der Konfiguration K, aus (x) erreicht),

(i1)  Zal — azb fiir 2,2 € Z',a,0,b' € X U{x},0'(2,b) = (2, V, L),
20— 2b fir 2,2 € 70,0 € X U{x},8'(2,b) = (2,1, N),
V2 — 2b fiir 2,2/ € Z,0,0 € X U{x},0'(2,b) = (,V,R)

(dies ist eine direkte Simulation einer inversen Uberfithrung, bei der die TURING-Maschine
iiber einem Element aus X U {*} stand),

(1v) 829 — A,
Aa — aA firae X,
A# — A

(durch diese Regeln wird aus einem Wort der Form §zqw# mit w € X* das Wort w
abgeleitet).

Aufgrund der im Anschluss an die Regeln gegebenen Ausfithrungen ist klar, dass jede
Ableitung in G die Form

(k%) S =" uy = §uiquoFt =" us = §owH# =" w

hat, wobei die Ableitung u; =* uy durch schrittweise Simulation der Uberfithrungs-
schritte von K; |* K5 in umgekehrter Reihenfolge erhalten wird.

Damit ist gezeigt, dass es eine Ableitung (x*) in G genau dann gibt, wenn es auch eine
Uberfithrung (x) gibt. Hieraus folgt sofort, dass w € L(G) genau dann gilt, wenn auch
w € T(M) gilt. Somit erhalten wir L(G) = T'(M). O
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Die Idee des Beweises von Satz 2.38 besteht im Wesentlichen darin, dass die Uberfiihrun-
gen wizwe = wiz'wl der TURING-Maschine in umgekehrter Reihenfolge durch einen
direkten Ableitungsschritt w)z'w) = wzw, simuliert werden. Es ist naheliegend, diesen
Gedanken auch dafiir zu verwenden, um zu zeigen, dass jede von einer Regelgrammatik
erzeugte Sprache von einer TURING-Maschine akzeptiert wird. Dabei tritt aber die Schwie-
rigkeit, dass eine Satzform einer Grammatik durch Anwendung verschiedener Regeln auf
verschiedene Satzformen entstanden sein kann. Bei der Umkehrung erfordert dies, dass aus
einer Konfiguration mehrere verschiedene Konfigurationen entstehen kénnen miissen. Um
diese Schwierigkeit zu iiberwinden, definieren wir daher eine nichtdeterministische Vari-
ante der TURING-Maschine, bei der auf eine Konfiguration dann mehrere Konfigurationen
folgen konnen.

Definition 2.39 Fine nichtdeterministische TURING-Maschine M ist ein Sechstupel
M = (X7 Z7Z07Q7T7 F)v

wobei X, Z, zg, Q und F wie bei einer (akzeptierenden deterministischen) TURING-Maschine
definiert sind und T eine Funktion

7:(Z\ Q) x (X U {x}) — 22 XUt {RN.L}
18t.

Entsprechend dieser Definition besteht 7(z,x) aus einer Menge von Elementen der Form
(2/,2',r) mit 2/ € Z,2' e (X U{x}),r € {R,L, N}.

Die in Definition 1.15 angegebenene TURING-Maschine ist der Spezialfall, dass die Menge
7(z,2) nur aus dem Element 0(z, ) besteht.

Wir definieren nun die Konfiguration einer nichtdeterministischen TURING-Maschine wie
bei einer (deterministischen) TURING-Maschine (Definition 1.16) und die Relation K; =
K wie in Definition 1.17, wobei wir nur 6(z, z) = (2/, 2/, r) durch die Forderung (2, 2', 1) €
7(z,x) ersetzen.

Hieraus folgt offensichtlich, dass aus einer Konfiguration K; mehrere Konfigurationen
K, erzeugt werden konnen, wenn 7(z, ) mehrere Elemente enthdlt. Wir definieren die
von einer nichtdeterministischen TURING-Maschine akzeptierte Wortmenge in Analogie
zu Definition 2.30.

Definition 2.40 Essei M = (X, Z, 29, Q, 7, F') eine nichtdeterministische TURING-Maschine
wie in Definition 2.39. Die von M akzeptierte Sprache T(M) wird durch

T(M)={w:we X", (A z,w)E"(v1,q,v2) fiir ein q € F}
definiert.
Wir geben nun ein Beispiel.
Beispiel 2.41 Wir betrachten die nichtdeterministische TURING-Maschine
M = ({a, b}, {20, 20, 20, 20.271.2, 22, 2, 29, 20.371,3, 22.3, 23, 23, 25,4} 20, {4}, T, {q})
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mit

T(z0.a) = {(20,a,R)},
7(20,0) = {(20,0, N)},
7(z0,%) = {(20,% L)},
m(z0,a) = {(z0,a,1)},
T(20,%) = {(20,% R)}

(die Maschine entscheidet, ob auf dem Band nur as stehen; ist dies nicht der Fall, so geht
sie in eine Schleife),

T(Z(/;?*) = {(ZZ>*>N)}
7(25,2) = {(20,2,N),(z3,2,N)} fiir x € {a,b}

(steht kein Buchstabe auf dem Band, so geht die Maschine in eine Schleife; ansonsten
entscheidet sich die Maschine nichtdeterministisch zwischen zwei Varianten, die im Index
2 bzw. 3 festgelegt sind),

7(zi,a) = {(z},a,R)} fiir i€ {2,3},
7(2z;,0) = {(z,b,R)} furie {2,3},
7(zi,a) = {(2/,a,R)} fiirie {2,3},
7(z,,0) = {(z},b,R)} fiir i€ {2,3},
(2, x) = {(z',x,R)} fiir x € {a,b},
T(zi,%) = {(zi,%,N)} firie {2,3},
(2l %x) = {(¢,*,N)} fiirie {2,3},
)

\]
—~
D

*

= {(z04,% L)} furie{2,3}

(die Maschine liest von links nach rechts das Wort auf dem Band und priift, ob es kein
a, genau ein a oder mindestens zwei a enthélt, wozu die Zusténde z;, z; und 2 dienen;
ist kein a vorhanden, so geht die Maschine in eine Schleife und stoppt nicht; ist genau ein
a vorhanden, so akzeptiert die Maschine die Eingabe; sind mindestens zwei a vorhanden,
so wird die néchste Phase eingeleitet),

T(ZO,Qu CL) = {(21,27 b7 L)}v
'7'(2172,(1,) = {(2«’072,&, L)}>
T(Zj,Q, b) = {(Zi,Q, b, L)} fiir j S {0, 1}
(die Maschine liest das Wort auf dem Band von rechts nach links; abwechselnd wird dabei

ein a durch ein b ersetzt bzw. stehengelassen; somit erfolgt eine Halbierung der Anzahl
der Vorkommen von a; im Zustand z; o gibt j die Anzahl der gelesenen a modulo 2 an),

T(z03,0) = {(212,b, L)},
T(z13,a) = {(223,0,L)},
T(223.a) = {(203,a,L)},
7(zj3,0) = {(2;3,0,L)} fiir j € {0,1,2}
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(analog erfolgt eine Drittelung der Anzahl der Vorkommen von a; in z; 3 gibt j die Anzahl
der gelesenen a modulo 3 an),

T(204,%) = {(zi,%x,R)} fiiri e {2,3},
T(zj0,%) = {(z4,*% N)} furje{l,2},ie{2,3}

(ist die Halbierung bzw. Drittelung ganzzahlig moglich, d.h. zg 2 bzw. 2 3 liegt vor, so wird
der Gesamtprozess iteriert, anderenfalls geht die Maschine in eine Schleife und akzeptiert
daher nicht).

Nach diesen Erklarungen ist klar, dass die TURING-Maschine nur solche Worter akzeptiert
bei denen iterierte Halbierung bzw. Drittelung der Anzahl der Vorkommen von a zu einem
Wort auf dem Band fithrt, dass genau ein a enthélt und akzeptiert dann. Somit ergibt
sich als akzeptierte Sprache

T(M) = {w: #4(w) = 2" oder #,(w) = 3" fiir ein n > 0}.

Mit diesem Typ von TURING-Maschinen sind wir nun in der Lage, die Umkehrung von
Lemma 2.38 zu beweisen.

Lemma 2.42 Zu jeder Regelgrammatik G gibt es eine nichtdeterministische TURING-
Maschine M mit T(M) = L(G).

Beweis. Wir geben hier keinen detaillierten vollstdndigen Beweis, sondern erldutern nur
die wesentliche Idee der Konstruktion.

Es sei die Grammatik G = (N, T, P,S) gegeben. Wir konstruieren nun eine nichtdeter-
ministische TURING-Maschine M mit dem Eingabealphabet N U T U {§} und folgender
Arbeitsweise auf einer Eingabe w.

1. Da nur Worter iiber T akzeptiert werden sollen, testet M als erstes, ob w in T™
liegt. Ist dies nicht der Fall, so geht M in eine Schleife (und akzeptiert daher w
nicht); gilt dagegen w € T™, so erreicht M die Konfiguration (A, z1,w), bei der der
Zustand z; den Beginn der zweiten Phase andeutet.

2. In dieser Phase testet M, ob auf dem Band nur S steht. Ist dies der Fall, so stoppt M;
steht nicht nur S auf dem Band, erreicht die Maschine die Konfiguration (A, z3, w),
bei der zo den Beginn der Phase 3 markiert.

3. Diese Phase dient der Simulation eines Ableitungsschrittes, wobei wir wie bereits im
Beweis von Lemma 2.38 die Richtung umkehren, d.h. wir simulieren die Anwendung
einer Regel u — ¢/ und damit die Ableitung

Tuy = au'y = w
durch den Ubergang
(A, 22, w) = (N, 29, z'y) E* (\, 21, zuy).

Hierzu bestimmt M zuerst nichtdeterministisch eine Stelle, an der die Anwendung
der Regel p = u — ' simuliert werden soll, d.h. M erreicht die Konfiguration
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(x, zp,2'), bei der z, den Beginn der Simulation von p markiert. M testet nun, ob
das Wort u' hinter x auf dem Band steht. Ist dies nicht der Fall, so geht M in eine
Schleife. Ist dies aber der Fall arbeitet M wie folgt. Falls |v/| — |u| = m > 0 ist,
ersetzt M das Wort v’ durch u§™, wodurch (zu§™, 2, y) entsteht, verschiebt y um
m Zellen nach links und kehrt an den Wortanfang und in den Zustand z; zuriick.
Falls |u| — |o/| = m’ > 0 ist, verschiebt M zuerst das hinter u’ stehende Wort y
um m’ Zellen nach rechts, schreibt in die entstehende Liicke §”, ersetzt dann u/§"
durch u und kehrt dann an den Wortanfang und in den Zustand z; zuriick. Damit
entsteht jeweils die Konfiguration (A, 2, zuy) aus (A, 22, zu'y), womit die Simulation
abgeschlossen ist.

Danach wird erneut Phase 2 gestartet.

Entsprechend dieser Arbeitsweise wird jede Ableitung
S— ) —= Wy — ... — Wy_] — W, =W
durch

o (A 2z, wn) E (A 22,w)

E (A 2z, wem) ET (A, 22, i)

E* L ET (N 2z, wr) BT (A, 22, we)

E* (A 2z, w) ET (A 22, w1)

F (A28 E (A g, 5)

simuliert. Weiterhin erreicht M nur einen Endzustand, wenn M eine Ableitung simuliert,

da M sonst in eine Schleife geht. Setzen wir nun noch die Menge der akzeptierenden
Zusténde als die Menge aller Stoppzusténde, so gilt T (M) = L(G). O

()\a ZOawn)

Satz 2.43 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) L wird von einer Regelgrammatik erzeugt.
it) L wird von einer deterministischen TURING-Maschine akzeptiert.
iii) L wird von einer nichtdeterministischen TURING-Maschine akzeptiert.

Beweis. Wegen Lemma 2.38 und 2.42 reicht es zu zeigen, dass jede Sprache, die von einer
nichtdeterministischen TURING-Sprache akzeptiert wird auch von einer (deterministischen
TURING-Maschine akzeptiert wird.

Wir geben hier erneut keinen vollstdndigen formalen Beweis sondern nur die Beweisidee.
Es seien M = (X, Z, 29, Q, T, F') eine nichtdeterministische TURING-Maschine und

n=maz{#(7(z,x)): z € Z,x € X U{x}} und N ={1,2,...,n}.

In der Menge der Folgen iiber N fiithren wir eine Ordnung ein, bei der zuerst nach der
Lénge und bei gleicher Lange lexikographisch sortiert wird. NFOLGE sei die Funktion,
bei der der Folge z die auf x entsprechend der Ordnung folgende Folge NFOLGE(x)
zugeordnet wird. Wir sagen, dass die Folge dids...d, durch M abgearbeitet wird, wenn
bei Vorliegen des Zustandes z und Lesen von x nach ¢ — 1 Schritten im ¢-ten Schritt das
d;-te Element aus 7(z,x) benutzt wird, soweit es vorhanden ist.
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Wir betrachten nun die TURING-Maschine M’, die wie folgt auf der Eingabe w arbeitet
(dabei ist $ ein gesondertes Trennzeichen):

Programm Bandinhalt
BEGIN w
f=A
Schreibe f hinter das Wort auf dem Band wS f

A: Schreibe hinter das Wort auf dem Band eine Kopie
von w und zwei Kopien von f' = NFOLGE(f) w fSwSf'Sf
Losche f$ wSw f'$f/

Arbeite f’ auf erstem w ab (dabei wird f'$ geloscht) w'$Sw$f’
(falls das d;-te Element nicht vorhanden ist,

16sche w$ und f’'$ und GOTO A) (w$f")
IF erreichter Zustand z ¢ () THEN
losche w'$ und GOTO A w$ f’

END

Jeder einzelne dieser Schritte ist deterministisch realisierbar, und durch spezielle Kom-
ponenten in den Zustédnden kann deterministisch der Schritt, in dem sich M’ befindet,
gespeichert werden.

Verwenden wir F' auch als Menge der akzeptierenden Zustdnde von M’, so akzeptiert M’
entsprechend ihrer Arbeitsweise genau dann ein Wort w, wenn es eine Folge dqds. . .d,
gibt, bei deren Abarbeitung M das Wort w akzeptiert. Daher gilt T'(M') = T'(M). O

Satz 2.43 kann auch wie folgt formuliert werden: Fine Sprache L wird genau dann von
einer (nichtdeterministischen) TURING-Maschine akzeptiert, wenn L € L(RE) gilt.

Durch Kombination dieser Formulierung mit Satz 2.33 und den Ubungsaufgaben 12und
13 zu Abschnitt 1 wird die Bezeichnung RFE als Abkiirzung von rekursiv-aufzéhlbar (engl.
recursively enumerable) als sinnvoll nachgewiesen.

Wir wollen nun ein Analogon zu Satz 2.43 fiir kontextabhingige Sprachen geben. We-
gen Folgerung 2.17 kénnen wir eine monotone Grammatik zur Erzeugung der Sprache
verwenden. Wir werfen nun einen Blick auf den Beweis von Lemma 2.42. Da bei mono-
tonen Grammatiken fiir alle Regeln v — u' die Beziechung |u| < |u/| gilt, wird bei der von
der TURING-Maschine in umgekehrter Richtung durchgefiihrten Simulation der Ubergang
wiu'we = wiuws zu einer Verkiirzung des Bandinhaltes fiithren. Folglich stehen auf dem
Band nur Woérter, deren Lénge hochstens die Lange des Wortes ist, das zu Beginn auf dem
Band steht. Aulerdem bewegt sich der Kopf der Maschine immer nur auf Zellen, in denen
ein Buchstabe des Eingabealphabetes steht, oder auf den mit * gefiillten Zellen direkt vor
oder direkt hinter dem Wort (dies ist notig, um den Wortanfang oder das Wortende zu
finden). Damit ist durch die um 2 erhéhte Lange des Wortes, das zu Beginn auf dem Band
steht, eine obere Schranke fiir die Anzahl der Zellen der TURING-Maschine, iiber denen
sich wihrend der Arbeit der Kopf befinden kann. Dies fiithrt zur folgenden Definition.

Definition 2.44 Fin linear beschrinkter Automat ist eine nichtdeterministische TU-
RING-Maschine M = (X, Z, 2,Q,0, F), deren Kopf sich wihrend der Abarbeitung der
FEingabe w € X* hdchstens tber |w| + 2 verschiedenen Zellen befindet.
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Aus den vorstehend gemachten Ausfiihrungen folgt sofort, dass jede von einer monoto-
nen oder kontextabhéingigen Grammatik erzeugte Sprache von einem linear beschriankten
Automaten akzeptiert wird. Ohne Beweis geben wir an, dass auch die Umkehrung gilt.
Damit erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 2.45 FEine Sprache ist genau dann kontextabhdngig, wenn sie von einem linear be-
schrinkten Automaten akzeptiert werden kann. O

Fiir TURING-Maschinen haben wir gezeigt, dass deterministische und nichtdeterminis-
tische Varianten die gleiche Menge von Sprachen akzeptieren. Die analoge Frage ist fiir
deterministische linear beschrankte Automaten noch offen, d.h. es ist weder ein Beweis ge-
geben worden, dass jede kontextabhéngige Sprache von einem deterministischen linear be-
schrankten Automaten akzeptiert werden kann, noch ein Beispiel einer kontextabhingigen
Sprache bekannt, die nicht von einem deterministischen linear beschrinkten Automaten
akzeptiert werden kann.

2.2.2 Endliche Automaten

Im vorangehenden Abschnitt haben wir Charakterisierungen der Sprachfamilien £(RE)
und £(C'S) mittels TURING-Maschinen bzw. linear beschriankten Automaten angegeben.
Wir wollen nun eine analoge Charakterisierung fiir die Familie der reguldren Sprachen
herleiten. Zuerst definieren dazu den hierfiir geeigneten Automatentyp.

Definition 2.46 i) Ein endlicher Automat ist ein Quintupel
A = (X7 Z7Z07F75)7

wobet

- X und Z Alphabete sind,

-20 € Z und F C Z gelten,

- 0 eine Funktion von Z x X in Z ist.

ii) Die Erweiterung 0* von § auf Z x X* ist durch

(2, ) = z,
0 (z,wx) = 0(6*(z,w), z) firwe X",z e X

definiert.
iii) Die durch A akzeptierte Wortmenge ist durch

T(A)={w:we X" 6 (2,w) € F}
definiert.

Wie bei TURING-Maschinen nennen wir die Elemente von X erneut Eingabesymbole und
die von Z Zustédnde; z, ist der Anfangszustand, und F' ist die Menge der akzeptieren-
den Zustinde; § heiBt erneut Uberfithrungsfunktion. Im Folgenden werden wir meistens
zwischen der Funktion 0 und ihrer Erweiterung 6* nicht unterscheiden und beide mit
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bezeichnen, zumal aus der Definition sofort 6*(z,x) = §(6*(z,A),x) = §(z,x) fir x € X
und z € Z folgt.

Die Arbeitsweise eines endlichen Automaten konnen wir uns wie folgt vorstellen: Der
Automat liest von links nach rechts die Buchstaben des Eingabewortes und &ndert bei
jedem Lesevorgang seinen Zustand entsprechend o, wobei er im Zustand z; beginnt. Ein
Wort wird genau dann akzeptiert, wenn er nach Lesen des gesamten Wortes in einen
akzeptierenden Zustand gelangt ist.

Entsprechend dieser Interpretation kann ein endlicher Automat als TURING-Maschine
aufgefasst werden, bei der sich der Kopf nur nach rechts bewegt und beim Lesen des
* hinter dem Wort ein Stoppzustand erreicht wird. Das Schreiben auf das Band ist bei
endlichen Automaten — wie wir sie definiert haben — nicht von Interesse, da die Zellen,
in die geschrieben werden kann, wegen der stdndigen Rechtsbewegung nicht mehr gelesen
werden konnen, so dass das Schreiben keinen Einfluss auf die Akzeptanz hat. Wir merken
aber an, dass dann, wenn man sich nicht nur fiir das Akzeptanzverhalten von endlichen
Automaten interessiert, auch eine entsprechende Modifikation des Begriffs zum endlichen
Automaten mit Ausgabe moglich ist.

Um einen endlichen Automaten zu beschreiben, ist es nach Definition notwendig, die
einzelnen Komponenten X, Z, 2y, I, § von A anzugeben. Vielfach wird aber eine Beschrei-
bung von A durch einen gerichteten Graphen G = (V, E), dessen Kanten bewertet (oder
markiert) sind, bevorzugt. Als Knotenmenge V' verwenden wir die Zustandsmenge Z, und
es gibt genau dann eine Kante von z nach 2/, die mit x bewertet ist, falls 0(z, z) = 2’ gilt.
Zur Auszeichnung des Anfangszustandes bzw. der akzeptierenden Zusténde benutzen wir
einen auf den Knoten gerichteten Pfeil bzw. einen doppelten Kreis. In dieser Beschreibung
wird 6*(z, x123 . .. x,) = 2’ durch die Existenz eines Weges von z nach z’ widergespiegelt,
bei dem die Folge der Bewertungen durch zix, ...z, gegeben ist.

Beispiel 2.47 Der endliche Automat A = (X, Z, 2o, F, §) sei durch

X = {a,b,c}
Z = {ZOa217227Z3}7
F = {ZQ},

z1 firz=zp,x=a

zp firz=2z,z=a

2o fir z € {z0, 2}, 2 =c
z3 sonst

oz, ) =

gegeben. Die Darstellung von A durch einen Graphen wird in Abb. 2.5 gezeigt.

Wir bestimmen nun die von A akzeptierte Wortmenge. Wir geben die Erlduterungen
dabei immer durch Bezug auf die Uberfithrungsfunktion; der Leser mége sie jedoch auch
anhand des Graphen zu verfolgen.

Wir stellen dazu erst einmal fest, dass wegen d(z3,z) = 23 fiir alle z € X der Zustand z3
nicht mehr verlassen werden kann, womit eine Akzeptanz ausgeschlossen ist. Da auflerdem
0(z,b) = z3 fur alle z € Z gilt, wird z3 erreicht, wenn im Wort ein b vorkommt. Hieraus
folgt, dass ein Wort nur dann akzeptiert werden kann, wenn es kein b enthélt. Wir bemer-
ken noch, dass die einzige Moglichkeit des Ubergangs von zy zu z durch d(zy,aa) = 2
gegeben ist. Da §(22, ") = §(20, ") = 2 fiir beliebige natiirliche Zahlen n > 1 gelten,
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a @/
gij

a,b,c

Abbildung 2.5:

erhalten wir, dass T'(A) aus allen Wortern besteht, bei denen einer beliebigen Anzahl von
Vorkommen von ¢ stets aa folgt und die kein b enthalten, d.h.

T(A) ={c"aac™aa...c™aa: k>1, ny >0, n; >1fir 1 <i <k}
Beispiel 2.48 Wir wollen einen endlichen Automaten A so bestimmen, dass
T(A)={a"V":n>1,m > 2}

gilt.? Offensichtlich kénnen wir X = {a, b} annehmen. Ferner benutzen wir Zustéinde, um
zu zéhlen, wieviele Buchstaben a bzw. b bereits im gelesenen Teil des Wortes enthalten
sind. Folgende Zusténde entsprechen folgenden Situationen:

z1 — es ist mindestens ein a und kein b gelesen worden,

25 — es sind mindestens ein a und genau ein b gelesen worden,

z3 — es sind mindestens ein ¢ und mindestens zwei b gelesen worden.

Ferner haben wir zu beachten, dass bei zu akzeptierenden Wortern kein a auf ein b folgen
darf. Ein endlicher Automat mit dieser Eigenschaft ist offenbar durch Abb. 2.6 gegeben.

@O,

b a a

a,b

Abbildung 2.6:

Wir definieren nun eine nichtdeterministische Variante des endlichen Automaten. Dabei
gehen wir analog zu TURING-Maschinen vor, d.h. die Bilder bei 6 werden Mengen von
Zustanden anstelle von einzelnen Zustdnden sein.

2Wir diskutieren hier nicht die Frage, ob diese Sprache iiberhaupt von einem endlichen Automaten
akzeptiert werden kann, da wir in diesem Abschnitt diese Frage generell kldren werden.
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Definition 2.49 i) Ein nichtdeterministischer endlicher Automat ist ein Quintupel A =
(X, Z, 20, F,8), wobei fiir X, Z, zy, F' die gleichen Bedingungen wie in Definition 2.46 gelten
und ¢ eine Funktion von Z x X in die Menge der Teilmengen von Z ist.

i) Wir definieren 6*(z,\) = {2z} fir z € Z, und fir w € X*, x € X und z € Z gelte
2 € 0*(z,wx) genau dann, wenn es einen Zustand z" € §*(z,w) mit 2’ € 0(2", x) gibt.
iii) Die von A akzeptierte Wortmenge ist durch

T(A) ={w:0"(z20,w) N F # 0}
definiert.

Erneut ist damit der (deterministische) endliche Automat der Spezialfall des nichtdeter-
ministischen Automaten, bei dem jede Menge (z,z) und damit dann auch jede Menge
0*(z,w) einelementig ist. Daher stimmt dann auch die vom so interpretierten nichtde-
terministischen Automaten akzeptierte Sprache mit der des deterministischen iiberein.

Wir beweisen nun die Aquivalenz von deterministischen und nichtdeterministischen endli-
chen Automaten beziiglich ihrer Akzeptierfihigkeit, die wir fiir TURING-Maschinen schon
in Satz 2.43 gezeigt haben.

Satz 2.50 Die beiden folgenden Aussagen sind fiir eine Sprache L dquivalent:
i) L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten akzeptiert.
it) L wird von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptiert.

Beweis. i) = ii) folgt sofort aus den obigen Bemerkungen, dass (deterministische) endliche
Automaten als spezielle nichtdeterministische aufgefasst werden konnen.

ii) = 1). Es sei A = (X, Z, 29, F, 0) ein nichtdeterministischer Automat. Wir konstruieren
den (deterministischen) endlichen Automaten A" = (X, 7', 2, F',¢') mit

7 = {U:UCZ},

Z(/) = {ZO}v
F'o— {U:UeZ, UNF+0Y,
§(U,x) = Uepd(z, ).

Mittels vollstandiger Induktion iiber die Wortldnge zeigen wir nun

() (0" ({20}, w) = 0" (20, w)

fiir alle Worter w € X*.

Fiir w = X folgt dies direkt aus den Definitionen der Erweiterungen. Damit ist der Induk-
tionsanfang bewiesen.

Sei nun w = w'z und die Aussage bereits fiir w’ giiltig. Dann gilt

(0 ({20}, w'z) = '((8")" ({20}, w'), 2) = &'(0" (20, '), ) = Useor(z0,u1)0(2, ) = 67 (20, w'z).

Damit gilt (8')*({z0}, w) = §*(20, w), womit auch der Induktionschritt nachgewiesen ist.
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Sei nun w € T'(A). Dann gilt 0*(zp, w) N F # (. Nach Definition heiit dies 0*(zp, w) € F".
Wegen (x) gilt auch (6')*({z0}, w) € F’, womit w € T'(A’) gezeigt ist.

Durch Umkehrung der eben durchgefiithrten Schliisse konnen wir zeigen, dass aus w €
T(A") auch w € T'(A) folgt. Damit ist dann T'(A) = T'(A") gezeigt. O

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnittes, in dem wir zeigen, dass die von
(nichtdeterministischen) endlichen Automaten akzeptierten Sprachen mit den reguldren
Sprachen iibereinstimmen.

Satz 2.51 Fiir eine Sprache L sind die folgenden Aussagen dquivalent.
i) L ist requldr.

ii) L wird von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptiert.
iii) L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten akzeptiert.

Beweis. 1) = ii). Wir geben den Beweis zuerst fiir den Fall, dass L das Leerwort nicht
enthélt.

Es sei G = (N, T, P, S) eine reguliare Grammatik mit L(G) = L. Entsprechend Satz 2.24
kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass alle Regeln in P von
der Form A — B, A — x mit A,B € N, x € T sind. Wir konstruieren nun zuerst die
reguldre Grammatik G' = (N, T, P’, S) mit

N = NU({$},
P = {A—-asB:A—-xBeP}U{A—2$:A—zePtU{$— )},

wobei $ ein zusétzliches Symbol ist ($ ¢ N UT). Da die terminierenden Ableitungen in
G bzw. G’ die Form
S =" wA = wa

bzw.
S =" wA = wa$ = wa

haben, ist leicht zu sehen, dass L(G) = L(G’) = L gilt.

Wir konstruieren nun einen nichtdeterministischen endlichen Automaten A, fiir den
T(A) = L gilt. Damit ist dann die Behauptung gezeigt.

Wir setzen dazu A = (T, N’, S, {$},), wobei die Uberfithrungsfunktion durch

§(A,z) ={B: A—zB € P}

gegeben ist.

Wir zeigen zuerst mittels vollstéandiger Induktion {iber die Wortlédnge, dass eine Ableitung
A =" 1125 ... 1, B genau dann in G’ existiert, wenn B € §(A, x1x5 ... 1,) gilt.

Der Induktionsanfang, d.h. diese Aussage fiir n = 1, gilt nach der Definition von 4.

Es sei nun eine Ableitung A — z125...2,_1B" =— x129...2,_12,B in G’ gegeben.
Nach Induktionsvoraussetzung und Definition von § gelten dann B’ € §(A, x1xs ... 2, 1)
und B € §(B’, z,,). Folglich ist B € §(A, 122 ... Tp_12y).
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Gilt umgekehrt B € 0(A, 122 ... x,). Dann gibt es einen Zustand B’ (d.h. ein Nichttermi-

nal B’) derart, dass B € 6(B',z,) und B’ € §(A, z122...2,1) gelten. Nach Induktions-
voraussetzung gibt es damit eine Ableitung A =—* x125 ... 2,1 B’ in G’, und aus der De-
finition von ¢ folgt B’ = x,, B. Somit existiert eine Ableitung A —* 2125 ...2,1B —
r1Ty ... LE‘n_l.CL’nB.

Damit ist auch der Induktionsschritt vollzogen.

Wir betrachten jetzt ein Wort w € L(G’). Dann gibt es eine Ableitung S —* w$ — w
in G'. Entsprechend der oben bewiesenen Aussage gilt dann $ € §(.S, w) und damit w €
T(A).

Umgekehrt folgt aus w € T'(A), also $ € §(S, w), mittels der obigen Aussage die Existenz
einer Ableitung S =* w$ in G’ und damit wegen $ — X\ € P’ auch S =—=* w.

Aus den beiden letzten Bemerkungen folgt T'(A) = L(G'), womit wegen L = L(G) =
L(G") auch T(A) = L bewiesen ist.

Gilt A € L, so modifizieren wir die Konstruktion wie folgt. Die Grammatik in der Normal-
form aus Satz 2.24 enthélt dann zusétzlich die Regel S — A und S kommt in keiner rechten
Seite von Regeln aus P vor. Wir nehmen diese zusétzliche Regel auch in P’ auf, und da
diese nur die direkte Ableitung des Leerwortes bewirkt, muss auch S in die Menge der
akzeptierenden Zustdnde von A aufgenommen werden. Nun laufen die Argumentationen
fir L(G) = T(A) wie oben ab.

ii) = iii) ist durch Satz 2.50 gegeben.

iii) = 1i). Sei ein deterministischer endlicher Automat A = (X, Z, zp, F,0) gegeben. Wir
konstruieren dazu die regulire Grammatik G = (Z, X, P, z) mit

P={z—a2:2 €d6(z,a)}U{z—>\:z€ F}.

Wie im ersten Teil dieses Beweises kénnen wir zeigen, dass z € d(zp,w) fiir ein z € F
genau dann gilt, wenn es eine Ableitung zp =* wz = w gibt, woraus T'(A) = L(G)
folgt. O

Wir illustrieren die beiden Konstruktionen im Beweis von Satz 2.51 durch jeweils ein
Beispiel.

Beispiel 2.52 Wir betrachten die Grammatik
G = ({S, A, B},{a,b}, P,S),
bei der P aus den Regeln

S—-\NS—aA,S—a,S—bS—bB,A—a,
A—bA—aA;A—bB,B—bB,B—bB,B—b

besteht. Die im Beweis zuerst vorgenommene Umformung liefert dann
G' = ({S,A, B,$},{a,b}, P',S)
mit
P = {S—X\S—aA S —a$,S—b$,S — bB,A— a$,
A—b3 A—aA,A—bB,B—bB,B—0b3$,$— \}
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Der gesuchte Automat B ergibt sich dann durch
B = ({a,b},{S, A, B,$},5,{S,$},0)
mit
0(5,a) = 6(A, a) = {4, 8},
S, A

6(5,0) = 6(A,b) = 0(B,b) = {B,$},
8(B,a) =4(3%,a) =4(8,b) = 0.

Weiterhin konstruieren wir noch einen (deterministischen) endlichen Automaten B’ an,
der die gleiche Menge wie B akzeptiert. Dazu gehen wir wie im Beweis von Satz 2.50
vor. Die Menge Z der Zusténde von B’ wird dann von allen Teilmengen von {S, A, B, $}
und die Menge F' der akzeptierenden Zustdnde von allen den Teilmengen, die S oder $
enthalten, gebildet. Wir erhalten dann

= ({a,b}, Z, {5}, F,9),
wobei
0'({S},a) = 9'({A},a) = 0'({S, A}, a) = &'({S, B}, a) = '({A, B}, a)
= 0'({S, 4, B}, a) = {4, 8},
§'({B},a) =0"(0,a) =&'(0,b) =0,
do'({S},b) = &'({A},b) = '({B}. b) = 0'({S, A}, b) = 6'({S, B}, b)
=0 ({A, B}, b) =8 ({S, A, B},b) = {B, $},
(U U{$},z)=0"(U,z)U{8§} fiir U C{S, A B}, x€{a,b}

gesetzt wird.

Beispiel 2.53 Haben wir eben zu einer Grammatik G einen (nichtdeterministischen)
endlichen Automaten angegeben, der L(G) akzeptiert, so konstruieren wir nun umgekehrt
zu dem Automaten A aus Beispiel 2.47 eine regulédre Grammatik G mit L(G) = T'(A).
Entsprechend dem Beweis von Satz 2.51 ergibt sich

G = ({Zo, 215 22, Z3}> {aa b> C}> P> ZO)
mit
P = {zy — azy, 20 — bzs, 20 — c20, 21 — Q29,21 — bz3, 21 — cz3,

2o — az3, 20 — bz3, 20 — €20, 23 — az3, 23 — bzg, 23 — cz3}.

2.2.3 Kellerautomaten

Die im vorhergehenden Abschnitt angegebenen Charakterisierungen von Sprachen mittels
Maschinen oder Automaten ergénzen wir in diesem Abschnitt durch eine solche Charakte-
risierung der kontextfreien Sprachen. Endliche Automaten kénnen kontextfreie, aber nicht
reguliire Sprachen wie {a"b" : n > 1} oder {wcw® : w € {a,b}*} im Wesentlichen deshalb
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nicht akzeptieren, weil eine endliche Menge von Zustdnden nicht ausreicht, um sich die
Lange bzw. die Struktur des schon gelesenen Wortanfangs zu merken. Um kontextfreie
Sprachen zu akzeptieren, miissen wir den Automaten daher mit einer Mo6glichkeit zum
Speichern dieser Information versehen. Hierfiir werden wir ein zusétzliches Arbeitsband
benutzen.

Wenn wir keine Restriktionen an das Arbeiten auf dem Arbeitsband stellen, so kénnten
wir die Eingabe von links nach rechts lesen und dabei auf das Arbeitsband iibertragen
und anschlieflend das Arbeitsband wie bei einer TURING-Maschine nutzen. Dann kénnten
offenbar wie bei TURING-Maschinen alle rekursiv-aufzéhlbaren Sprachen akzeptiert wer-
den. Da wir einen Automatentyp suchen, der nur die kontextfreien Sprachen akzeptiert,
miissen wir eine Einschrinkung der Arbeit auf dem Arbeitsband vornehmen.

Wir nehmen folgende Einschréinkungen vor:

e Die Symbole des Eingabebandes kénnen nur von links nach rechts gelesen werden,
d.h. Kopfbewegungen nach links sind verboten (im Gegensatz zum endlichen Au-
tomaten gestatten wir aber das Verharren des Lesekopfes an einer Stelle, damit
Verénderungen des Arbeitsbandes ohne gleichzeitiges Lesen vorgenommen werden
kénnen).

e Eine Zelle des Arbeitsbandes ist mit einem speziellen Symbol # markiert, das nicht
geloscht und iiberschrieben werden kann. Der Lese-/Schreibkopf des Arbeitsbandes
bewegt sich nicht auf die Zellen rechts von der mit # markierten Zelle. Dadurch
entsteht im Prinzip ein einseitig begrenztes Arbeitsband.

e Die Arbeit auf dem Arbeitsband erfolgt wie bei der Datenstruktur Keller. Dies
bedeutet, dass jeweils nur das am weitesten links stehende Symbol verdndert werden
kann und nur Anfiigungen nach links vorgenommen werden kénnen. Damit werden
nach einem Symbol v rechts erzeugte Symbole nicht bearbeitet, bevor v bearbeitet
wird. Daher bezeichnet man diese Arbeitsweise auch als zuletzt hinein - zuerst hinaus
(engl. last in - first out oder abgekiirzt LIFO). 3

Wir werden das Arbeitsband auch als Keller bezeichnen.

Anschaulich ist diese Interpretation in der Abbildung 2.7 dargestellt.
Wir geben nun die formale Definition des entsprechenden Automatentyps.

Definition 2.54 FEin Kellerautomat ist ein Sechstupel
M = (X7 Z,F,Zo,F,(S),

wober

- X das Eingabealphabet ist,

- Z die endliche Menge von Zustinden ist,

- I' das Bandalphabet ist,

-20 € Z und F C Z gelten,

- 0 eine Funktion von Z x X x (I' U {#}) in die Menge der endlichen Teilmengen von
Z X {R,N} x I'* ist, wobei # ¢ I', R und N zusditzliche Symbole sind.

3Wir bemerken, dass dieses Prinzip auch bei einem iiblichen Keller gilt; was als letztes in den Keller
getragen wird, ist auch als erstes herauszuholen, sonst kann auf vorher Eingelagertes nicht zugegriffen
werden. Hierin liegt der Grund fiir die Bezeichnung des Automatentyps.
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Rechenwerk

z
Eingabeband
T1 | T2 | Pk—1| Tk | Tg4a| o Tp—1] Tn
L " Arbeitsband oder Keller
e Tt (nach rechts begrenzt)

Abbildung 2.7: Schematische Darstellung eines Kellerautomaten

Die Arbeitsweise des Kellerautomaten wird wie folgt festgelegt.

Definition 2.55 Es sei M = (X, Z, T, z, F, §) ein Kellerautomat wie in Definition 2.5.
Fine Konfiguration K des Kellerautomaten M ist ein Tripel (w, z,a#) mit w € X*,
z € Z und a € T,

Der Ubergang von einer Konfiguration K, in die nachfolgende Konfiguration Ky (den wir
erneut mit K1 = Ky bezeichnen) wird wie folgt beschreiben: Fir x € X,v € X* z €
Z.Z2eZyel,pel™ aecl™ gilt

(LL’U, 2 705#) ’: (Uv Zla 6O‘#>7 fa’ll‘s (2,7 R, ﬂ) S 5(Z7 Z, 7)7
(xv, z,va#) | (zv, 2/, Ba#), falls (2/,N,B) € §(z,z,7),
(xv, 2, #) = (v, 2/, B#), falls (7 R, () € 6(z,x,#),
(xv, z,#) E (xv, 2/, 6#), falls (2, N,B) € 0(z,x,#).

Eine Konfiguration K = (w, z, a#) gibt den noch nicht gelesenen Teil w des Eingabe-
wortes, den Zustand z des Automaten und das Wort auf dem Arbeitsband (im Keller)
an.

Anschaulich wird bei einer Konfigurationsiiberfithrung ausgehend vom Zustand, in dem
sich das Rechenwerk befindet, dem gelesenen Symbol und dem ersten Kellersymbol ein
neuer Zustand ermittelt und der Inhalt des Kellers verdndert, indem das erste Symbol
durch ein Wort ersetzt wird oder ein Wort vorangestellt wird. Genauer heifit dies:

o (2/,R,) € 6(z,x,7) bedeutet, dass der Kellerautomat, der sich im Zustand z be-
findet, das Symbol x liest und ~ als erstes Symbol im Keller hat, in den Zustand 2’
geht, den Lesekopf des Eingabebandes nach rechts bewegt und das Symbol v durch
das Wort (3 ersetzt,

e (2/,N,B) € 0(z,z,7) bedeutet, dass der Kellerautomat, der sich im Zustand z be-
findet, das Symbol x liest und ~ als erstes Symbol im Keller hat, in den Zustand 2’
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geht, den Lesekopf nicht bewegt? und das Symbol v durch das Wort 3 ersetzt,

e (2/,R,3) € (z,x,#) bedeutet, dass der Kellerautomat, der sich im Zustand z
befindet, das Symbol z liest und nur # im Keller hat, in den Zustand z’ geht, den
Lesekopf des Eingabebandes nach rechts bewegt und das Wort 3 vor # in den Keller
schreibt,

e (2/,N,B) € 0(z,z,#) bedeutet, dass der Kellerautomat, der sich im Zustand z
befindet, das Symbol = x liest und nur # im Keller hat, in den Zustand 2’ geht,
keine Kopfbewegung ausfiihrt und 3 vor # in den Keller schreibt.

Der Lese-/Schreibkopf des Kellers (Arbeitsbandes) wird stets auf das erste Symbol im
Keller gesetzt.

Mit |=* bezeichnen wir erneut den reflexiven und transitiven Abschluss der Relation .

Definition 2.56 FEs sei M ein Kellerautomat wie in Definition 2.54. Die von M akzep-
tierte Sprache ist durch

M =A{w: (w,20,#) E" (N q, %) fiir ein q € F'}

definiert.

Ein Wort wird entsprechend dieser Definition akzeptiert, wenn ausgehend vom Anfangs-
zustand und einem leeren Keller (d.h. der Keller enthélt nur das Markierungssymbol #)
nach dem vollstdndigen Lesen des Eingabewortes der Keller wieder leer ist und sich der
Automat in einem akzeptierenden Zustand befindet. (Es lassen sich noch andere Varianten
des Akzeptierens denken, so z. B. durch die Forderung, dass unabhéngig vom Kellerinhalt
nur ein akzeptierender Zustand erreicht wird oder unabhéngig vom Zustand der Keller
leer ist. Man kann beweisen, dass diese Varianten die Menge der akzeptierbaren Sprachen
jedoch nicht verdndern.)

Beispiel 2.57 Wir betrachten den Kellerautomaten

M= (X,Z,T, z,F,0)

mit
X ={a,b}, T'={a}, Z=A{z,21,20}, F={=n},
0(z0,a,7#) = {(z0, R,aa)}, 9(20,a,a) ={(20, R,aaa)},
d(z0,b,a) = {(z1, R, N},  d(q,b,a) ={(z1, R, \)}
und

Iz, x,y) = {(22, R,7)}

4In manchen Lehrbiichern wird das Bewegen des Kopfes anders interpretiert. Eine Bewegung nach
rechts entspricht dem Lesen des Symbols, wihrend die Nichtbewegung als Nichtlesen gedeutet wird.
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in allen sonstigen Fillen. Dann ergeben sich fiir die Eingaben aabbbb und aba die folgenden
Folgen von Konfigurationen:

(aabbbb, zo, #) = (abbbb, 2o, aa#) = (bbbb, zg, aaaa#) = (bbb, z1, aaa#)
): (bbv 21 a'a#) ): (b, 21 a#) ): ()\7 21, #)

und
(aba, zo, #) | (ba, 20, aa#) = (a, 21, a#) E (A, 22, #).

Damit gelten aabbbb € T'(M) und aba ¢ T'(M).

Es ist leicht zu sehen, dass im Zustand zy beim Lesen eines a auf dem Band und einem a
oder # an der Spitze des Kellers jeweils zwei a zusétzlich in den Keller geschrieben werden.
Beim Lesen des ersten b wird in den Zustand z; gewechselt, und es beginnt der Prozefl
des Kiirzens des Kellers um ein a. Dies wird solange fortgesetzt, wie b gelesen werden
und a im Keller sind. In allen anderen Situationen wird der Zustand zy erreicht, den der
Kellerautomat nicht mehr verlassen kann, womit eine Akzeptanz des Wortes verhindert
ist.

Da doppelt soviele a in den Keller geschrieben werden wie gelesen werden, miissen doppelt
soviele b wie a gelesen werden, um den Keller wieder zu leeren. Folglich gilt

T(M) = {a"b™ : n > 1}.

Die Idee hinter M ist im Wesentlichen folgende: Im Keller wird die Struktur des gelesenen
Teilwortes gespeichert und dann mit dem noch nicht gelesenen Teilwort verglichen, wobei
nur bei positiven Ausgang des Vergleichs das Eingabewort akzeptiert wird.

Eine grundséitzlich andere Idee fiir eine Konstruktion eines Kellerautomaten, der L =
{a"b* : n > 1} akzeptiert, besteht darin, im Keller durch Speicherung der Satzformen im
Wesentlichen die Ableitung der Worter aus L zu simulieren, und dann das terminale Wort
mit dem Eingabewort zu vergleichen. So einfach ist diese Idee aber nicht zu realisieren,
da bei der Ableitung auch Nichtterminale zu ersetzen sind, die nicht am Wortanfang
stehen, was nach der Arbeitsweise des Kellers nicht moglich ist. Gelost wird dies Problem
dadurch, dass immer bereits die Satzform und das Eingabewort soweit verglichen werden,
wie dies zu dem Zeitpunkt moglich ist.

Wir formalisieren nun die eben beschriebenen Vorgehensweise, in dem wir den zugehérigen
Kellerautomaten angeben. Dafiir benotigen wir eine L erzeugende Grammatik. Dies ist

G = ({S},{a,b},{S — aSbb, S — abb},S).
Wir definieren nun

M = ({a’ b}> {Z(,b Zia Zé}’ {Sv a, b}’ 26’ {Zi}’ 5/)
mit
&' (2,2, #) = {(#, N, S)} fiir x € {a,b}

(wir initialisieren den Keller mit dem Startsymbol S, das die zu Beginn vorliegende Satz-
form ist),

8 (21,2, 58) = {(21, N,aSbb), (21, N,abb)} fiir z € {a,b}
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(wir simulieren die Anwendung einer Regel fiir S im Keller, d.h. wir ersetzen S im Keller
durch die rechte Seite einer Regel),

(wir vergleichen das erste Symbol des Kellers mit dem gerade gelesenen Buchstaben auf
dem Band) und

5,(Za Z, 7) = {(Zé> R, )‘)}

in allen weiteren Féallen. Fiir das obige Eingabewort aabbbb erhalten wir

(aabbbb, z,, #) E (aabbbb, 21, S#) = (aabbbb, 21, aSbb#) | (abbbb, 2}, Sbb#)
L (abbbb, 2|, abbbb4) = (bbbb, 2, bbbbt) |= (bbb, 2., bbb4)

= (0b, 21, bb#) = (b, 21, b#) |= (A, 21, #)

als Konfigurationsfolge. Dagegen ist

(aba, 2, #) b= (aba, 2}, S#) = (aba, 2, abb#) = (ba, 2}, bb) = (a, 2}, b#) = (A, 2, #)

nur eine mogliche Folge von Konfigurationen fiir die Eingabe aba, bei der eine Konfigurati-
on vorliegt, die nicht mehr verdndert werden kann, jedoch kann man sich leicht iiberlegen,
dass wir bei jeder anderen Konfigurationsfolge auch (A, z5, #) erreichen.

Im Keller sei Sb®"# enthalten (aus der Anfangskonfiguration (w, zo, #) erhalten wir die-
se Situation mit n = 0 im ersten Schritt der Arbeit von M?’). Nun wird eine der Regeln
S — aSbb oder S — abb simuliert, wodurch im Keller a.Sh*™ D4 oder ab* ™14 entsteht.
Im ersten Fall lesen wir einen Buchstaben, vergleichen diesen mit dem Spitzensymbol a
des Kellers und erhalten Sb>™ 1% d.h. ein Wort der Form wie zu Beginn der Betrachtun-
gen, oder erreichen den Zustand zj, wodurch Akzeptanz ausgeschlossen wird. Im zweiten
Fall vergleichen wir das noch nicht gelesene Wort mit dem Kellerinhalt und kommen bei
Ubereinstimmung zur Akzeptanz oder bei Nichtiibereinstimmung in den Zustand z5.
Hieraus folgt, dass wir das Eingabewort dann akzeptieren, wenn es mit einem bei der
Simulation erzeugten terminalen Satzform iibereinstimmt. Somit gilt

Wir verallgemeinern nun die Idee der zweiten Konstruktion, um zu zeigen, dass durch
Simulation von Ableitungen in kontextfreien Grammatiken die Akzeptierbarkeit der zu-
gehorigen Sprache bewiesen werden kann.

Im Beispiel haben wir nach partiellem Vergleich immer das erste Nichtterminal der Satz-
form erreicht und dann nachfolgend keine Schwierigkeiten bekommen, da dies auch das
einzige Nichtterminal der Satzform ist. Fiir die Verallgemeinerung ist es daher notwendig,
zu zeigen, dass wir die erzeugte Sprache nicht verdndern, wenn wir stets das am weitesten
links stehende Nichtterminal ersetzen. Derartige Ableitungen nennen wir Linksableitun-
gen.

Seien nun eine Satzform w; Aws Bws und zwei Regeln A — v; und B — vy gegeben. Dann
bestehen die Ableitungen

wlAwngg - U)1U1U)QBU)3 — W1V W2V2Ws3
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und
wlAwngg - wlAU)QUQU)3 — W1V WaV2W3,

die beide zum gleichen Ergebnis fithren. Somit ist eine derartige Vertauschung der Reihen-
folge der Regelanwendungen moglich, ohne das erzeugte Wort zu verdndern. Fortgesetzte
derartige Anderung der Reihenfolge fithrt dazu, dass wir eine Linksableitung erhalten und
das gleiche Wort erzeugen. Daraus folgt, dass wir bei Beschrankung auf Linksableitungen
die gleiche Sprache erzeugen wie mittels beliebiger Ableitungen.

Lemma 2.58 Fliir jede kontextfreie Sprache L g¢ibt es einen Kellerautomaten M mit

T(M) = L.

Beweis. Es sei G = (N', T, P,S) eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = L. Wir kon-
struieren nun zu G den Kellerautomaten

M = <T7 {Z(]’ <1, Z2}7 N/ U T7 205 {Z1}7 5)

mit
(20w, #) = {(21, N, 5)} firw e,
d(z1,2,A) ={(21,N,v) : A—ve P} firzel,
0z, z,2) ={(z1,R,\)} firzeT

und

0(z,2,7) = {(22, B, \)}

in allen weiteren Fallen.

Zuerst bemerken wir, dass - abgesehen von der Anfangskonfiguration - nur Konfiguratio-
nen entstehen, die den Zustand z; oder z, enthalten. Ferner wird bei Erreichen des Zu-
stands zy dieser nicht mehr verindert, womit eine Akzeptanz von w nicht mehr moglich
ist. Wir untersuchen daher jetzt, welche Konfigurationen mit dem Zustand z; erreicht
werden konnen. Wir zeigen, dass

(*) (wiws, 20, #) " (w2, 21, v#)
genau dann gilt, wenn es eine Linksableitung
(xx) S =" wyv

in G gibt. Hieraus folgt dann mit w = wy, A = wq, v = A, dass (A, z1, #) genau dann er-
reicht wird, wenn es eine Linksableitung S =* w gibt. Somit wird ein Wort genau dann
akzeptiert, wenn es durch eine Linksableitung erzeugt werden kann. Nach den Bemerkun-
gen vor diesem Lemma gilt folglich T (M) = L(G) = L, womit das Lemma bewiesen ist.

(x) — (*%). Wir benutzen absteigende Induktion iiber die Lange des noch nicht gelesenen
Wortes. Fiir wy = A\, ws = w,v = S gilt die Behauptung, da ausgehend von (w, zg, #)
in einem Schritt nur (w, z1, S#) erreicht werden kann und S =* S eine Linksableitung
(mit null Ableitungsschritten) ist.
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Sei nun (wywy, 2o, #) E* (wy, 21, v#) eine Uberfithrung, bei der wy # X ist und fiir die
eine Linksableitung S =" wyv existiert. Wir unterscheiden drei Félle:
a) v = av’ fiir ein a € T. Gilt auch wy = aw}, so gelten

(wlawé’ 205 #) ):* (awé> 21, CL’U’#) ): (wé> 21, UI#)
und
S =" wiv = wav’,

womit die Aussage fiir das kiirzere Wort wi, gilt. Gilt dagegen wy = bw) mit a # b, so
kann nur in den Zustand z, iibergegangen werden.

b) v = Av' fiir ein A € N. Ferner sei A — Xz eine Regel aus P. Dann erhalten wir durch
Simulation dieser Regel

(w27 21, AU/#) ): (w27 21, X']:/U/#)'

Ist X € T, so erreichen wir damit die unter a) diskutierte Situation, ist X € N fahren
wir wie beschrieben fort, bis wir zu einer Anwendung einer Regel kommen, deren rechte
Seite mit einem Terminal beginnt.

c) v = A. Wegen ws # A gehen wir in den Zustand zs.

(%) — (). Wir fithren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion iiber die Anzahl der
Ableitungsschritte in (x%) und zeigen sogar die schirfere Aussage: Ist nach n Ableitungs-
schritten in einer Linksableitung das Wort wiAu mit wy € T™ erzeugt worden, so gibt es
die Uberfithrung (wyws, 20, #) =* (wy, 21, Au).

Fiir n = 0 folgt die Aussage mit w; = A\, ws = w direkt aus der nach Definition existie-
renden Uberfithrung (ws, 2o, #) = (wg, 21, S#) und dem Fakt, dass in null Schritten nur
S erzeugbar ist.

Sei die Aussage nun schon fiir n bewiesen. Ferner sei

S =" w; Au = wyv; Busu

eine Linksableitung aus n + 1 Ableitungsschritten, wobei der letzte Schritt in der Anwen-
dung der A — v Bvy mit v; € T* besteht. Da es eine Linksableitung ist, gilt w; € T™*.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt daher

(wwe, 2o, #) FE* (we, 21, Au#t).
Aufgrund der Definition von M gilt dann weiterhin
(wa, 21, Au#) = (we, 21, v1 Bugu#).
Falls wy = vjws erhalten wir aulerdem
(vyws, 21, v1 Bugu#) E* (ws, 21, Buau#)
und durch Kombination dieser Relation
(wrvws, 20, #) E* (ws, 21, Bugu#),

womit die Aussage auch fiir die Ableitung aus n + 1 Schritten gilt. Ist aber wy # viws fiir
alle wg € T*, so erreichen wir ausgehend von (ws, 21, v1 Buau#) den Zustand zs. O

Ohne Beweis geben wir das folgende Lemma.
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