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Lemma 2.59 Zu jedem Kellerautomaten M gibt es eine kontextfreie Grammatik G mit

L(G) = T(M). 0

Durch Kombination der beiden vorstehenden Lemmata erhalten wir das Hauptresultat
dieses Abschnittes.

Satz 2.60 Die beiden folgenden Aussagen sind fiir eine Sprache L dquivalent:
i) L ist eine kontextfreie Sprache.
ii) L =T(M) gilt fir einen Kellerautomaten M. O

Der Kellerautomat ist nach Definition nichtdeterministisch. Auch hier kann eine deter-
ministische Variante eingefiithrt werden, bei der es zu jeder Konfiguration genau eine
Folgekonfiguration gibt. Dafiir reicht es zu fordern, dass alle Mengen d(z, z,y) einelemen-
tig sind. Der in Beispiel 2.57 angegebene Kellerautomat M ist deterministisch. Damit ist
klar, dass deterministische Kellerautomaten nichtreguldre Sprachen akzeptieren kénnen.
Andererseits kann gezeigt werden, dass deterministische Kellerautomaten nicht in der La-
ge sind, die Sprache {ww® : w € {a,b}} zu akzeptieren. Somit liegt die Menge der von
deterministischen Kellerautomaten akzeptierten Sprachen echt zwischen der der reguléren
Sprachen und der der kontextfreien Sprachen.

2.3 Sprachen und algebraische Operationen

Nachdem wir im Abschnitt 2.1 verschiedene Typen formaler Sprachen mittels erzeugen-
der Grammatiken definiert haben, gelang uns im Abschnitt 2.2 eine Charakterisierung
der zugehorigen Sprachmengen mittels verschiedener Typen von Automaten. Ziel dieses
Abschnittes ist es, eine weitere Charakterisierung der Menge der reguldren Sprachen an-
zugeben, indem wir zeigen, dass sie sich als spezielle (universelle) Algebra beschreiben
lassen.

Da Sprachen Mengen sind, konnen wir auf diese problemlos die mengentheoretischen Ope-
rationen Vereinigung und Durchschnitt anwenden. Eine weitere wichtige mengentheore-
tische Operation ist die Komplementbildung, bei der aber erst zu klédren ist, beziiglich
welcher Gesamtheit das Komplement zu bilden ist. Sei zum Beispiel L C X*. Dann ist
sicher X*\ L eine mogliche Definition des Komplements. Jedoch gilt natiirlich fiir jedes
Symbol a ¢ X auch L C (X U{a})*, womit auch (X U{a})*\ L als Komplement moglich
wére. Wir wollen uns hier auf den Fall beschrinken, dass das zugrunde liegende Alphabet
minimal gew&hlt wird.

Fiir eine Sprache L definieren wir alph(L) als die Menge aller Buchstaben, die in mindes-
tens einem Wort von L vorkommen und das Komplement von L als

L = (alph(L))*\ L.
Wir definieren nun einige der Algebra entlehnten Operationen.

Definition 2.61 FEs seien L, Ly, Ly Sprachen iiber einem Alphabet X. Wir definieren
dann das Produkt von L und Lo durch

L1 . L2 = {U)ﬂUQ Twy € Ll,UJQ € LQ}
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Weiterhin setzen wir
L = {A},
L = L"- L fir n>0
und definieren den KLEENE-Abschluss (oder KLEENE-x ) von L durch

n>0
und den positiven KLEENE-Abschluss (oder KLEENE-+) von L durch

Lt=JI"

n>1

Falls keine Missdeutungen moglich sind, lassen wir wie iiblich den Punkt als Operations-
zeichen beim Produkt fort.

Beispiel 2.62 Seien
L ={ab,ac} und L' ={ab"a:n>1}
gegeben. Dann ergeben sich:

L-L=1L* = {abab,abac,acab,acac},

L-L' = {abab"a:n >1}U{acaba:n > 1},
(L)? = {abaataab®a:i>1,5>1,k> 1},

L* = {axiazy...azx, :r > 1,2; € {b,c},1 <i<r}uU{A},
(LYt = {ab™aab™a...ab%a:t>1,s; > 1,1 <j <t}

Vom algebraischen Standpunkt aus ist das Produkt das iibliche Komplexprodukt in der
(freien) Halbgruppe der Worter iiber X. L* ist dann die kleinste Halbgruppe mit neu-
tralem Element, die L enthéalt, und L™ ist entsprechend die kleinste Halbgruppe, die L
enthélt.

Wir bemerken, dass nach Definition stets

L*=LYUL’=LtU{\}

gilt, wihrend LT = L* \ {\} nur dann gilt, wenn X\ ¢ L gilt.

Weiterhin merken wir an, dass im Spezialfall L = X die Menge L™ aus genau allen
Wértern der Léange n {iber X besteht. Somit ist dann L* die Menge aller Worter iiber X,
d.h. L* = X*, womit auch die Rechtfertigung fiir die Bezeichnung X* in diesem Zusam-
menhang nachgewiesen ist.

Mit Hilfe der mengentheoretischen und den eben eingefiithrten Operationen lassen sich
einige Sprachen sehr einfach beschreiben, fiir die wir bisher ,relativ umstéandliche® Defi-
nitionen gegeben haben. Wir wollen dies an einigen Beispielen demonstrieren.

Da offensichtlich nach Definition fiir jedes Symbol z

{z} ={2":n>0} und {z}" ={z":n>1} = {x}{z}*
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gelten, konnen wir die in den Beispielen 2.47 bzw. 2.48 akzeptierten (reguldren) Sprachen
wie folgt beschrieben:

{"aac™aa...c™aa:k>1,n >0,n;>1,2<i<k} = {c}{al{a}({c} {a}{a})*

{e}{aH{a}({cHc} {a}{a})"

und
{a"0™ :n>1,m > 2} = {a}"{b}{0}".

Die Sprache R bestehe aus allen Wortern iiber dem Alphabet X, die mindestens einen
Buchstaben aus der Menge Y C X enthalten. Hierfiir ergibt sich

R=J X*{z}X"
zeY

Satz 2.63 Wenn L und L' regulire Sprachen sind, so sind auch die Sprachen

i) LUL,

i) LN L,
i) V*\ L (wobei L C V* gilt),

i) L-L,

v) Lt und L*
requldr.

Beweis. 1) Es seien Ly und Ly zwei reguldre Sprachen iiber dem Alphabet 7. Wir haben
zu zeigen, dass auch Lj U Ly eine reguldre Sprache (iiber T') ist. Dazu seien

G1= (N, Ty, P, S1) und Go = (No, Ty, P, Ss)
zwei reguldre Grammatiken mit
L(Gy) =Ly und L(Gs) = Lo.
Offenbar konnen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
Ty=To, =T und N;NNy=10

gelten (notfalls sind die Nichtterminale umzubenennen). Ferner sei S ein Symbol, das
nicht in Ny U Ny U T liegt. Wir betrachten nun die regulére Grammatik

G=(NfUN,U{S}HT,PLUP,U{S — 51,5 — 52}, 9).
Offenbar hat jede Ableitung in G die Form
S =5, =" w, (2.1)
wobei i € {1,2} gilt und S; =* w eine Ableitung in G; ist (da wegen N; N Ny = () keine
Symbole aus N;, j # i entstehen kénnen und damit keine Regeln aus P; anwendbar sind).

Folglich gilt w € L(G;). Hieraus folgt sofort

L(G) C L(G1) U L(G) = Ly U Ls.
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Man sieht aber auch aus (2.1) sofort, dass jedes Element aus L(G;), i € {1,2}, erzeugt
werden kann, womit auch die umgekehrte Inklusion

gezeigt ist.

ii) Wir haben zu zeigen, dass fiir zwei reguldre Sprachen L; und Ly auch ihr Durchschnitt
Ly N Ly regulér ist. Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall dass A ¢ Ly N Ly liegt und
iiberlassen dem Leser die Modifikationen fiir die allgemeine Situation.

Es seien dazu wieder

G, = (N17T1,P17S1) und G = (N2,T2,P2,S2)
reguldre Grammatiken mit
L(G1> = L1 und L(Gg) = L2.

Diesmal kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit neben T = T} = T3 noch
annehmen, dass G; und G5 den in Satz 2.24 gegebenen Bedingungen geniigen. Wir be-
trachten diesmal die reguldre Grammatik

G = (Ny x Ny, T, P, (51, 955))
mit
P = {(A1,Ay) = a(By,Bs): Ay — aB; € Pi, Ay — aBy € Py}

U{(41,43) —a: A —a€ P,A — ac P}

Es ist leicht zu sehen, dass
(S1,S2) =" w'(A1, Ay) =" w

genau dann gilt, wenn es in G; und G5 Ableitungen

S ="w'A =" "w und Sy ="wA ="w

gibt. Folglich gilt w € L(G) genau dann, wenn auch w € L(G;) und w € L(Gs) erfiillt
sind. Somit ergibt sich

Damit ist der Durchschnitt von L; und Ly als reguldr nachgewiesen.

iii) Es sei L eine reguldre Sprache. Dann gibt es einen endlichen Automaten
A = (alph(L), Z, zy, F, )

mit 7'(A) = L, der also L akzeptiert. Offenbar gilt daher genau dann w € L oder gleich-
wertig w ¢ T'(A), wenn 6(zp,w) ¢ F, d.h. 0(z0,w) € Z \ F ist. Somit akzeptiert der
endliche Automat

A" = (alph(L), Z, 20, Z \ F,0)
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das Komplement von L, welches damit als regulér nachgewiesen ist.

iv) Es seien wieder
G1= (N, Ty, P, S;) und Go = (Ny, Tz, P, Ss)
reguldre Grammatiken mit
L(Gy) =Ly und L(Gs2) = Lo
und N7 N Ny = (). Wir konstruieren aus G und G5 die reguldre Grammatik
G = (N1UN,, T,P{UP,,S)
mit
Pl={A—wB:A—wBeP,Be Nj}U{A—wSy: A—we P,weT}
Entsprechend dieser Konstruktion sind die Ableitungen in G' von der Form
S =" WA = w'wSy, =" www,,

wobei S7 =* W' A = w'w = w; eine Ableitung in G; und S; =" wy eine Ableitung in
G sind. Damit ergibt sich

L(G) = {wlwg Twp € L(G1)7w2 € L(Gg)} = L(Gl) . L(Gg)

v) Wir beweisen die Aussage zuerst fiir L.
Es sei G = (N, T, P,S) eine reguldre Grammatik mit L(G) = L. Wir konstruieren die
regulire GRammatik G’ = (N, T, P’,S), wobei P’ aus P entsteht, indem wir zu P die
Regeln

A—-wSfirA—wePweT”

hinzufiigen. Die Ableitungen sind dann (bis auf die Reihenfolge der Anwendung der Re-
geln) von der Form

",/

S = wid; = wjw]S =" wiwywy Ay = wiw]wiwy S
/
n—1

!/

* !/ " " * / 1 "
=" wywy ... w,_w, S ="wijwy ... w,_ W, W,

wobei wijw! € L(G) for 1 <i <n—1und w, € L(G) gelten. Hieraus folgt leicht die zu
beweisende Aussage.

Wir geben nun die Modifikationen fiir den KLEENE-*. Gilt A € L, so kénnen wir wegen
der dann gegebenen Giiltigkeit von L* = LT wie oben vorgehen. Ist A\ ¢ L, so haben wir
L* = LT U{A}. Da {\} eine regulire Sprache ist (erzeugt von der Grammatik mit der

einzigen Regel S — ), folgt die Regularitat von L* aus Teil i) dieses Satzes. O

Wir haben oben Beispiele betrachtet, bei denen (regulére) Sprachen erzeugt werden konn-
ten, indem die Operationen Vereinigung, Produkt und (positiver) KLEENE-Abschluss auf
einelementige Mengen iteriert angewandt wurden. Wir wollen nun das auf S. C. KLEENE
zuriickgehende Resultat zeigen, dass auf diese Weise genau die regulédren Sprachen be-
schrieben werden koénnen. Dafiir verwenden wir reguldre Ausdriicke, die auch an anderer
Stelle in der Informatik zur Beschreibung von Mengen eingesetzt werden.
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Definition 2.64 Regulire Ausdriicke tiber einem Alphabet X sind induktiv wie folgt de-
finiert:

1. 0, X und x mit x € X sind regulire Ausdriicke.

2. Sind Ry, Ry und R requlire Ausdriicke, so sind auch (Ry + Rs), (Ry - Re) und R*

requldre Ausdriicke.

3. Ein Ausdruck ist nur dann reguldr, wenn dies aufgrund von 1. oder 2. der Fall ist.
Wir ordnen nun jedem reguldren Ausdruck iiber X eine Sprache iiber X zu.

Definition 2.65 Die einem reguldren Ausdruck U iiber dem Alphabet X zugeordnete
Menge M(U) ist induktiv durch die folgenden Festlequngen definiert:

o M(0)=0, M(\) = {\} und M(z) = {x} firz e X,
o Sind Ry, Ry und R requlire Ausdriicke, so gelten

((R1+R2))
M((Ry - Ry))
M(R*) = (M(R))".

I
< 5

Beispiel 2.66 Sei X = {a,b, c}. Dann sind nach 1. aus Definition 2.64
}%0:/\7 Rlza, RQZb, R3:C

regulére Ausdriicke iiber X. Nach 2. aus Definition 2.64 sind dann auch die folgenden
Konstrukte reguléire Ausdriicke:

R, = (Ri-R)=(a-a),

R{ = (Ry-R)=((a-a)-a),

R, = R,=1b",

Ry = (By+ R) = (" +((a-a)-a)),
R, = R;=c",

Ry = (RBg-Ry) = (c- )

Ry = (Ry-Rg) =((b"+ ((a-a)-a)))-(c-c)),
Rs = (Ro+ Ra) = (A+((0"+((a-a)-a)))-(c-c))).

Entsprechend Definition 2.65 erhalten wir die folgenden zugeordneten Mengen (wobei wir
offensichtliche Vereinfachungen stets vornehmen):

M(Ro) = {A}, M(Ry) ={a}, M(Ry) = {b}, M(R3) = {c},
M(Ry) = =M((R:-Ri))={a}{a} = {a’},

M(R{) = M((Ry- i) ={a’}{a} ={a’},

M(Ry) = M(R;) ={b}" ={b" :m >0},
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M(R;) = M((Ry+ R{)) = {b":m >0} u{a’},
M(Ry) = M(R;) ={c}" ={c":n >0},
M(Ry) = M((R3-R}))={cH{":n>0}={c":¢c>1},
M(Ry) = M((Ry-Rg)) = ({b" :m =0} U{a’}) {c":n>1}
= {b"":m>0,n>1YU{a’c":n >3},
M(Rs) = M((Ry+ Ry)) ={Nu{d"c":m >0,n>1}U{a’c" :n > 3})

= {Au{p"c" :m>0,n>1}U{a*c" :n > 3}.

Ist U= ((...((R1+ R2) + R3) +...) + R,,), so schreiben wir dafiir kurz

Offenbar ist .
M) = M(R).
i=1

In analoger Weise benutzen wir Summen bzw. Vereinigungen iiber gewisse Indexbereiche.

Satz 2.67 Eine Sprache L ist genau dann requlir, wenn es einen reguldren Ausdruck R
mit M(R) = L gibt.

Beweis. =) Sei L eine regulére Sprache. Dann gibt es einen endlichen deterministischen
Automaten
A= (X,Z, z,F,0)

mit T'(A) = L. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass
Z={0,1,2,...r} und 2z =0

fiir ein gewisses k > 0 gelten. Fiir i, j,k € Z bezeichnen wir mit Lﬁ ; die Menge aller
Worter w mit den beiden folgenden Eigenschaften:

° i(i,w) = j,
e fiir jedes u # A mit w = wu' und |u| < |w| gilt 0(i,u) < k.

Offenbar gilt dann

L=T(A) = J Ly (2.2)

jEF

Wir beweisen nun, dass es fiir jede Menge Lﬁ ; einen regulédren Ausdruck Rﬁ ; mit M (Rig i) =
Lf, ; gibt. Der Beweis hierfiir wird nun mittels Induktion tiber & gezeigt.
Sei zuerst k = 0. Fiir ¢ # j besteht L?J nach Definition aus allen Wortern w, die den
Zustand ¢ direkt in den Zustand j iiberfiithren, da aufgrund der zweiten Bedingung keine
Zwischenzusténde auftreten konnen. Damit muss w ein Wort der Lénge 1 sein, und es gilt

L?,j ={z:z e X,i(i,x) =j}.
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Wir schreiben dies als

L?,j: U {«}.
reEX
6(i,)=j

Damit gilt auch

L;{sz( > o).
z€eEX
6(t,)=j

womit die Aussage bewiesen ist. Gilt ¢ = 7, so kommt zu den Wortern der Lénge 1, die 4
in ¢ transformieren, noch das leere Wort hinzu. Daher ist auch in diesem Fall

0
5o

Sei nun k£ > 1 und fiir alle Mengen der Form L; ; mit s < k existiere ein regulérer Ausdruck
R;; mit L7 ; = M(R;;). Wir zeigen zuerst

Li; = Lt (LT pma) LTy, U L5 (2.3)

Sel w = 212y . ..x, ein Wort aus ij. Fir 1 <p <n —1 setzen wir
2, = 0(l, 2122 ... Tp).

Gilt 2, <k —1fir 1 <p<n-—1,soist wauch in Lﬁ;l. Folglich erhalten wir w € R.
Deshalb sei nun fiir gewisse t > 1und 1 <p; <ps < ... <p;<n-—-1

zZ.

p1 — %

P2 =z

w=k—1 und z,<k—1firp¢{p,pa...,pt}
Dann gelten

(i, 219 ..2p) =k —1
Ok — 1wy 1%p 2. Tp,,,) =k —1 fir 1<qg<t—1,
0k —1,2p,Xp,41...2,) = J.

Weiterhin wird bei keiner dieser Uberfithrungen als Zwischenschritt der Zustand k — 1
erreicht. Daher erhalten wir

T1Zg ... Tp € sz 13
k—1 .
ququ+1qu+2 qu+1 Lk: 1,k—1 fir 1 S q S l— 17

TpyTpy41Tp42 - - - T € Rk: 1,5°

und

_ k-1 k-1
W=T1 .. Ty o Tyl - T € L (L] )L

Folglich ist
Lk Csz I(Lk 1,k— 1) Lk ljULk 1'

Z]—

Die umgekehrte Inklusion und damit die Gleichheit aus (2.3) folgt durch analoge Schliisse.
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(2.3) liefert nun sofort

Lf,j = M(Rzk 1>M(Rk 1,k— ) M(Rk 1])UM(LE;1)
= M((((Rfkll [Rk 1,k— 1 )-R’,jfb)—{—Rf’;l))?

womit gezeigt ist, dass jede Menge L ; durch einen reguléren Ausdruck R beschrieben
werden kann.
Beachten wir nun noch die aus (2.2) herriihrende Relation

I = U LT+1 Z RT-l—l

JEF JEF

so ist diese Richtung des Satzes von KLEENE gezeigt.

<= ) Wir zeigen induktiv, dass fiir jeden reguldren Ausdruck U die zugehorige Menge
M(U) regulér ist.

Ist U ein reguldrer nach Ausdruck nach 1. aus Definition 2.64, so sind die zugehérigen
Mengen M (D) = 0, M(\) = {A\} und M(z) = {x} mit x € X alle endlich und folglich
auch regulir (siche auch Ubungsaufgabe 5).

Sei nun U ein reguldrer Ausdruck, der aus den reguldaren Ausdriicken R;, R, und R
entsprechend 2. aus Definition 2.64 gebildet wurde, wobei die Mengen M (R, ), M (Ry) und
M (R) nach Induktionsvoraussetzung regulér sind. Falls U = (R;+ Ry) gilt, so erhalten wir
M(U) = M(R;)UM(R5). Nach Satz 2.63 i) ist M (U) regulér. Gelten U = (R; - Ry) bzw.
U = R*, so sind nach den Saztz 2.63 die zugehorigen Mengen M (U) = M(Ry) - M(R2)
bzw. M(U) = (M(R))* ebenfalls regulér. O

Wir geben noch eine andere Formulierung des Satzes von KLEENE an, bei der wir statt der
reguléren Ausdriicke eine direkte Beschreibung durch die Mengenoperationen angeben, die
bei der Interpretation der Ausdriicke durch Mengen auftreten.

Satz 2.67° FEine Sprache L C X ist genau dann requldr, wenn sie in endlich vielen
Schritten mittels der Operationen Vereinigung, Produkt und KLEENE-Abschluss aus den
Mengen 0, {\} und {z} fir z € X erzeugt werden kann. O

Das folgende Beispiel verdeutlicht die in den Beweisen der vorstehenden Lemmata ange-
gebenen Konstruktionen.

Beispiel 2.68 Wir betrachten den endlichen Automaten A aus Beispiel 2.47 und konstru-
ieren zu der durch ihn akzeptierten Sprache die Darstellung durch Vereinigung, Produkt
und KLEENE-Abschluss. Zur Vereinfachung der Schreibweisen werden wir dabei statt z;
die Bezeichnung ¢ verwenden. Es ergibt sich

T(A) = Léz
LS s(Ls5)"Lio U Ly
»(Wegen L§72 =)
2(L39) L35 U L
= (L;Q)*(Wegen A€ Lg,z)
= (L(l),l(Lil)*Liz U L(1),2)(L5,1(L%,1)*L%,2 U L%,Q)*

O
2
0
2
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= L(1),1{a} : (Lé’l{a})*wegen L%g = {a}, Lil = L(l),z = L%g =0)
= (Lg,o(Lg,o)*Lg,l U Lg,l){a} : ((Lg,o(Lg,o)*Lg,l U Lg,l){a})*
= (A cHA e {a} U{ab){a} - ({cHA e} {a}){a})",

woraus die abschlieBende Darstellung
T(A) = (A +e) - (A+¢))-a)+a)-a)- (((c- (A+¢)) -a) -a¥))

gewonnen wird.
Wir bemerken, dass diese Darstellung nicht mit der auf auf Seite 98 gegebenen Darstellung

T(A) = {c}"{ar{a;({cH{c} {a}{a})"

identisch ist. Daher zeigt dieses Beispiel auch noch, dass es mehrere Beschreibungen durch
Operationen fiir eine reguldre Menge geben kann.

Wir setzen das Beispiel jetzt fort, indem wir ausgehend von der Beschreibung von T'(.A)
eine Grammatik konstruieren, die T'(A) erzeugt. Zur Abkiirzung des Prozesses starten wir
mit der letzten oben gegebenen Darstellung fiir T'(.A).

Offenbar ist fiir alle nachfolgenden Grammatiken die Menge T der Terminale durch die
Eingabemenge {a, b, ¢} von A gegeben.

Wir konstruieren nun zuerst Grammatiken, die die notwendigen (einelementigen) Mengen
erzeugen. Ferner sichern wir dabei die Disjunktheit aller Mengen von Nichtterminalen, da
diese in den Beweisen der Abgeschlossenheit unter Vereinigung, Produkt und KLEENE-
Abschluss teilweise vorausgesetzt wurde. Wir gehen daher von

G, = ({8}, T,{S; — ¢},5;) firie{1,4,5}
Gj = ({5}, T.{S; — a},5;) fiiri € {2,3,6,7}

aus, fiir die

L(Gi) = {c} und  L(G;) = {a}

und damit auch
T(A) = L(G1)"L(G2) L(G3)(L(G4) L(G5)" L(Ge ) L(G7))*

gelten. Wir gehen nun entsprechend den Konstruktionen des Satzes 2.63 vor. In der fol-
genden Tabelle geben wir stets die erzeugte Sprache, die Regeln und das Axiom an (die
Nichtterminale kénnen aus den Regeln abgelesen werden).

105



L(G1)* = {a}" ST — NS — 51,51 — ¢S, 51 — ¢ S

L(Gl)*L<G2) Si — SQ, Si — Sl, Sl — CSl, 51 — CSQ, Si
Sg — a

L(Gl)*L<G2)L(G3) Si — SQ, Si — Sl, Sl — CSl, 51 — CSQ, Si
SQ — 053, 53 — C

L(Gg))* Sé — )\, Sé — 55, 55 — 655, 55 — C Sé

L(G4)L(G5)* S4 — CSé, Sé — )\, Sg—) — 55, 55 — CS5, 84
S5 — C

L<G4)L(G5>*L(G6)L(G7) S4 — CSé, Sé — S@, Sé — 55, S5 — CS5, 84
S5 — CSG, S@ — CLS7, S7 — a
(L(G4)L(G5)*L(G6>L(G7))* Si — )\, Slll — 54, 84 — CSE/—), Sé — SG, Sfl
Sé — 55, 55 — 055, S5 — CSG,SG — aS7,
S7 —

T(A) S} — 55,87 — 51,51 — ¢S1,581 — ¢Sy, | 5]
SQ — CSg, Sg — CSZ;, Slll — )\, Sﬁ,l — S4,
Sy — ¢S;, St — Sg, St — S5, S5 — ¢S,

55 — CSG, Sﬁ — CLS7,S7 — Qa

2.4 Entscheidbarkeitsprobleme bei formalen
Sprachen

Formale Sprachen sind fiir uns ein Modell, das als theoretische Grundlage der Untersu-
chung von Programmiersprachen, der Syntaxanalyse und der Compilerkonstruktion be-
nutzt werden kann. In diesem Zusammenhang ist das folgende natiirliche Entscheidungs-
probleme von besonderem Interesse.

Das Mitgliedsproblem ist die Frage, ob eine gegebene Grammatik ein gegebenes Wort
erzeugt. Hierbei ist aber wichtig, wie die Sprache gegeben ist. Entsprechend den vorher-
gehenden Abschnitten kann dies sowohl durch eine Grammatik als auch durch einen ak-
zeptierenden Automaten (und im Fall einer reguldren Sprache auch durch einen reguléren
Ausdruck) geschehen. Daraus resultieren mindestens die zwei folgenden Varianten des
Mitgliedsproblems fiir kontextfreie Sprachen:

Gegeben: Grammatik G = (N, T, P, S) und Wort w € T*
Frage : Ist w in L(G) enthalten ?

oder

Gegeben: Kellerautomat M = (X, Z, T, zp, F,0) und Wort w € X*
Frage: Ist W in T'(M) enthalten ?

Wir haben das Problem nur fiir kontextfreie Grammatiken bzw. Kellerautomaten ange-
ben. Natiirlich kann die gleiche Frage auch fiir andere Typen von Grammatiken gestellt
werden, fiir beliebige Regelgrammatiken (bzw. Turing-Maschinen) oder kontextsensitive
Grammatiken oder monotone Grammatiken (bzw. linear beschrinkte Automaten) oder
regulire Grammatiken.

Im Folgenden interessieren wir uns zuerst dafiir, ob das Problem entscheidbar ist oder
nicht, d.h. wir untersuchen, ob es einen Algorithmus gibt, der die Frage beantwortet. Die
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Antwort ist dann unabhéingig von der Formulierung des Problems, da sowohl der Ubergang
von einer kontextfreien Grammatik G zu einem Kellerautomaten M mit L(G) = T' (M)
als auch der umgekehrte Ubergang von einem Kellerautomaten zu einer kontextfreien
Grammatik konstruktiv - also mittels eines Algorithmus - erfolgen. Folglich haben beide
Formulierungen stets die gleiche Antwort.

Eine analoge Situation ist auch hinsichtlich der anderen Typen von Grammatiken und
zugehorigen Automaten gegeben.

Im Fall der Existenz eines Algorithmus zur Beantwortung des Problems ist natiirlich auch
die Komplexitdt des Algorithmus von groflem Interesse. Hier ist eine Abhingigkeit vom
Problem gegeben, da schon die GroBe der Eingabe Grammatik bzw. Automat (Maschine)
unterschiedlich sind. Wir geben hier stets nur die Komplexitiat des Algorithmus bezogen
auf die Grofle der Grammatik an. Ist man an der Komplexitidt bezogen auf die (hier noch
nicht definierte) Grofie des Automaten interessiert, so lésst sich diese meist leicht dadurch
ermitteln, dass man den Aufwand fiir den Ubergang vom Automaten zur Grammatik
noch hinzufiigt. Letzterer Aufwand kann aus den Konstruktionen in Abschnitt 2.2 relativ
einfach ermittelt werden.

Wir bestimmen nun den Entscheidbarkeitsstatus und die Komplexitédt des Mitgliedspro-
blems fiir die Grammatiken der CHOMSKY-Hierarchie.

Satz 2.69 Das Mitgliedsproblem ist fir (beliebige) Regelgrammatiken unentscheidbar.

Beweis. Aus den Sétzen 2.33 und 2.43 ergibt sich sofort, dass w € L(G) genau dann
gilt, wenn die zugehorige TURING-Maschine auf w stoppt. Die Entscheidbarkeit des Mit-
gliedsproblems wiirde daher die Entscheidbarkeit der Frage, ob eine TURING-Maschine
auf einem Wort stoppt, zur Folge haben. Das widerspricht aber Satz 1.28. O

Satz 2.70 Das Mitgliedsproblem ist fiir monotone (oder kontextsensitive) Grammatiken
entscheidbar.

Beweis. Es seien die monotone Grammatik G = (N, T, P, S) und das Wort w € T*
gegeben.
Entsprechend der Definition von monotonen Grammatiken kann A € L(G) nur gelten,
wenn P die Regel S — X enthiilt. Daher ist das Mitgliedsproblem fiir w = X\ entscheidbar,
und wir kénnen von nun ab voraussetzen, dass w € T gilt.
Es sei

S=w)y=—= W = Wy —> ... —= W, = W

eine Ableitung von w in G. Falls w; = w; fiir ¢ < j gilt, so ist auch
S:w0:>w1:>w2:>...:>wi:>wj+1:>wj+2:>...:>wn:w

eine Ableitung von w in G. Daher kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dass bei w € L(G) eine Ableitung von w in G existiert, in der keine Satzform
mehrfach auftritt. Da bei monotonen Grammatiken |w;_;| > |w;| ausgeschlossen ist und
nur #(V)* Worter der Liinge k iiber V = N UT existieren, tritt innerhalb einer Ableitung
von w stets nach hochstens # (V) Schritten eine Verlingerung der Satzform ein. Daher
muss es, falls w € L(G) gilt, eine Ableitung von w in G geben, die hochstens |w|#(V)I+!

107



Schritte hat. Da es hochstens #(P)'“"#(V)lwm Ableitungen dieser Lénge gibt, besteht die
Méoglichkeit diese durchzutesten und damit festzustellen, ob w € L(G) gilt. a

Der eben beschriebene Algorithmus zur Losung des Mitgliedsproblems fiir monotone (kon-
textsensitive) Grammatiken hat exponentielle Komplexitét bez. der Linge von w, da
4 (P)lw#V)™ msgliche Ableitungen zu testen sind.

Aus Satz 2.70 folgt sofort, dass die monotonen Sprachen rekursiv sind. Damit ergibt sich
unter Beachtung von Satz 2.37 die folgende Aussage, die dann die verbliebene Liicke bei
der Behandlung der CHOMSKY-Hierarchie in Abschnitt 2.1 schliefit.

Satz 2.71 L(MON) C L(RE) O

Aus Satz 2.70 folgt natiirlich sofort, dass das Mitgliedsproblem fiir kontextfreie und re-
guldre Grammatiken ebenfalls entscheidbar ist. Wir sind aber in der Lage fiir diese Gram-

matiktypen die Komplexitdt ndher zu bestimmen. Zur Formulierung der Aussage benoti-
gen wir den Begriff der Grofle k(G) einer Grammatik G = (N, T, P, S), der durch

BG)= > lol+18]+1

a—BEP

definiert ist (wir fassen Eine Regel als Wort auf und addieren die Léngen aller Regeln).

Satz 2.72 i) Das Mitgliedsproblem ist fiir kontextfreie Grammatiken G = (N, T, P, S) in
CHOMSKY-Normalform in der Zeit O(#(P) - |w|*}) entscheidbar.

ii) Das Mitgliedsproblem ist fiir kontextfreie Grammatiken G = (N, T, P,S) in der Zeit
O(k(G) - #(N) - #(P) - |w]®) entscheidbar.

Beweis. 1) Es seien die kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) in CHOMSKY-Normalform
und ein Wort w = ajas . .. a, der Linge n gegeben. Wir konstruieren schrittweise die Men-
gen V;; mit 0 < i < j <n wie folgt: Zuerst setzen wir

Viciu={A| A€ N, A — qa; € P}.
Sind dann fiir ¢ < k£ < j die Mengen V; , und V}, ; bereits definiert, so setzen wir
Viij={A|AeN,A— BCeP,BeVy,CeViji<k<j}

Da es hochstens n Moglichkeiten fiir £ gibt und fiir jedes k alle Regeln von P durchzumus-
tern sind, kann jede Menge V;; in #(P) - n Schritten konstruiert werden. Da insgesamt

@ Mengen zu konstruieren sind, ergibt sich damit ein durch %2(”“) nach oben
beschrénkter Gesamtaufwand fiir die Konstruktion der Mengen.
Wir beweisen nun mittels Induktion iiber die Differenz j — i, dass

V;"j = {A ’ A€ N, A =" iy 1Ai42 - .. Clj} (24)

ist.
Fiir j — ¢ =1 gilt dies nach Konstruktion.
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Es sei nun A € V; ;. Dann gibt es nach Konstruktion Nichtterminale B € V; , und C' € V ;
mit A — BC € P. Nach Induktionsvoraussetzung gelten dann

* *
B =" a;110i42...a;, und C =" api10p42...0;.
Folglich ergibt sich
* *
A — BC — A;11Ai42 - .. (Zk;C — A1 10542 ... QpAp+10K4+2 - - - Clj.

Gilt umgekehrt A =" a;1a;42 . . . aj, so muss es wegen der CHOMSKY-Normalform Nicht-
terminale B und C' und ein k£ mit ¢ < £ < j und

A—BCeP, B="a10i+2...a5, C =" ap1a512...0,

geben. Nach Induktionsvoraussetzung haben wir B € V;; und C € V}, ;, woraus wir nach
Konstruktion von V; ; dann A € V; ; erhalten.

Somit ist (2.4) bewiesen.

Aus (2.4) ergibt sich aber genau dann S =" ajay...a, = w, wenn S € V;,, gilt. Damit
sind w € L(G) und S € Vp, gleichwertig. Um w € L(G) zu entscheiden, reicht es also die
Mengen V; ; mit 0 <14 < j < n zu konstruieren und S € V;,, zu iiberpriifen. Nach obigem
ist daher die Entscheidung des Mitgliedproblems fiir G und w in 6(#(P) - |w|*) Schritten
moglich.

ii) folgt aus i) sofort, wenn wir beachten dass bei der Umwandlung einer beliebigen
kontextfreien Grammatik G = (N,7T, P, S) in eine Grammatik G' = (N',T, P, S’) in
CHoMsKY-Normalform entsprechend den Konstruktionen aus Abschnitt 2.1.2 die Bezie-
hung #(P') = O(k(G) - #(N) - #(P)) gilt. m

Beispiel 2.73 Wir illustrieren den eben beschriebenen Algorithmus, den sogenannten
Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus, anhand der Grammatik

G=({S,T,U},{a,b}, P,>S)
mit den Regeln
S—=8TT—-TUT—-TI,U—-TSS—aT—alU—b

in P. Wir wollen zuerst untersuchen, ob das Wort w = aabaa in L(G) liegt. Wir miissen
also die zugehorigen Mengen V; ; mit 0 <7 < j <5 konstruieren. Es ergeben sich

Voo = {Al|A—aeP}={5T}
Vie = {A|A—aeP}={5T}
Vo = {AlA—beP}={U},
Voo = {A|A—=BCePBeV,,,CcViy}={STU},
Vis = {A|A—BCeP,BeV,,CeVos}={T},
Vos = {A|A—BCeP,BeVy;,CeVis}
U{A"| A — B'C" € P,B' € Vj5,C" € Va3}
= {S,Tyu{T} ={S,T}.
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Die weiteren Mengen konnen der nachfolgenden Tabelle entnommen werden, wobei das
i-te Symbol des Wortes w im Schnittpunkt der Zeile 4 und Spalte ¢ und die Menge V; ; im
Schnittpunkt der Zeile ¢ und Spalte j eingetragen und die Mengenklammern fortgelassen
wurden.

0 1 2 3 4 5
0 S, T |S,T.U |S,T|STU]|STU
1 a S, T T T,.U T.U
2 a U 0 0
3 b S, T | S,T,U
4 a S, T
) a
Wegen S € V5 folgt w = aabaa € L(G).
Fiir v = abaaa ergibt sich die Tabelle
O 1 |2 3 4 5
0 S, T|\T|T,U | T,U .U
1 a |[U| 0 0 0
2 b | ST |STU|STU
3 a S, T | S,T,U
4 a S, T
5 a

und damit v ¢ L(G) wegen S ¢ V5.

Eine genaue Analyse des Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus ergibt, dass die Bestim-
mung der Mengen V; ; eine Analogie zur Matrizenmultiplikation aufweist. Hierdurch ist
bei fester Grammatik G (und damit festem P) eine Verbesserung méglich, da Algorithmen
fiir die Matrizenmultiplikation bekannt sind, die O(n®) mit a < 3 erfordern. So erfordert
z.B. die Multiplikation von Matrizen nach STRASSEN nur O(n'°£2(").

Fiir regulére Sprachen 148t sich die folgende Verschérfung von Satz 2.72 angeben.

Satz 2.74 Fir eine regulire Grammatik G = (N, T, P, S) und ein Wort w ist in der Zeit
O(k(G) - #(N) - |w|) entscheidbar, ob w € L(G) gilt.

Beweis. Zuerst konstruieren wir entsprechend Satz 2.24 in der Zeit O(#(N)k(G)) die
reguldre Grammatik G' = (N',T, P’,S") zu G, die nur Regeln der Form A — aB oder
A — amit A;B € N';a € T besitzt (vielleicht mit Ausnahme der Regel S’ — A) und
L(G") = L(G) erfillt. Fiir G’ gelten auflerdem #(N') = 0(k(G)) und #(P') < 4-k(G') =
O(#(N)k(G)) nach dem Beweis von Satz 2.24.

Es sei w = ajay . .. a,. Dann setzen wir My = {S} und

Mi = {A | B — CLz‘A fiir ein B € Mifl}

fir 1 < ¢ < n — 1. Die Bestimmung von M;, 1 < i < n, aus M;_; kann in der Zeit
O(#(P")) erfolgen, da einmal die Regeln aus P’ durchzumustern sind. Aus der Kon-
struktion der Mengen folgt sofort, dass A € M, genau dann gilt, wenn es die Ableitung
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S =* ajay...a;A gibt. Nun iiberpriifen wir, ob es ein Nichtterminal A in M,,_; gibt, fiir
das eine Regel A — a,, in P vorhanden ist. Gibt es ein solches Nichtterminal, so existiert
die Ableitung

S ="a1as...0,_1A = a1as...0,_10, = W,

womit w € L(G") = L(G) gilt. Ist dagegen kein solches Nichtterminal vorhanden, so kann
es keine nach Erzeugung von a,, terminierende Ableitung geben, woraus w ¢ L(G’) = L(G)
folgt. Da die Existenz eines solchen Nichtterminals erneut in der Zeit O(#(P’)) getestet
werden kann, erhalten wir als gesamten Zeitbedarf

OF#(P)[w]) = O(K(G) - #(N) - [w]).

Ubungsaufgaben
1. Bestimmen Sie die von der Grammatik
G = ({5, X1, Xz, X3},{a,b,c}, P, S)
mit
a) P={5 — X15X,,5 — X3, X7 — aX1b, X7 — \, Xy — bXsa, Xy — N\, X3 — ¢}

b) P = {S — CLXlXQ, CLX1 — CLCLle, le — bX1X3,X3b — ng,XgXQ — XQC,
X1X2 — bC}
C) P = {S — CLSXl,S — CLXQ,XQXl — bXQC, CXl — XlC, XQ — bC}

erzeugte Sprache.
2. Geben sei die Grammatik
G = ({S},{a,b},{S — SS,S — aaSh,S — bSaa,S — A}, 9).

Gilt
LG)={w:weT" |wl,=2-|w}p}?

3. Geben Sie fiir die folgenden Sprachen kontextfreie Grammatiken an:
a) {a™"c™ :n>1,m > 3},
b) {altad? ... ap*b*b b5 iy > 1 fiir 1 <4 < kY.

4. Geben Sie eine regulidre Grammatik an, die die Menge aller Worter w € {a, b, c}*,
die genau drei Vorkommen von a und hochstens zwei Vorkommen von ¢ haben,
erzeugt.

5. Beweisen Sie, dass jede endliche Sprache regulér ist.
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10.

11.

12.

13.

. Es sei

L=A{x1x9... 2pxpnxyq...07:n>1x; €T, 1<i<n}.

Beweisen Sie, dass
i) L eine kontextfreie Sprache ist,
ii) L keine regulére Sprache ist.

Es sei
L={d®" :n>1}.

Beweisen Sie, dass
i) L eine monotone Sprache ist,
ii) L keine kontextfreie Sprache ist.

. Beweisen Sie, dass

{ww:we Tt} e LICS)

und
{ww:we Tt} ¢ LICF)

gelten.

Geben Sie fir die Grammatik G = (N, T, P, S) mit

N = {S,A, B},
T = {a,b,c},
P = {S—c¢cSe,S— AB,A — aAb,B — ¢Bb, A — ab, B — \}

eine Grammatik G’ in Chomsky-Normalform mit L(G") = L(G).
Eine Grammatik G = (N, T, P, S) heifit linear, falls P nur Regeln der Form
A— wiBwyund A — w mit A,B € N und wy,ws,w € T™

enthélt.
a) Beweisen Sie, daf es eine lineare Sprache gibt, die nicht regulér ist.
b) Beweisen Sie, daf es eine kontextfreie Sprache gibt, die nicht linear ist.

Fiir eine Sprache L iiber dem Alphabet V mit a € V sei
Lo={w:awe L} und L*={v:va€ L}

Zeigen Sie, dass fiir regulédres L auch L, und L* regulér sind.

Fiir eine Sprache L sei Ly, die Menge der in L enthaltenen Worter gerader Lange.

Beweisen Sie, dass fiir reguléres L auch L., regulédr ist.

Gegeben sei der endliche Automat

A= ({a,b}, {20, 21, 22}, 20, {22}, 9)
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

mit

a) Beschreiben Sie A durch einen Graphen.
b) Welche der Worter abaa, bbbabb, bababa und bbbaa werden von A akzeptiert?
¢) Bestimmen Sie die von A akzeptierte Sprache.

Gegeben sei der Graph

der den Automaten A beschreibt.

a) Geben Sie alle moglichen Uberfithrungen bei Eingabe von aaabb an.

b) Wird aaabb von A akzeptiert.

¢) Bestimmen Sie die von A akzeptierte Sprache.

d) Geben Sie einen deterministischen endlichen Automaten B mit 7'(A) = T'(B) an.

Konstruieren Sie einen (nichtdeterministischen) endlichen Automaten, der die Spra-
che aller Worter iiber {1,2,3} akzeptiert, bei denen die Quersumme durch 6 teilbar
ist.

Konstruieren Sie einen (nichtdeterministischen) endlichen Automaten, der die Spra-
che aller Worter iiber {a,b,c} akzeptiert, bei denen jedes Teilwort der Léinge 3
mindestens ein a enthélt.

Gegeben sei ein endlicher Automat A mit n Zustianden. Beweisen Sie, dass

a) T'(A) genau dann nicht leer ist, wenn 7'(A) ein Wort der Liange m mit m < n
enthalt,

b) T'(A) genau dann unendlich ist, wenn 7'(.A) ein Wort der Lange m mit n < m <
2n enthélt.

Geben Sie fiir die reguldren Sprachen aus den Aufgaben 4, 13, 14 und 16 eine
Darstellung mittels Vereinigung, Produkt und KLEENE-Abschluss.

Gegeben sei der Kellerautomat
M = ({ZO7 21 22}7 {a7 b}v {X}v 20, {ZQ}, 5)
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20.

21.

22.

23.

24.

mit

(5(2’0,b, #) = {(Zo,X)}, 5(Zo,b,X) = {(Zo,XX)},
6(Z0>G7X) = {(217>‘)}7 5<217Q7X) = {(217)‘)}7
5(2’1,&,#) = {(Z()v)‘)}

und §(z,z,7) = {(22,A)} in allen anderen Féllen. a) Untersuchen Sie, ob baabaa,
babaaaa und baaabaa von M akzeptiert werden.
b) Bestimmen Sie die von M akzeptierte Wortmenge.

Bestimmen Sie fiir die nachfolgend genannten Sprachen jeweils einen Kellerautoma-
ten, der sie akzeptiert.

a) {wdw®? : w € {a,b}*},

b) die Menge aller Palindrome iiber {a, b},

c) die Menge aller Worter tiber {a, b}, bei denen die Anzahl der Vorkommen von a
und b gleich sind,

d) die Menge aller Worter iiber {(,)}, die einer korrekten Klammerung entsprechen.

Konstruieren Sie zu der Grammatik
G = ({S,A, B}, {a,b,c}, P,S)

mit
P={S—aABA,S — aBB,A — bA,A—b,B — ¢B,B — ¢}
einen Kellerautomaten M mit T (M) = L(G).

Bestimmen Sie zu reguldren Grammatiken G, Gy und G, reguldre Grammatiken H

und H' mit L(H) = L(G) und L(H') = L(G1) N L(G2).

Beweisen Sie, dass zu kontextfreien Grammatiken G; und G5 kontextfreie Gram-
matiken G und G’ mit L(G) = L(G1) U L(Gs), L(G') = L(G4) - L(G2) und k(G) =
O(max{k(Gy),k(G2)}) und k(G") = O(max{k(G1), k(Gs)}) gibt.

Gegeben seien die Grammatik G = ({S, A, B,C}, {a, b}, P,S) mit
P={S— AB,S — BC,A— BAJA—a,B— CC,B—bC — AB,C — a}

und die Worter w; = abbba, wy = baaba und ws = bbbaaa. Stellen Sie mittels
des Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus fest, welche der Worter wq, wq, w3 in L(G)
liegen.
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Kapitel 3

Elemente der Komplexitatstheorie

3.1 Definitionen und ein Beispiel

Im ersten Abschnitt haben wir gesehen, dass es Probleme gibt, die durch keinen Algo-
rithmus gelost werden konnen, zu deren Losung es also kein fiir alle Eingaben korrekt
arbeitendes Programm gibt. Neben dieser generellen Schranke fiir Algorithmen gibt es
aber auch der Praxis entstammende Grenzen. Stellen wir uns vor, dass durch ein Pro-
gramm entschieden wird, ob ein Element zu einer Menge gehort! und dass bei einem
Element der Grofie? n fiir die Entscheidung vom Computer f(n) Operationen ausgefiihrt
werden miissen. In der folgenden Tabelle sind einige Zeiten zusammengestellt, die sich
bei verschiedenen Funktionen f ergeben, wobei wir annehmen, dass der Computer eine
Million Operationen in der Sekunde ausfiihrt. (Wenn wir eine andere Geschwindigkeit des
Computers annehmen, z.B. 10° Operationen je Sekunde, so dndern sich die Tabellenwerte
nur um einen konstanten Faktor. Wir merken aber an, dass aus physikalischen Griinden
eine Schranke fiir die Geschwindigkeit existiert.)

n 5 10 50 100

f
n? | 0,000025s | 0,0001 s 0,0025 s 0,01 s
n® | 0,003125 s 0,1s 312,5 s ca. 3 Std.

27 10,000032 s | 0,001024 s | ca. 36 Jahre | ca. 1017 Jahre
n" | 0,003125 s | ca. 3Std. | > 107! Jahre

Abb. 2.1.

Man sieht an den Werten deutlich, dass bei den Funktionen f(n) = 2" und f(n) = n" der
Zeitaufwand bei praktisch relevanten Fillen mit Eingaben einer Gréfie > 50 so grof§ ist,
dass sie nicht in ertréglicher Zeit zu einem Ergebnis fithren. Hieraus resultiert, dass nur
solche Algorithmen von Interesse sind, die nicht zu zeitaufwendig sind. Gleiches gilt fiir
die zur Losung notwendige Speicherkapazitdt. Wir formalisieren nun diesen Ansatz zur
Messung der Effizienz eines Algorithmus.

"'Wir erinnern daran, dass jedes entscheidbare Problem auf eine solche Frage zuriickgefiihrt werden
kann.

2Wir gehen hier nicht nither auf den Begriff der GroBe ein. Dies kann z. B. bei Wortern die Linge, bei
Matrizen die Anzahl der Zeilen, bei Polynomen der Grad sein.
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Dabei verwenden wir TURING-Maschinen als Beschreibung der Algorithmen. Um eine
einheitliche Definition zu erreichen, werden wir TURING-Maschinen mit k-Arbeitsbindern
verwenden. Wir beginnen daher mit der Definition solcher Maschinen.

Definition 3.1 FEine akzeptierende k-Band-TURING-Maschine ist ein 6-Tupel
M = (kvXa Za ZOaQ7F75)7

wobei k > 1 eine natirliche Zahl ist, X, Z, zy, @ und F wie bei einer TURING-Maschine
definiert sind, § eine Funktion

(Z\Q) x (XUHNT — Z x (XU {}" x {R,L, N}*!
ist und x ¢ X gilt.

Die k-Band-TURING-Maschine verfiigt iiber ein Eingabeband, auf dem nur gelesen werden
darf, und k Arbeitsbander mit jeweils einem Lese-Schreibkopf. Wir interpretieren X, Z,
2, @ und die Elemente aus {R, L, N} wie bei einer TURING-Maschine. Falls

/
5(2733673;17'7;27"'733]6) = (Z 7y17y27"'aykarmrla?n%"'?/rk’)

gilt, so interpretieren wir dies wie folgt: Die Maschine liest im Zustand z auf dem Eingabe-
band den Buchstaben z., auf dem i-ten Arbeitsband den Buchstaben z;, 1 < i < k, geht
in den Zustand 2’ iiber, schreibt den Buchstaben y; auf das i-te Arbeitsband, 1 < i < k,
der Lesekopf des Eingabebandes bewegt sich nach r. € {R, N, L} und der Kopf des i-ten
Arbeitsbandes nach r; € {R, L, N}, 1 <1 <k.

Definition 3.2 Sei M eine k-Band-TURING-Maschine wie in Definition 3.1.
Fine Konfiguration von M ist ein 2k + 5-Tupel

/ ! ! / /
(2, We, WL, Wy, WY, Way Why . . .y Wiy Wy Wa, W), (3.1)

wobei z € Z, we,w,, € (X U{x})* und w;,w; € (X U{x})* firl <i <k gelten.

Fine Konfiguration heifit Anfangskonfiguration, falls z = 2y, we = W1 = We = ... = Wy =
A und wl, = w) =wh = ... =w;, = * gelten.

Fine Konfiguration heifit Endkonfiguration, falls z in Q liegt.

Wir interpretieren eine Konfiguration (3.1) wie folgt: Die Maschine befindet sich im Zu-
stand z, auf dem Eingabeband steht w.w! und der Lesekopf steht iber dem ersten Buch-
staben von w., fir 1 <1 < k steht auf dem i-ten Arbeitsband w;w, und steht der Kopf
iiber dem ersten Buchstaben von wy.

Bei einer Anfangskonfiguration ist die Maschine im Zustand z,, auf dem Eingabeband
steht w., der Lesekopf befindet sich iiber dem ersten Buchstaben von w’, alle Arbeitsbander
sind leer, aber durch ein angegebenes x wird die Position des Kopfes des Bandes angege-
ben.

Wir {iberlassen dem Leser eine formale Definition der Anderung der Konfiguration K; in
die Konfiguration Ks, die sich aus dem bisher gesagtem in Analogie zu Definition 1.17
ergibt und die wir wieder mit K; - K, bezeichnen.
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Definition 3.3 Sei M eine k-Band-TURING-Maschine wie in Definition 3.1. Die von M
akzeptierte Sprache besteht aus allen Wortern w € X* | die die Anfangskonfiguration

K = (20, \,w, A\, %, A\ %, A %)
eine Endkonfiguration
K' = (¢, We, wl, wy, wiwg, wh, . .., wg,wy,) mit g € F
tberfiihren.
Wir definieren nun die Grundbegriffe der Komplexitétstheorie.

Definition 3.4 Sei M = (k, X, Z, 29, Q, 0, F') eine deterministische akzeptierende k-Band-
TURING-Maschine, die bei jeder Fingabe einen Stoppzustand erreicht. Ferner sei r =
4(X). ,,

i) Mit ty(w), w € X*, bezeichnen wir die Anzahl der (direkten) Uberfihrungsschritte,
die M ausfiihrt, um die Anfangskonfiguration (zo, \,w, A, %, X\, *,... A\, ) in die zugehori-
ge Endkonfiguration zu transformieren, und nennen ty(w) die Zeitkomplexitit von w
beztiglich M.

ii) Fir eine natirliche Zahl n setzen wir

tar(n) = mazx{ty(w) : |w| = n}

und = ()
_ wl=n ta(w
ta(n) = H—n
T
Die Funktionen ty und ty; von N in N heiffen Zeitkomplexitit des ungiinstigsten Falles
(worst-case time complezity) und durchschnittliche Zeitkomplezitit (average time comple-

zity) von M.

Bei tp(n) wird die Zeitkomplexitét ¢y, (w) des Wortes w der Lange n genommen, fiir das
M am meisten Schritte benotigt, d.h. die Komplexitdt des ungiinstigsten Wortes wird
benutzt. Bei der durchschnittlichen Zeitkomplexitiat wird zuerst die Summe der Zeitkom-
plexitéiten aller Worter der Lange n gebildet und dann - wie bei Durchschnittsbildungen
iiblich - durch die Anzahl r™ aller Worter der Lange n dividiert.

Wir betrachten die Funktionen ¢;; und ¢, als Mafle fiir die Effizienz des durch M reali-
sierten Algorithmus.

Neben dem Zeitaufwand zur Losung eines Problems ist auch noch der Speicherbedarf eine
wesentliche Kenngrofle.

Definition 3.5 Seien M und r wie in Definition 3.4 gegeben.

i) Mit spr(w), w € X*, bezeichnen wir die Anzahl der Zellen auf den Arbeitsbindern, tiber
denen wihrend der Uberfihrung der Anfangskonfiguration (2o, \,w, \, %, A, %,..., A, %) in
die zugehdrige Endkonfiguration mindestens einmal der Lese-/Schreibkopf stand. sy (w)
heifst die Raumkomplexitit von w auf M.
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ii) Fiirn € N setzen wir

und

rn
sy und Sy heiffen Raumkomplezitit des ungiinstigsten Falles bzw. durchschnittliche
Raumkomplexitit von M.

Wir illustrieren die Begriffe nun an einem Beispiel.

Beispiel 3.6 Wir betrachten die Sprache
L={a"b":n>1}

und die 1-Band-TURING-Maschine M, die wie folgt arbeitet:

e Ist M im Anfangszustand zy und liest ein a, so geht sie in den Zustand z, und
schreibt ein a auf das Arbeitsband.

e Ist M im Zustand z,, so bleibt sie in z,, solange sie ein a liest und schreibt jedes
Mal beim Lesen eines a auch ein a zusitzlich auf das Arbeitsband. Beim Lesen des
ersten b in z, geht M in z, und l6scht ein a auf dem Arbeitsband.

e Den Zustand z, verdndert M nicht, solange ein b gelesen wird, und bei jedem Lesen
eines b wird ein a geloscht. Wird dann ein % gelesen und ist das Arbeitsband leer,
so geht M in den akzeptierenden Stopzustand z,p.,.

e In allen Féllen wechselt M in den ablehnenden Stopzustand z.

Hieraus ergeben sich folgende Aussagen zur Komplexitit von w € {a,b}*:

w tar(w) sar(w)
ab’,r>s>1 r+s+1 r
ab®, s>r>1 2r+1 r
buw', w' € {a,b}* 1 0
abaw”, r>1s>1w" € {a,b}* | min{r +s+1,2r + 1} r

Dabher gelten stets |w|+1 > min{r+s+1,2r+1} und |w| > r. Ferner gelten t5,(a™) = n+1
und sys(a™) = n. Somit erhalten wir

tu(n)=n+1 und spy(n)=n

als Zeit- bzw. Raumkomplexitéit des schlechtesten Falles. In beiden Komplexitdtsmaflen
erhalten wir lineare Funktionen als Komplexitdten des schlechtesten Falles.

Wir betrachten nun die durchschnittliche Raumkomplexitét. Dazu bemerken wir zunéchst,
dass jedes Wort der Lénge n entweder ™ oder von der Form a"bw” mit » > 0 und
w” € {a,b}* ist. Dann gelten

sy(@”)=n und  sy(abw”) = {g = (1) .
r =
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2n7r71

Ferner gibt es genau verschiedene Worter w” der Lange n — r — 1, womit sich

. n4+ Yol g (20 —n—1) 1
sw(n) = 7 - on T

ergibt. Die durchschnittliche Raumkomplexitidt von M ist also durch eine Konstante be-
schrankt.

Ohne Beweis merken wir an, dass dies auch fiir die durchschnittliche Zeitkomplexitéit von
M gilt.

Wir kénnen zur Entscheidung von L aber auch die 1-Band-TURING-Maschine M’ benut-
zen, die sich von M nur dadurch unterscheidet, dass sie zuerst 0 auf das Arbeitsband
schreibt und dann bei Lesen von a in z, bzw. zy die Zahl auf dem Arbeitsband um Eins
erhoht und bei Lesen von b in 2z, um Eins erniedrigt wird.

Die Komplexititen dndern sich dann wie folgt: Die Lange des Wortes auf dem Einga-
beband ist bei binédrer Zahlendarstellung dann durch log,(n) beschréankt (und bei Ver-
wendung einer anderen Basis zur Darstellung wird dieser Wert nur um einen konstanten
Faktor verkleinert). Somit gilt unter Verwendung der Landau-Symbole

sar(n) = O(logy(n)).

Da die Addition von 1 unter Umstdnden mehrere Schritte erfordert, ist die Betrachtung
der Zeit im schlechtesten Fall etwas komplizierter. Wenn wir bei der Addition wie in
Beispiel 1.19 vorgehen, so ergibt sich fiir die Anzahl der Schritte bei der Addition von 2*
Einsen zu 0 die Rekursion

tar(2F) = 2 10 (2°71) + 21ogy(n),

woraus letztlich

tar(n) = O(n)

resultiert.

Wihrend wir hinsichtlich der Raumkomplexitéit im schlechtesten Fall also bei M’ ge-
geniiber M eine deutliche gréffenordnungsméafiige Verbesserung konstatieren konnen, ist
fiir die Zeitkomplexitdt im schlechtesten Fall in beiden Féllen Linearitéit vorhanden (je-
doch ist der konstante Koeffizient bei n bei M kleiner).

Es erhebt sich nun die Frage, ob es eine noch bessere k-Band-TURING-Maschine zur Be-
rechnung von M gibt. Wir wollen nun zeigen, dass dies hinsichtlich der Raumkomplexitét
im schlechtesten Fall nicht der Fall ist, genauer gesagt wir beweisen die folgende Aussage:

Fiir jede k-Band-TURING-Maschine M", die L entscheidet, gilt sym(n) = O(logy(n)).

Wir bemerken zuerst, dass wir uns auf 1-Band-TURING-Maschinen beschranken kénnen.
Dies folgt daraus, dass wir statt & Béandern ein Band mit & Spuren betrachten kénnen
und jeweils der Reihe nach die Spuren in Analogie zu den Bidndern dndern. Dies erfordert
jeweils ein Suchen des (markierten) Symbols der Spur iiber dem der Kopf gerade steht und
damit einen zusétzlichen Zeitaufwand, aber der Raumbedarf wird dadurch nicht gréfer.
Vielmehr ist nun der Raumbedarf durch den maximalen Raum auf einem der Bénder
gegeben, der aber (da die Zahl der Bénder fiir eine Maschine fest ist) nur um einen
konstanten Faktor kleiner ist, als der Platzbedarf auf allen Bandern.
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Wir nehmen erst einmal an, dass sich der Lesekopf des Eingabebandes stets iiber einer
Zelle steht, in der sich ein Buchstabe des Eingabeworts befindet.

Wir bezeichnen mit U(n) die Menge der méglichen Teilkonfigurationen, die aus dem Tripel
(z, k,w) bestehen, wobei z den Zustand, w das Wort auf dem Arbeitsband und k& die
Position des Kopfes auf dem Arbeitsband (d.h. der Kopf steht iiber dem k-ten Buchstaben
von w) angeben, und die bei Eingabe eines Wortes der Lénge n erreicht werden kénnen.
Dann gibt es héchstens s;»(n) Positionen fiir den Kopf und hochstens 25”(™ verschiedene
Worter auf dem Band bei einer Eingabe der Lénge n. Damit gilt

#(U(n)> < #(Z) . SM//(n) . 9smn (1)

Durch Logarithmieren gewinnen wir

log, (#(U(n))) < log,(#(2)) + logy(sa (1)) + su(n).

Wir nehmen nun an, dass
sy (n) = o(logy(n))

gilt, womit aus der vorstehenden Ungleichung
n
logy(#(U(n))) < sarv(n) = o(logy(n)) < logy (3)

fiir hinreichend grofies n folgt. Dies impliziert, dass U(n) fiir hinreichend grofies n weniger
als n/2 Elemente enthélt.

Wir betrachten die Arbeit von M” auf a™b™ mit hinreichend groflem n.

Falls M" das Wort a™b™ bereits akzeptiert, ohne ein b zu lesen, so wird auch ™!
akzeptiert. Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition von L.

Daher muss M” also mindestens ein b von der Eingabe a™b™ lesen und somit mindestens
jedes a. Mit u;, 1 < i < 2n, bezeichnen wir das Element von U(2n), das vorliegt, wenn
das erste Mal der i-te Buchstabe von a™b" gelesen wird. Da U(2n) weniger als n Elemente
enthélt, muss es Zahlen ¢ und j mit 1 <4 < j <n derart geben, dass u; = u; gilt.

Wir betrachten nun die Eingabe a"*™b". Sei v,, 1 < s < n + n!, das Element von
U(2n +n!), das beim erstmaligen Lesen des s-ten Buchstaben von a"*™b" vorliegt. Dann
gilt u; = v; und u; = v;, da in beiden Féllen ausgehend von der gleichen Ausgangssituation
die gleichen Elemente auf dem Eingabeband gelesen werden. Ferner folgt aus vy = v,
auch vg1 = vy fiir k,t < n + n!l, da ausgehend von gleichen Konfiguration auf dem
Arbeitsband nur a’s gelesen werden. Damit gilt

Ui = V3 = Uj = Uj = Vig(j—i) = Vit2(j—i) = - -+ = Vitr(j—i)
. | . . . . . . .
mit r = . Wegen i + r(j — 1) = i + n! erhalten wir u; = v;4,,. Daraus ergibt sich
j—i +
Ui = Vitn!l, Wit1 = Uitl+nls - - -y Un = Unynl, - - - U2n = VU2ntn! -

Dies impliziert, dass M” auch die Eingabe a™*™b" akzeptiert, womit erneut ein Wider-
spruch zur Definition von L gegeben ist.

Daher muss unsere (einzige) Annahme, ndmlich dass die Raumkomplexitét von M” grofen-
ordnungsméBig kleiner als log,(n) ist, falsch sein.
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Sollte sich der Eingabekopf nicht immer iiber einer Zelle befinden, in der ein Buchstabe
des Eingabeworts steht, so gibt es eine natiirliche Zahl h so, dass sich M” fiir jedes i > 1
nach dem Lesen des i-ten Buchstaben von a"b"™ nur noch maximal h Zellen nach links
bewegt. Wire dies namlich nicht der Fall, so wiirde es o6fter als #(U(2n)) mal das erste
a lesen. Dies wiirde implizieren, dass zweimal das gleiche Element von U(2n) beim Lesen
des ersten Buchstaben vorliegt. Damit wiirde sich eine Schleife ergeben, die dazu fiihrt,
dass a™b" nicht akzeptiert wird.

Nun konnen wir obigen Beweis dahingehend modifizieren, dass wir jeweils die Anzahl
der Buchstaben um h erhohen, da nach dem Lesen des h + i-ten Buchstaben nur Zellen
betreten werden, in denen Buchstaben des Eingabewortes stehen.

Wir haben die Komplexitdten bisher anhand der k-Band-TURING-Maschine eingefiihrt.
Fiir die TURING-Maschine (ohne Arbeitsbander und ohne separatem Ausgabeband) lésst
sich die Zeitkomplexitdat in volliger Analogie definieren. Dagegen ist die Definition der
Raumkomplexitit sy (w) fiir eine TURING-Maschine M und ein Eingabewort w etwas
problematisch, da zum einen auf dem Band stets schon |w| Zellen beschriftet sind und zum
anderen in der Regel die Eingabe vollstandig gelesen werden muss, wodurch sy (w) > |w|
als notwendig erscheint. Dies wiirde logarithmische Komplexitit wie im obigen Beispiel
unmoglich machen. Wir diskutieren daher fiir TURING-Maschinen nur die Zeitkomple-
xitat.

Der folgende Satz gibt einen Zusammenhang zwischen den Komplexitdaten der verschie-
denen Varianten von Maschinen.

Satz 3.7 Zu jeder deterministischen akzeptierenden k-Band-TURING-Maschine M, die
auf jeder Eingabe stoppt, gibt es eine deterministische akzeptierende TURING-Maschine
M’ derart, dass

T(M')=T(M) und ty(n)=O0((tu(n))?)

gelten und M’ auf jeder Eingabe stoppt.

Beweis. Wir verwenden die Simulation von M durch M’ in der Weise, dass wir alle Bander
zu einem Band zusammenfassen, in dessen Zellen dann (k + 1)-Tupel von Bandsymbolen
stehen. Die Simulation wird wie folgt vorgenommen. Durch das Koppeln von Lesesymbol
und Zustand auf einem Band von M, d.h. statt = steht (z,z) in der Komponente des
entsprechendes Bandes, wird die Stelle, wo sich der Kopf des Bandes befindet markiert.
Die Simulation eines Schrittes von M besteht nun darin, dass der Kopf von M’ von Beginn
des beschriebenen Teils mehrfach iiber das Eingabeband von M’ lauft und dabei der Reihe
die Position des Lesekopfes iiber dem Eingabeband, die die Inhalte der Arbeitsbédnder
entsprechend der Arbeitsweise von M #ndert. Jede Anderung bei M’, die einer Anderung
eines Bandinhaltes entspricht erfordert nur eine endliche Anzahl von Schritten. Ferner
kann bei jedem Schritt von M der Inhalt eines Arbeitsbandes héchstens um 1 vergréfiert
werden, so dass jedes Band von M hochstens ein Wort der Lénge ¢)/(n) enthélt. Damit
sind von M’ in jedem Simulationsschritt hochstens 2(k+1)t(n)+ck Schritte erforderlich,
wobei ¢ eine Konstante ist. Hieraus folgt die Behauptung, da t,;(n) Schritte zu simulieren
sind. O

Ohne Beweis geben wir das folgende Resultat, das zeigt, dass es Funktionen gibt, fiir
deren Berechnung ein beliebig grofler vorgegebener Zeitaufwand erforderlich ist.
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Satz 3.8 Zu jeder Funktion g von N in N gibt es eine Sprache L derart, dass fiir jede
TURING-Maschine M, die L entscheidet,

ta(n) = g(n)
gilt. O

Um zu verdeutlichen, wie katastrophal die Aussage des Satzes 3.8 ist, betrachten wir die
durch
g(0)=2 und g(n-+1) = g(n)?™

gegebene Funktion g. Wir erhalten
F) =4, f(2) =256, f(3)=256"%~ 310,

d.h. es gibt eine Funktion, deren Berechnung auf einer beliebigen Maschine bereits auf Ein-
gaben der Linge 3 mindestens 3-10%1¢ Schritte erfordert und damit praktisch unlésbar ist.

Da in den meisten Féllen von praktischer Bedeutung die Funktion ¢,,(n) nicht genau
bestimmt werden kann und man sich daher mit Abschéitzungen zufrieden geben muss,
fithren wir folgende Sprechweisen ein.

Definition 3.9 FEs seien t : N — N eine Funktion, f : X* — X* eine TURING-
berechenbare Funktion und M = (X', Z, zy,Q,0) eine deterministische TURING-Maschine
mit X C X" und fyy = f. Wir sagen, dass M die Funktion f in der Zeit t berech-
net, wenn M fir jedes Wort w aus dem Definitionsbereich von f nach héchstens t(|w)|)
Uberfiihrungsschritten einen Stopzustand erreicht.

Definition 3.10 FEs seient : N — N eine Funktion und L C X* eine rekursive Sprache
und M = (X', Z, 20,Q, 0, F) eine akzeptierende deterministische TURING-Maschine mit
X C X' und L =T (M). Wir sagen, dass M die Sprache L in der Zeit t entscheidet, wenn
M fiir jedes Wort w € X* nach hichstens t(|w|) Uberfihrungsschritten einen Stopzustand
erreicht.

Bisher haben wir nur deterministische TURING-Maschinen betrachtet. Auf nichtdetermi-
nistische TURING-Maschinen lassen sich die Begriffe nicht so einfach iibertragen. Zuerst
erinnern wir daran, dass bei Akzeptanz von w durch die nichtdeterministische TURING-
Maschine M mindestens einmal bei Abarbeitung von w auf M ein akzeptierenden Zustand
erreicht wird, bei anderen Abarbeitungen aber sowohl ablehnende als auch akzeptierende
Zusténde erreicht werden konnen. Daher ist ¢5/(w) nicht eindeutig definierbar. Dies legt es
nahe, nur eine Ubertragung von Definition 3.10 vorzunehmen. Da auch bei Erreichen eines
Stopzustandes bei einer Abarbeitung, bei einer nichtdeterministischen TURING-Maschine
die Moglichkeit besteht, dass bei einer anderen Abarbeitung kein Stopzustand erreicht
wird, ist es naheliegend, statt der Entscheidbarkeit einer Menge nur die Akzeptanz der
Menge zu verlangen. Dies fiihrt zu folgender Definition.

Definition 3.11 Es seient : N — N eine Funktion und L C X* eine rekursiv-aufzihlba-
re Sprache und M = (X', Z, 20, Q, 0, F) eine akzeptierende (deterministische oder nicht-
deterministische) TURING-Maschine mit X C X' und L = T(M). Wir sagen, dass M die
Sprache L in der Zeit t akzeptiert, wenn M fir jedes Wort w € L nach héchstens t(|w))
Uberfiihrungsschritten einen akzeptierenden Stopzustand erreicht.
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3.2 Nichtdeterminismus und das P-NP-Problem

Wir betrachten einfithrend das Erfiillungsproblem SAT', das der Illustration der Proble-
matik dieses Abschnitts dienen soll, aber auch von grofler theoretischer Bedeutung dafiir
ist.

Unter einer Disjunktion oder Alternative in n Booleschen Variablen (die nur mit den
Wahrheitswerten 1 fiir wahr und 0 fiir falsch belegt werden kénnen) verstehen wir einen
logischen Ausdruck E(xq, s, ..., z,) der Form

B(21, 20, ey Ty) = 2, VT2V V3]
wobei r > 1, i; € {1,2,...,n} und o;, € {0,1} fiir 1 < j < r gelten, 2! die Identitét und

2 die Negation sind.

Problem: SAT

Gegeben:  n Boolesche Variable z1, xs, ..., x, und m Alternativen
Ei(xy, 2, ...;xn), 1 <i < m.

Frage: Gibt es eine Belegung b : x; — a; € {0, 1} der Variablen derart,
dass Ej(ay,as, ..., a,) den Wert 1 fiir 1 < j < m annimmt,
d.h. dass alle Alternativen bei b wahr werden.

Zur Losung von SAT gibt es offenbar folgenden naheliegenden Algorithmus. Wir erzeugen
alle 2" moglichen Belegungen der logischen Variablen x,xs, ..., x, und testen fiir jede
Belegung, ob alle Alternativen auf dieser Belegung den Wert 1 annehmen. Da das Testen
einer Belegung auf einer Disjunktion hochstens die Berechnung von n Negationen und
n — 1 zweistelligen Alternativen erfordert, ergibt sich fiir den Gesamtaufwand die obere
Schranke (2n — 1) - m - 2". Andererseits ist fiir diesen Algorithmus eine untere Schranke
durch die Zahl 2" der moglichen Belegungen gegeben. Damit gilt fiir diesen naheliegenden
Algorithmus A
2" <ta(n)<(2n—1)-m-2".

Das exponentielle Wachstum der Zeitkomplexitit von A zeigt, dass dieser Algorithmus
praktisch fiir groie Werte von n nicht verwendbar ist. (Wir werden im Folgenden zeigen,
dass alle bisher bekannten Algorithmen zur Losung von S AT ebenfalls exponentielles Ver-
halten der Zeitkomplexitidt aufweisen.) Offenbar ergibt sich der exponentielle Charakter
von t4 aus der Tatsache, dass wir der Reihe nach - also sequentiell - die moglichen Bele-
gungen durchtesten. Eine Verbesserung ist daher zu erwarten, wenn wir das Uberpriifen
der Werte der Belegungen auf den Disjunktionen ,gleichzeitig®* (,,parallel*) durchfithren
konnten. Beim Algorithmenbegriff auf der Basis von TURING-Maschinen ist dies nicht
moglich, weil die Uberfithrungsfunktion & eine Funktion auf der Menge der Konfiguratio-
nen erzeugt.

Daher ist es naheliegend, auch in diesem Zusammenhang nichtdeterministische Maschinen
zu betrachten. Diese konnten nichtdeterministisch in n Schritten alle mogliche Belegungen
erstellen (wir haben nur nichtdeterministisch fiir jede Variable die Belegung 1 oder 0 zu
wéhlen) und kénnen dann ebenfalls in (2n — 1)m Schritten die Belegung testen. Damit
ergibt sich hochstens die Komplexitét n + (2n — 1)m.

Aus Satz 2.43 wissen wir, dass nichtdeterministische und deterministische TURING-Ma-
schinen die gleiche Mengen von Sprachen akzeptieren. Aufgrund unserer Betrachtungen
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zum Erfiillungsproblem S AT ist aber zu vermuten, dass der Aufwand zur Losung eines
Problems beim Ubergang zu nichtdeterministischen Algorithmen sinken kann. Wir wollen
dies nun fiir den polynomialen Fall etwas néher untersuchen. Dazu fithren wir die folgenden
Mengen von Sprachen ein.

Definition 3.12 P sei die Menge aller Sprachen, die von einer deterministischen akzep-
tierenden TURING-Maschinen in polynomialer Zeit entschieden werden konnen.

NP sei die Menge aller Sprachen, die von einer nichtdeterministischen akzeptierenden
TURING-Maschine in polynomialer Zeit akzeptiert werden kénnen.

Eine Sprache L liegt also genau dann in P, wenn es eine deterministische akzeptierenden
TURING-Maschine M und ein Polynom p derart gibt, dass T(M) = L gilt und M die
Sprache L in der Zeit p entscheidet. Analog liegt L genau dann in NP, wenn es eine
nichtdeterministische akzeptierenden TURING-Maschine M und ein Polynom p derart
gibt, dass T (M) = L gilt und M die Sprache L in der Zeit p akzeptiert.

Da deterministische TURING-Maschinen als ein Spezialfall der nichtdeterministischen TU-
RING-Maschinen angesehen werden konnen, erhalten wir

P CNP.

Um zu zeigen, dass P echt in NP enthalten ist, reicht es ein Beispiel anzugeben, dass in
NP aber nicht in P enthalten ist. Fiir den Nachweis der Gleichheit der beiden Mengen ist
dagegen zu beweisen, dass jede Sprache aus P auch in NP liegt. Ziel dieses Abschnittes
ist es, zu zeigen, dass auch fiir den Beweis der Gleichheit ein Beispiel ausreicht, da es
Sprachen in NP mit folgender Eigenschaft gibt: falls diese Sprache in P liegt, so gilt
P=NP.

Definition 3.13 Seien Ly C X7 und Ly C X; zwei Sprachen. Wir sagen, dass Ly auf Lo
transformierbar ist, falls es eine Funktion 7 gibt, die X] auf X5 so abbildet, dass a € L,
genau dann gilt, wenn 7(a) € Lo ist.

Wir wollen diese Definition auch fiir Probleme angeben. Dazu erinnern wir zuerst daran,
dass jedes Problem P durch eine Funktion fp : X7 x Xs x ... x X,, — {0, 1} représentiert

werden kann, wobei fp(ay,as, ..., a,) = 1 genau dann gilt, wenn die Antwort auf die hinter
dem Problem stehende Frage bei der Belegung der Variablen mit aq, as, ..., a, ,wahr® ist.
Im folgenden schreiben wir immer kurz Xp fiir das Produkt X; x Xy x ... x X,, und a
fir (a1,...,a,).

Seien P; und P, zwei Probleme. Wir sagen, dass P; auf P, transformierbar ist, falls es
eine Funktion 7 gibt, die Xp, auf Xp, so abbildet, dass fp,(a) = 1 genau dann gilt, wenn

fr,(t(a)) =1 ist.

Beispiel 3.14 Es sei G = (V, E) ein Graph. Eine Teilmenge V' C V heifit Clique in G,
falls (v,v") € F fiir alle paarweise verschiedenen v,v" € V' gilt, d.h. die Knoten aus V'
sind paarweise durch Kanten verbunden. Wir betrachten das Cliquenproblem

Gegeben: Graph G = (V| E), natiirliche Zahl k > 1,
Frage: Gibt es eine k-elementige Clique in G 7
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und zeigen dass SAT auf das Cliquenproblem transformiert werden kann.
Seien die Alternativen

04,1 04,2 Ti,ry .
Ai(wy, 20, .. my) =2y Va5 Vop T 1 <d<im,

gegegen. Wir konstruieren nun wie folgt den Graphen G = (V, E). Zuerst setzen wir
V(o) 1< i <1< <)

Die Knoten (A, 27) und (A, 2'°") werden genau dann durch eine Kante verbunden, wenn
A# Ax# a2 oder A# A, x =2',0 = o' gelten. E sei die Menge aller so konstruierten
Kanten. Ferner setzen wir £ = m.

Wir illustrieren die eben beschriebene Konstruktion durch ein Beispiel. Wir betrachten
die Menge der Alternativen

Ai=xVy, Ay =TVyVZ A3=yVz. (3.2)
Der zugehorige Graph ist in Abbildung 3.1 dargestellt.
(A37 y)
(A27 T)
(A17 l’)
(A27 y)
(Alu y)
(A27 2)
(A?n Z)

Abbildung 3.1: Graph zu den Alternativen aus (3.1)

Damit haben wir die in Definition 3.13 geforderte Funktion konstruiert, und es bleibt zu
zeigen, dass genau dann eine Belegung existiert, fiir die alle m Alternativen wahr werden,
wenn es in GG eine m-elementige Clique gibt.

Sei zuerst V' C V eine m-elementige Clique in GG. Da nach Konstruktion zwei Knoten,
die zur gleichen Alternative A gehoren, durch keine Kante verbunden sind, muss V' zu
jeder Alternative genau einen Knoten enthalten, d.h.

V= {(A1, 275), (Ao, 252), o (A, ™).

Gilt fiir zwei Knoten aus V' die Beziehung z; ;, = z;,, so ist nach Konstruktion von G
auch oy, = 0., d.h. jede Variable taucht nur negiert oder nur unnegiert auf. Daher
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konnen wir eine Belegung a,, 1 < r < n, so wihlen, dass af;f =1fiir 1 <i<m gilt.
Damit gilt auch A;(aq,as,...,a,) =1 fir 1 <i <m.

Gilt umgekehrt A;(aq, a9, ..., a,) = 1, so gibt es ein j;, 1 < j; < r; mit azf]] = 1. Es ist
nun leicht zu sehen, dass

V' = {(A, x;’}j:jl), (A,, xgjrf), oy (A, 0mim)

eine m-elementige Clique ist.

In unserem Beispiel entsprechen die Belegungen (0, 1, 1) bzw. (1,0, 1) den Cliquen { (41, ),
(A27T)7 (A37 Z)} bzw. {(Ala .1'), (A27y)7 (A3> Z)}

Beispiel 3.15 Wir betrachten das Problem des Geschdftsreisenden

Gegeben: n > 1, n Stiadte C1, Cy, ..., C),
die Entfernungen d(C;, C;) zwischen den Stiddten C; und C;
fir 1 <i,57<n,B>0

Frage: Gibt es eine Rundreise C;,, Cy,, ..., C;, durch alle Stadte,
und das Problem der Existenz von HAMILTON-Kreisen

Gegeben: Graph G = (V, E) mit #(V) =n

Frage: Enthélt G einen HAMILTON-Kreis,
d.h. gibt es eine Folge vy, vs, ..., v, von paarweise verschiedenen
Knoten des Graphen G so, dass (v;,v;41) € E fir 1 <i<n
und (vy,,v1) € E gelten?

Wir geben nun eine Transformation des Problems der Existenz eines HAMILTON-Kreises
auf das Problem des Geschéftsreisenden.
Sei G = (V, E) ein gegebener Graph mit der Knotenmenge

V =Aay,as,...,an}.
Dann setzen wir

T(a;) = C; fir 1<i<n,

1 (amaj) €k
d(C;, Cy) = {2 (ai,a;) ¢ B

und
B =n.

Ist nun durch die Folge der Knoten v; = a;,,v2 = a4, ..., vy, = a;,
ein HAMILTON-Kreis gegeben, so definiert die Folge C;, = 7(a;,),Ci, = 7(asy),...,C;, =
7(a;,) eine Rundreise durch alle Stadte, bei der

n—1

(Z d(CZ'j,CZ'].+1)) + d(CZn,C“) = (n — 1) +1=n= B

=1
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gilt, womit gezeigt ist, dass das durch n, C1, ..., C,,, die Abstandsfunktion d und B gegebene
Problem des Geschéftsreisenden eine Losung besitzt.

Sei umgekehrt fiir das durch n, Cy, Cs, ..., C,, die obige Abstandsfunktion d und B = n
beschriebene Problem des Geschéftsreisenden die Losung C;,, C,, ..., C; gegeben. Wegen
B = n miissen d(C;,,C;,,,) = 1 fiir 1 <j <n—1und d(C;,,C;;) = 1 gelten. Das besagt
aber gerade, dass a;,, a;,, ..., a;, ein HAMILTON-Kreis in G ist.

Definition 3.16 Wir sagen, dass die Sprache Ly polynomial auf die Sprache Lo trans-
formierbar ist, wenn Ly durch eine Funktion T auf Lo transformiert wird, die mit poly-
nomialer Zeitkomplexitit berechnet werden kann, d.h. T wird von einer deterministischen
TURING-MASCHINE M mit ty(n) = 6(n") fir ein gewisses v € N induziert. Wir bezeich-
nen dies durch LioLo.

Die Transformation in Beispiel 3.14 ist offenbar polynomial, denn wenn SAT durch n
Variablen und m Alternativen gegeben ist, hat der zugehorige Graph hochstens n - m
Knoten und héchstens n - n(m — 1) Kanten, die alle mittels nm + n*(m — 1)-maligen
Durchmustern aller Alternativen bestimmt werden kénnen.

Auch die Transformation in Beispiel 3.15 ist polynomial, wie aus der Definition von 7
sofort zu sehen ist.

Lemma 3.17 i) « ist eine transitive Relation auf der Menge der Sprachen.
ii) Aus Ly € P und LiaLs folgt Ly € P.
iii) Aus Ly € NP und LyaLs folgt Ly € NP.

Beweis. 1) folgt aus der leicht zu verifizierenden Tatsache, dass aus der Berechenbarkeit
von f; und f5 in polynomialer Zeit die Berechenbarkeit von f; o fy in polynomialer Zeit
folgt.

ii) Wir haben zu zeigen, dass w € L; in polynomialer Zeit durch eine deterministische
TURING-Maschine entscheiden werden kann. Nach Voraussetzung kénnen wir in polyno-
mialer Zeit 7(w) mittels einer deterministischen TURING-Maschine M; bestimmen. We-
gen Ly € P kann 7(w) € Ly nun in polynomialer Zeit von einer deterministischen Turing-
Maschine M; entschieden werden. Nach der Definition der Transformierbarkeit gilt w € L,
genau dann, wenn 7(w) € Lo giiltig ist. Somit kann w € L; durch die deterministische
TURING-Maschine, die zuerst wie M; und dann wie M, arbeitet, in polynomialer Zeit
entschieden werden.

iii) wird analog zu ii) bewiesen. O

Definition 3.18 FEine Sprache L heifst NP -vollstindig, wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind:

i) L € NP,

i) L'aL gilt fir jede Sprache L' € NP.

Satz 3.19 Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:
i) P =NP.

ii) L € P gilt fiir jede NP-vollstindige Sprache L.

iii) L € P gilt fiir eine NP-vollstindige Sprache L.
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Beweis. 1) = ii). Sei L eine NP-vollstandige Sprache. Da nach Definition L € NP gilt,
folgt aus P = NP sofort L € P.

ii) = iii). Diese Implikation ist trivial.

iii) = 1i). Seien L eine NP-vollstiandige Sprache und L' eine Sprache aus NP. Aus der
Definition der NP-Vollstiandigkeit folgt L'aL. Wegen Lemma 3.17, ii) gilt nun L' € P
wegen der Voraussetzung L € P.

Damit ist die Inklusion NP C P bewiesen. Wegen der Giiltigkeit der umgekehrten Inklu-
sion folgt die Behauptung. O

Die Bedeutung der NP-vollstiandigen Sprachen besteht nach Satz 3.19 in Folgendem:
Konnen wir fiir eine NP-vollstdndige Sprache zeigen, dass sie in P liegt, so gilt P = NP;
beweisen wir dagegen fiir eine NP-vollstédndige Sprache, dass sie nicht in P ist, so gilt
P # NP. NP-vollstdndige Sprachen sind also Scharfrichter fiir die Frage ,P=NP 7.

Wir beweisen nun erst einmal die Existenz NP-vollstédndiger Probleme.
Satz 3.20 SAT ist NP-vollstindig.

Beweis. Entsprechend der Definition NP-vollstéindiger Probleme, miissen wir zum einen
zeigen, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir aussagenlogische Ausdriicke in konjunktiver
Normalform in NP liegt, und zum anderen haben wir zu zeigen, dass jede Sprache aus
NP polynomial auf dieses Erfiillbarkeitsproblem transformierbar ist.

SAT € NP haben wir bereits informell bewiesen. Ein formaler Beweis bleibt dem Leser
iiberlassen.

Es sei L eine beliebige Sprache aus NP. Dann gibt es eine nichtdeterministische Turing-
Maschine M = (X, Z, z9,Q, 7), die L in polynomialer Zeit akzeptiert, die also fiir eine
Eingabe w € L hochstens p(|w|) Schritte bendtigt, wobei p ein Polynom ist. Es seien
X =Aay,as,...,a.}, w=a;a,...qa;, * =ay, Z =1{20,21,-..,%n} und ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit Q = {z;}. Ferner sei

g =max{#7(z,a) |z € Z, a€ X}.

Wir nummerieren die Zellen des Bandes mit ganzen Zahlen in der Weise, dass die Zelle
mit der Nummer 1 zu Beginn der Arbeit den ersten Buchstaben von w enthélt und setzen
nach rechts (bzw. links) durch Addition (bzw. Subtraktion) von 1 die Nummerierung fort.
Setzen wir noch ¢t = p(Jw|) + 1, so kann der Kopf wéhrend der Arbeit von M nur iiber
den Zellen stehen, die mit einer Zahl k, —t < k& < t, nummeriert sind.

Wir definieren nun einen aussagenlogischen Ausdruck, der die Arbeit von M auf der
Eingabe w beschreibt. Als Variablen benutzen wir

Zij; 1 <i<t,0<j <m,
S, 1 <i<t,—t<k<t,0<I1<r,

die folgende Bedeutung haben:

e Z;; nimmt genau dann den Wert 1 an, wenn M zur Zeit ¢ im Zustand z; ist,
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e H;; nimmt genau dann den Wert 1 an, wenn der Kopf von M zur Zeit ¢ iiber der
Zelle k steht, und

e S, nimmt genau dann den Wert 1 an, wenn zur Zeit ¢ in der Zelle k auf dem Band
von M der Buchstabe a; steht.

Wir betrachten die folgenden Ausdriicke:

1) (ZigV Zy N -+ N Zyy)  fiir 1 < <,

(—|ZU\/—|Z”) fﬁrlgigt,0§j<j’§m,

(Hi +V H; 441V ---V Hy) firl<i<t,
(ﬂHkVﬁHlk/) furlgigt,—t§k<k’§t,
(Siko V Sig1 V- -V Sipr) fiir 1 <i <t, —t < k <,
bzmvﬁwm fir1<i<t, t<k<t,0<I<l<r,

11“, 51212, Ce )Slnin und Slk:O fir —t S k S t, k ¢ {]_, 2, . ,TL},
Ztla
(=Zi; V= Hipg V=Si V (Zig1jy A Higa oy ASiti k) VooV (Ziga ju A Higt gy N Sit1.k0))
fir 1<i<t—1,0<j#1<m, —t<k<t0<I<r,

6<Zj7 a’l) = {(Zj17 a117d1)> (Zj27 Ay s d2)7 SR (Zju7 a,, du)a

ky=k—1fird, =L, k,=kfird,=N,k,=k+1fird,=R,1<p<u,
(12) (=Za V ~Hy NV =S V (Zizag N Hiva i A Siziy))

firl<i<t—1, —t<k<t,0<I[<r,

(13) (_\ ikl vV _‘Hik/ \/Si+1,k,l) fir 1 S ) S t— 1, —t S k 7é k, S t, 0 S l S Tr.

Durch diese Wahl der Ausdriicke wird folgendes erreicht: (1) nimmt genau dann den Wert
1 an, wenn mindestens eine der Variablen Z;;, 0 < j < m, den Wert 1 annimmt, d.h. wenn
sich die Maschine M zur Zeit 7 in mindestens einem Zustand z; befindet. Die Alternative
(2) nimmt genau dann den Wert 0 an, wenn Z;; und Z,;; den Wert 1 annehmen, d.h. wenn
sich M zur Zeit ¢ sowohl im Zustand z; als auch im Zustand zj;; befindet. Die Alternativen
(1) und (2) sind also genau dann beide wahr, wenn sich M zur Zeit ¢ in genau einem
Zustand befindet.

Analog sichern (3) und (4), dass sich der Kopf von M zur Zeit i tiber genau einer Zelle
befindet, und (5) und (6) bedeuten, dass in der Zelle k zur Zeit i genau ein Buchstabe
steht.

Die Alternativen (7), (8) und (9) beschreiben die Anfangskonfiguration; (10) sichert das
Erreichen einer Endkonfiguration.

Der Ausdruck (11) beschreibt das Verhalten von M, wenn noch kein Endzustand erreicht
ist. Bei Wahrheit von Z;;, H;;, und Sj; muss eine der Konjunktionen (Ziﬂ,jp N Hiy1g, N
Sz+1,k,[p>, 1 < p < wu, wahr werden. Wenn M zur Zeit ¢ im Zustand z; ist und das Symbol
a; in Zelle k liest, dann schreibt M das Symbol a;, in die Zelle k, geht in den Zustand
z;, und bewegt den Kopf zur Zelle k,. Folglich wird eine der mdoglichen Aktionen von M
ausgefiihrt.

Analog sichert (12), dass bei Erreichen eines Endzustandes keine Anderung mehr vorge-
nommen wird, d.h. wir setzen die Arbeit von M im Unterschied zur formalen Definition
auch bei Erreichen des Endzustandes fort, um den Zeitpunkt ¢ zu erreichen. Die Alterna-
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tive (13) besagt, dass der Inhalt der Zelle nicht verdndert wird, wenn sich der Kopf nicht
iiber der Zelle befindet.

Es sei B die Konjunktion aller Ausdriicke aus (1) (15). Aus obigen Bemerkungen folgt
sofort, dass es genau dann eine Belegung der Variablen gibt, bei der alle Ausdriicke (1)—
(15) den Wert 1 annehmen, wenn die Akzeptanz der Eingabe w hochstens p(|w|) Schritte
erfordert. Somit liegt eine Transformation von L auf das Erfiillbarkeitsproblem fiir aus-
sagenlogische Ausdriicke vor.

Wir haben noch zu zeigen, dass diese Transformation polynomial ist. Dazu reicht es aus,
festzustellen, dass der aus M und w konstruierte Ausdruck B hochstens die Lénge

1 1
(2m +4)t+8- §m(m + 1)t + (4t +4)t+8- 5(21& +1)2t% + (2r +4)(2t + 1)t

1
+8-§r(r+1)(2t+1)t+2-1+2-1+2-(2t+1)—|—2-1

+(8q + 11)(m + 1) (2t + 1)(t — 1)(r + 1) + 10(r + 1)(2t + 1)2¢>
< (2r 4 8¢ +40)(m* + 1)(r* + 1)2*(2t + 1)

hat, wobei sich die ersten 10 Summanden aus den Léngen der Alternativen der Typen
(1)—(10) ergeben, der elfte Summand eine obere Abschitzung der Liange der Ausdriicke
aus (11) und (12) ist und der letzte Summand die Lénge der Alternativen vom Typ (13)
ist (dabei gibt bei jedem Summanden der erste Faktor jeweils die um Eins vergrofierte
Lénge eines Ausdrucks der Form an, wobei die hinzugefiigte Eins das in B dem Ausdruck
folgende A erfasst; das Produkt der anderen Faktoren gibt die Anzahl der entsprechende
Ausdriicke an). O

Wir haben bereits oben auf die Bedeutung der NP-vollstédndigen Sprachen fiir die Losung
des Problems , P=NP 7“ hingewiesen. Daher wollen wir nun eine Reihe von NP-vollstén-
digen Sprachen aus verschiedenen Bereichen der Mathematik und Informatik angeben.
Auf Beweise werden wir dabei weitgehend verzichten. In den Féllen, wo wir einen Beweis
geben werden, wird der folgende Satz angewandt.

Satz 3.21 Ist die NP-vollstindige Sprache L polynomial auf die Sprache L' aus NP
transformierbar, so ist L' auch NP-vollstindig.

Beweis. Fiir jede Sprache Q aus NP gilt QL. Weiterhin haben wir nach Voraussetzung
Lal’!. Damit folgt QoL fiir alle QQ € NP. O

Diese Methode ist also erneut die Reduktion eines Problems auf ein anderes, wobei sich
die NP-Vollstandigkeit iibertrégt.

Bei den folgenden Beispielen werden wir — der Anschaulichkeit halber — statt Sprachen
die zugehorigen Probleme verwenden.

Satz 3.22 Das Cliquenproblem ist NP -vollstindig.

Beweis. Nach Beispiel 3.14 und der Bemerkung nach Definition 3.16 ist SAT polynomial
auf das Cliquenproblem transformierbar. Auflerdem ist das Cliquenproblem sicher in NP,
da wir nichtdeterministisch in polynomialer Zeit eine k-elementige Menge V' von Knoten
auswahlen und dann in polynomialer Zeit testen konnen, ob V' eine Clique ist. Nach Satz
3.21 ist das Cliquenproblem damit als NP-vollstindig nachgewiesen. O

Ohne Beweis geben wir nun die folgende Aussage.
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Satz 3.23 Das Problem der Ezxistenz von HAMILTON-Kreisen ist NP-vollstindig. O
Satz 3.24 Das Problem des Geschiftsreisenden ist NP -vollstindig.

Beweis. Nach dem Beispiel 3.15 ist das Problem der Existenz von HAMILTON-Kreisen auf
das Problem des Geschéftsreisenden polynomial transformierbar. Satz 3.24 ist daher nach
Satz 3.21 bewiesen, wenn wir gezeigt haben, dass das Problem des Geschiéftsreisenden in
NP liegt. Dies folgt aber leicht, wenn wir nichtdeterministisch alle moglichen Rundreisen
erzeugen und dann testen, ob sich fiir eine Rundreise ein Wert < B ergibt, da beide
Teilschritte mit polynomialen Aufwand erledigt werden konnen. O

Wir betrachten noch eine Variante des Problems des Geschéftsreisenden, die ein spezielles
diskretes Optimierungsproblem darstellt.

Problem: Minimale Rundreise

Gegeben:  natiirliche Zahl n > 1,
Stadte Cq, Oy, ..., C, mit den Absténden d(C;,C;), 1 <i,j <mn,

Frage: Wie grof ist der minimale Wert von d(C;,, C;,) + 7=1d(C;,, Ci ..y,
wobei das Minimum {iber alle Permutation von {1,2,...n} zu
nehmen ist?

Satz 3.25 Das Problem der minimalen Rundreise ist NP -vollstindig.

Beweis. Sei
m = max{d(C;,C;) : 1 <1i,5 <n}.

Dann ist das gesuchte Minimum beim Problem der minimalen Rundreise sicher héchstens
m - (n+ 1). Somit kann das Problem der minimalen Rundreise durch sequentielles Abar-
beiten des Problems des Geschiftsreisenden mit den Werten B; =i, 1 < i < m(n + 1),
gelost werden.

Umgekehrt liefert die Bestimmung des Minimums auch die Antwort auf die Frage nach
einer Rundreise mit einer Linge < B. O

Satz 3.26 Das Problem der (Knoten-)Farbbarkeit von Graphen
Gegeben:  Graph G = (V, E) und natirliche Zahl k > 3

Frage: Gibt es eine Fidrbung der Knoten von G mit k Farben, so dass
durch eine Kante verbundene Knoten jeweils verschieden gefdrbt sind?

1st NP -vollstindig. O

Fiir k = 2 gibt es eine Losung des Féarbbarkeitproblems mit polynomialem Aufwand.

Satz 3.27 Das Problem der Teilmengensumme

Gegeben: endliche Menge A C N und natirliche Zahl b € N
Frage: Gibt es eine Teilmenge A" C A derart, dass Ygcaa = b qilt?

1st NP -vollstindig. O
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Satz 3.28 Das Problem der Lésbarkeit diophantischer quadratischer Gleichungen

Gegeben: natiirliche Zahlen a,b, c
Frage: Gibt es eine Lisung von ax® + by = ¢ in natiirlichen Zahlen?

1st NP -vollstindig. O

Wir wollen nun ein Problem aus der Theorie der Datenbanken betrachten, fiir das wir
das CoDDsche relationale Datenbankmodell zugrundelegen. Es besteht aus Objekten und
zugeordneten Attributwerten. Die Notation erfolgt meist in Form einer Tabelle, in deren
erster Spalte die Objekte stehen und in den weiteren Spalten, die den Attributen ent-
sprechen, stehen in der Zeile von einem Objekt die ihm zugeordneten Attributwerte. Die
folgende Tabelle gibt ein Beispiel.

Objekt | Name | Vorname | Immatrikulations- | Universitét Fakultét/
nummer Fachbereich
1| Meyer | Heike 12345678 RWTH Aachen | Informatik
2 | Schulz | Ulrike 21436587 TU Minchen Elektrotechn.
3 | Miiller | Heike 12348765 TU Dresden Elektrotechn.
4 | Muster | Fritz 56781234 TH Darmstadt Mathematik.
5 | Meyer | Ulrich 65874321 TU Berlin Mathematik
6 | Miller | Fritz 87654321 RWTH Aaachen | Informatik

Fiir das Objekt ¢ und das Attribut A sei der i zugeordnete Attributwert mit A(i) be-
zeichnet. Wir sagen, dass das Attribut A von den Attributen By, Bs, ..., B, abhingig
ist, wenn die durch f(Bj(i), Ba(i),. .., Bk(i)) = A(i) gegebene Abbildung eine Funktion
ist, d.h. wenn der Wert A(7) fiir jedes i bereits durch die Werte B(i), B2(i), ..., Bk(i)
eindeutig festgelegt ist. Wir schreiben hierfiir {By, B, ..., By} = A.

Im obigen Beispiel gelten z.B. {Immatrikulationsnummer} > Name und {Name, Vorna-
me} > Immatrikulationsnummer, aber nicht {Name} > Vorname und nicht {Vorname}
> Name.

Es sei eine Datenbank mit der Menge H von Attributen gegeben. Eine Teilmenge K von
H heifit Schliissel, falls K > B fiir jedes B € H gilt.

Satz 3.29 Das Problem der Ezistenz von Schliisseln in einer Datenbank

Gegeben: Datenbank mit Menge H von Attributen, natiirliche Zahl k
Frage: Gibt es einen Schlissel K fir F mit #(K) <k ?

1st NP-vollstindig. O

Wie in Satz 3.24 kann ausgehend von Satz 3.29 anstelle von Satz 3.25 bewiesen wer-
den, dass auch das Problem der Bestimmung eines minimalen Schliissels (hinsichtlich der
Michtigkeit) NP-vollstandig ist.

Das Problem, ob P=NP gilt, ist bis heute noch ungeltst. Insbesondere gibt es also fiir
alle bekannten NP-vollstdndigen Probleme bis heute keinen deterministischen Algorith-
mus, der sie in polynomialer Zeit 16st, aber es gibt auch kein solches Problem, fiir das
die Nichtexistenz eines polynomialen Algorithmus gezeigt werden konnte. Hat man ein
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NP-vollstédndiges Problem gegeben, ist daher nicht zu erwarten, dass man dafiir einen
polynomialen Algorithmus findet, und sollte sich mit einem exponentiellen Algorithmus
zufriedengeben. Dies wird noch dadurch unterstiitzt, dass allgemein die Relation P#£NP
vermutet wird.

Die Uberlegungen, die wir in diesem Kapitel beziiglich der Zeitkomplexitét durchgefiihrt
haben, lassen sich im wesentlichen auch fiir die Raumkomplexitit anstellen.

Ubungsaufgaben

1. Gegeben sei der Graph G = (V| E') mit

V = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11},

E = {(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(1,7),(1,8),(1,9), (1, 10), (1, 11),
(2,4),(2,10),(3,5),(3,7),(3,9), (3,11), (4,6), (5,7), (5,9), (5,11),
(6,8),(7,9),(7,11),(8,10),(9,11)}.

Eine Uberdeckung von G ist eine Menge V' C V derart, dass {v,v'} NV’ # ) fiir
alle Kanten (v,v') € E gilt.
Bestimmen Sie

(a) die maximale Zahl k, fiir die es eine Clique aus k£ Elementen gibt,

(b) die minimale Zahl k, fiir die G k-knotenfiarbbar ist,

(c) die minimale Zahl k, fiir die eine Uberdeckung aus k Elementen existiert.

2. Geben Sie eine Transformation des Cliquenproblems auf das Uberdeckungsproblem:

Gegeben: Graph G = (V, F), k € N,
Frage : Gibt es eine k-elementige Uberdeckung von G 7

(Die Definition der Uberdeckung ist in Ubungsaufgabe 3. gegeben.
Hinweis: Man verwende den Komplementérgraph G' = (V, E') mit E' = {(v,?') :

(v,0') € E}.)

3. Beweisen Sie die NP-Vollstandigkeit von 3—SAT, das sich von SAT dadurch unter-
scheidet, dass alle Alternativen die Form xf"\/x?j Vark fir gewisse 1 <i < j<k<n
haben.

(Hinweis: Man ersetze eine beliebige Alternative A unter Einbeziehung von zusétzli-
chen Variablen durch eine Menge von Alternativen mit jeweils genau drei Variablen,
so dass A genau dann wahr wird, wenn alle Alternativen aus M wahr werden.)

4. Konstruieren Sie entsprechend Beispiel 3.14 den Graphen fiir die Alternativen

rVyVz, TVyVz yVZ.

5. Beweisen Sie, dass das Cliquenproblem fiir festes k in P liegt.

6. Beweisen Sie, dass das Problem der Knotenfarbung fiir £ = 2 in P liegt.
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