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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden synchrone, deterministisch-tabellierte, kon-
textfreie Ketten-Code-Bild-Systeme in Hinsicht auf die Endlichkeit der von ihnen
erzeugten Bildsprachen untersucht. Es wird gezeigt, da} jedes deterministisch-tabel-
lierte Ketten-Code-Bild-System eine endliche oder abzihlbare Bildsprache erzeugt
und eine Methode angegeben, mit der zu jedem solchen Ketten-Code-Bild-System
entschieden werden kann, ob es eine endliche Bildsprache erzeugt oder nicht.

1 Einleitung

Ketten-Code-Bild-Sprachen sind ein grammatikalischer Ansatz zur Beschreibung von
Bildern (Strichgraphiken). Sie basieren auf Wortern iiber einem speziellen Alphabet und
der Interpretation dieser Worter als Bilder. Sie konnen als eine formale Beschreibung der
Arbeitsweise gewisser Plotter aufgefalit werden.

Ketten-Code-Bild-Sprachen wurden von H. FREEMAN eingefiihrt ([Fr61]). Bei Ketten-
Codes entsteht ein Bild durch eine Folge von Zeichenbewegungen, die durch Symbole
reprasentiert sind. Ein Wort beschreibt ein Bild, das durch Nacheinanderausfiithrung der
Zeichenschritte seiner Buchstaben entsteht. FREEMAN benutzt ein achtelementiges Al-
phabet {0,...,7}, dessen Elemente entsprechend folgender Skizze interpretiert werden:

7 Zum Beispiel entsteht das nebenstehende Bild
2 aus dem Wort 1261204153445672606:

5 |4 (Beim Nachvollziehen beginne man an der Nasenspitze.)
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Fiir sprachentheoretische Betrachtungen geniigen die vier Richtungen {0,2,4,6 }, da die
restlichen vier keine andersartigen Resultate liefern und keine anderen Beweismethoden
erfordern [DH89]. In Anlehnung an Plotter-Befehle schreibt man r, u, [, d fiir die Rich-
tungen right, up, left, down.

Der Zusammenhang von Wortern und Bildern legt es nahe, Beziehungen zwischen for-
malen Sprachen und Bildsprachen zu suchen. Die erste Arbeit auf diesem Gebiet ist
von J. FEDER ([Fe68]). In den 80er Jahren wurden Ketten-Code-Bild-Sprachen unter-
sucht, bei denen die zugrunde liegenden Wortsprachen zur CHOMSKY-Hierarchie geho-
ren ((MRW82], [SW85]).

Bei den biologisch motivierten LINDENMAYER-Systemen wird eine Variante der Ketten-
Codes verwendet, die auf der Schildkrotengeometrie basiert.

Kontextfreie LINDENMAYER-Systeme werden nach [RS80] in folgende Klassen einge-
teilt: DOL (deterministisches Ersetzen von Buchstaben), 0L (nichtdeterministisches Er-
setzen), D'T'0L (nichtdeterministische Auswahl einer Ersetzungstabelle, nach der deter-
ministisch ersetzt wird) und 70L (nichtdeterministische Auswahl einer Ersetzungstabel-
le, nach der nichtdeterministisch ersetzt wird). Zu Ketten-Code-Bild-Sprachen, die auf
LINDENMAYER-Systemen basieren, liegen nur wenige Erkenntnisse vor ([DHr92]).

In [TO2] wurde eine Abstrahierungshierarchie entwickelt und die Entscheidbarkeit der
Endlichkeit von Ketten-Code-Bild-Sprachen zu synchronen, deterministischen, kontext-
freien LINDENMAYER-Systemen (sDOL-Systemen) auf Grundlage dieser Hierarchie be-
wiesen. Mittels dieser Abstrahierungshierarchie wurde in [T03] die Entscheidbarkeit der
Endlichkeit von Bildsprachen synchroner, einfach nichtdeterministischer, kontextfreier
Ketten-Code-Bild-Systeme (sOL-Systeme) nachgewiesen. Die vorliegende Arbeit schlief3t
an [TO3] an, indem die Entscheidbarkeit bei Ketten-Code-Bild-Sprachen synchroner, de-
terministisch-tabellierter, kontextfreier Ketten-Code-Bild-Systeme untersucht wird.

2 Grundlagen

Die Endlichkeitsuntersuchungen zu Bildsprachen von synchronen, deterministisch-tabel-
lierten, kontextfreien Ketten-Code-Bild-Systemen in der vorliegenden Arbeit beruhen auf
der Abstrahierungshierarchie, die in [TO2] entwickelt wurde. In diesem Abschnitt werden
die benotigten Begriffe zusammengestellt.

2.1 Strukturen iiber einem Alphabet

Es seien A = {r,l,u,d } ein Alphabet und (.A*,-) die freie Struktur iiber .A mit der Ope-
ration der Aneinanderreihung (Konkatenation). Die Elemente aus 4™ heilen Worter; A ist
das Leerwort: Yw € A* : w\ = A\w = w. Die Menge A" enthalte alle Worter aus A* auBer
dem Leerwort A. Ein Operationssymbol fiir die Aneinanderreihung wird im allgemeinen
nicht geschrieben. Das Mengensystem der endlichen, nichtleeren Teilmengen von 4* sei
A. Die Konkatenation zweier Wortmengen U,V € A liefert die Menge aller Worter uv,
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bei denen u aus der Menge U und v aus V' sind:
UV={u|ueUundveV}.

Das Mengensystem A bildet mit den Operationen Vereinigung U und Konkatenation -
einen Halbring (A,U,-), da (A,U) und (A, -) Halbgruppen sind und die bekannten Distri-
butivgesetze gelten.

Auf A* wird eine Langenfunktion |- | induktiv erklrt:

LA =0, |r[ =l = |u] = |d[ = 1.
2. Sind u, v Worter, so ist die Linge des zusammengesetzten Wortes uv

Juv] = [u] + |v].

Alle Worter w der Linge n werden in der Menge A" zusammengefalit. Ein Wort w € A™
sei aus Buchstaben wy,...,w, zusammengesetzt: w = wy - - - wy,. Mit w; fiir i = 0,....n
ist in diesem Zusammenhang das Teilwort bis zum i-ten Buchstaben gemeint:

—> —>
w():)\, W; = W1+ Wj.

Zu einem Wort w € A* und einem Buchstaben = € A sei |w|, die Anzahl der Vorkommen
von z in w. Die Menge [w] sei die Menge der in dem Wort w auftretenden Buchstaben:

w={z||wlz=1}.

Analog steht [IV] mit einer Wortmenge W fiir die Menge aller Buchstaben, die in einem
Wort aus W auftreten:

weW
Mit den Elementen aus .A* seien Abbildungen auf dem Z? assoziiert:
w:Z?—7% (we A%).

Dem Leerwort entspricht die identische Abbildung. Die atomaren Abbildungen r, [, u, d
ordnen einem Punkt q € Z? seine Nachbarn zu:

1 = q—(1,0
u(q) = q+(0,1), diq) = q—(0,1

(Die Funktionsnamen r, [, u, d stammen von den Richtungen right, left, up, down.)

),
).

Ein zusammengesetztes Wort vw € A* symbolisiert die verkettete Abbildung v ow:

vow:Z* — 7> mitq— w(v(q)).



Der Nullpunkt des Z? sei 0 = (0,0). Die Verschiebungen z(q) — g eines beliebigen Punk-
tes q € Z? zu x(q) seien fiir x € A mit v, € Z? bezeichnet. Folglich gilt v, = (1,0),
v, = —(1,0), v, = (0,1), v, = —(0, 1). Ein Punkt p € Z? sei durch (p,,p,) dargestellt.
Die Interpretation von Wortern als Abbildungen auf dem Z? ist ein Homomorphismus
von der freien Struktur (.4, ) in die freie Struktur (4, 0). Die Operatoren - und o werden
nicht geschrieben, wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht, um welche Operation es
sich handelt.

Die Abbildungen r und [ sowie v und d sind zu einander invers. Die Abbildungen v und
ur sowie [d und dl ordnen einem Punkt g seine Diagonalnachbarn zu:

ru(q) =ur(q) =q+(1,1), ld(q)=dl(q) =q—(1,1).

Eine Abbildung, die zusammen mit einer Ab- |z | ot |zt
bildung x einen Diagonalnachbarn liefert, wird ril u |d
durch - gekennzeichnet. Die Inversen zweier Llr|ld |u
Abbildungen z und - werden durch Z bzw. 7+ wid|r |1
symbolisiert. Die nebenstehende Tabelle zeigt d|ull r

die entsprechenden Funktionen.

2.2 Graphische Einbettung

Ein Gittergraph ist ein Graph, bei dem die Knotenmenge eine Teilmenge von Z? ist und
jede Kante zwei benachbarte Knoten g, 2(q) mit q € Z? und x € {r,1,u,d } verbindet. Die
,Lage* der Knoten ist wesentlich; ein Umbenennen der Knoten fiihrt in der Regel nicht
zu einem isomorphen Gittergraphen. Eigenschaften wie gerichtet, ungerichtet, schlicht
bleiben davon unberiihrt.

In [T02] werden Funktionen eingefiihrt, die einem Wort w € A" folgendes zuordnen:

e Die Knotenmenge ©%(w) = {w;(a) | i =0,...n},

e den gerichteten Gittergraphen (moglicherweise mit Mehrfachkanten)
g°(w) = (©°(w), { (@1 (@), Wi (@) }ioi. )

e den schlichten gerichteten Gittergraphen s®(w) zu g*(w) (ohne Mehrfachkanten)
s*(w) = (©%(w),{ (wii(a),wi(a) |i=1,...,n}),

e die Kantenmenge ||*w von s%(w)
1w = { (wi—i(a),wi) [i=1,...,n},

wobei eine Kante durch ein Punkt-Richtungs-Paar anstatt eines Paares zweier Punk-
te dargestellt wird,



e das Bild (den Schatten von s%(w))
P (w) = (% (w), { (wi—i (a), wi(a)), (wi(a), wi—i(a)) [i=1,...,n})

e und die Bildflache

wobei 2%(w), y*(w), Z%(w) und 7(w) die Randkoordinaten der Knoten aus ©%(w)
darstellen:

“(w) =min{z | (z,y) € ©%(w) },

(w) =min{y | (z,y) € ©%(w) },
“(w) = max{z|(z,y) € O w)}, }

ga
gi(w) =max{y| (z,y) € ©%(w) }.

818

Der obere Index wird weggelassen, falls sich die Funktionen auf den Nullpunkt beziehen
(a=o0).

Bildflichen sind Rechteckmengen (siehe [T02]). Eine Rechteckmenge ‘I3 ist durch zwei
Punkte eindeutig bestimmt, die ,,untere, linke Ecke* (z, g) mit

=min{z|(z,y) €P},
min{y | (z,y) € P}

x
Y

und die ,,obere, rechte Ecke® (Z,7) mit

T=max{zx|(z,y) € P},
y=max{y| (z,y) € P}

oder die ,,obere, linke Ecke* (x,7) und die ,,untere, rechte Ecke* (7, y). Geschrieben wird
eine Rechteckmenge als [(z,y), (7,7)]. Die folgenden Schreibweisen sind dquivalent:

—~

LQ)L [(@7?)7 (T>y)]’ [(Ta y)’ (@7?)]

[(z,9), (z,9)], [(Z,7),
Das Skalieren einer Bildfliche 3 = [p, q] um einen Faktor s € Ny liefert die Bildfliche
sP={sr|reP}t=spsql.

Die Vereinigung zweier Bildflichen ist im allgemeinen keine Rechteckmenge. Eine er-
weiterte Vereinigung zweier Bildflichen soll die Bildfldche der Vereinigung sein:

Px UPy = Pxuy-

Das folgende Beispiel zeigt die genannten Graphen zu einem gewissen Wort.
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2.1. Beispiel: Es sei w = durrllurulldrdllrrdldurrr.

Der gerichtete Gittergraph g(w) ist in der nebenstehenden
Abbildung zu sehen (zum Nachzeichnen beginne man im

Nullpunkt o). Die Knoten sind durch Punkte - markiert. Der 0
schlichte, gerichtete Gittergraph s(w) entsteht durch Ent-

fernen der Mehrfachkanten, in diesem Beispiel durch Strei- l’_g'—‘
chen der Kante von o nach unten zu (0, —1).

Jedes Element der Kantenmenge ||w ist ein Paar (p,z), wobei p € Z? und z € A gilt.
Ein solches Paar (p,x) ist genau dann in ||w enthalten, wenn der gerichtete Gittergraph
eine Kante vom Knoten p zum Knoten x(p) enthilt. Beispielsweise gilt ((0,—1),7) € ||w,
weil es eine Kante vom Knoten (0, —1) zu seinem rechten Nachbarn r((0,—1)) = (1,—1)
gibt. Andererseits gilt ((1,—1),1) ¢ ||w, weil vom Knoten (1, —1) keine Kante zu seinem
linken Nachbarn [((1,—1)) = (0,—1) fiihrt.

(2,2)
Das Bild p(w) entsteht aus dem schlichten, gerichteten Git-

tergraphen s(w) durch Weglassen der Kantenrichtungen. Es
ist nebenstehend abbgebildet. (Wenn ein Bild vorliegt, ist es
nicht mehr von Bedeutung, wie es entstanden ist.) Die Kno- .
ten sind nicht gekennzeichnet. Die graue Fliache stellt die ’/

zugehorige Bildfliche [(—2,—-2),(2,2)] dar. (-2,-2) Q

Die Mengen A* von Wortern, { g%(w) } von gerichteten Gittergraphen, { s%(w)} von
schlichten, gerichteten Gittergraphen und {p®(w)} von Bildern (w € A*,a € Z?) bil-
den unterschiedliche Ebenen einer Abstrahierungshierarchie. Auf unterster Ebene wer-
den Worter einer Sprache betrachtet. Ein Interpretieren der Worter als gerichtete Graphen
mit Mehrfachkanten fiihrt auf die ndchsthohere Stufe. Auf die dritte Ebene gelangt man
durch Abstrahieren von den Mehrfachkanten. Durch Abstrahieren von den Kantenrich-
tungen gelangt man schlieBlich auf die Ebene der Bilder.

2.3 Spezielle Endomorphismen

Es seien x, ;4 zwei natiirliche Zahlen, «, i € Ng. Ein Endomorphismus / auf dem Halbring
(A,U,-) heiBt (x,u)-Endomorphismus, falls fiir alle € A folgendes erfiillt ist: Wenn
' € h({x}) ist, so gilt

1. 2/(0) = Ko, und
2. B(2') € Kk[o, 05| Wplo,1,0-1].

Aus der zweiten Bedingung folgt fiir das Leerwort: Wenn \' € A({ \}) ist, gilt fiir die
Bildfliche [J(X\') < [0,0]. Aus der ersten Bedingung folgt \'(0) = ko = o, also liegt der
Nullpunkt in der Bildfliche [I()\'). Somit gilt [IJ(\') = [0, 0]; das Leerwort wird auf sich
abgebildet: h({A}) ={\}.

Das Anwenden von h auf eine Wortmenge 1V wird Ableiten genannt; die Menge h(W)
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entsteht in einem Ableitungsschritt. Die n-stellige Verkettung eines (x, i)-Endomorphis-
mus h wird kurz h™ geschrieben. Jedes Element von A" ({w}) mit w € A* heifit n-te
Ableitung von w; ein solches Wort wird auch mit w() bezeichnet (W', w”, w" fiir die
ersten drei Ableitungen; w(®) = w).

Folgendes Beispiel soll die Synchronisationsbedingungen veranschaulichen:

2.2. Beispiel: Es sei i ein Endomorphismus auf (A, U, -) mit
h({r}) = {rdruurdr,rurrddlurr } und h({z }) = { zzzx } furz #r.
Damit gilt

(rdruurdr)(o) =0, + 07+ 0, + 0, + 0, + 0, + 04+ 0, = 4o,
(rurrddlurr)(o) =0, +0,+0, + 0.+ 05+ 05+ 09,4+ 0, + 0, + 0, = 4o,
(zzxxzx)(0) = dv,.

Die ersten Ableitungen sind rdruurdr, rurrddlurr, llll, vuuu und dddd. Die zugehori-
gen schlichten, gerichteten Gittergraphen zeigt die folgende Tabelle.

Ableitung Zugehoriger Gittergraph
(0,1)
rdruurdr oj \ L»(4,O)
(07_1)
(0,1)
rurrddlurr o—j i (4,0)
(07_1)
(0,1)
il (—4,0——=—=—0
(Oa_l)
(0,4)
uuuUY t
(=1,0) @ (1,0
(_170) 0 (170
dddd '
(07_4)




Alle Punkte zu einer Ableitung =’ € h({ z }) liegen in der Bildfliche
C(z') € 40,0, U[b,1,051].

Somit ist der Endomorphismus £ ein (4, 1)-Endomorphismus.

Die erste Synchronisationsbedingung gibt an, wo die Bild-Endpunkte der ersten Ableitun-
gen des Alphabet liegen; die zweite Bedingung bewirkt, da3 das Bild zu jeder Ableitung
von z € A in einem gewissen Rechteck liegt. @

Es sei w ein Wort aus .A"; dann gilt wegen der Konkatenation von Wortmengen

{wh={wi—wn}={w}--{wn}.

Desweiteren sei h ein (k, ;+)-Endomorphismus, dann gilt wegen der Operationstreue von
h beziiglich der Konkatenation

h({w}) =h({w--wn}) =h({wr - {wa}) = h({wi })---h({wn }).

Aus der Operationstreue von h beziiglich der Vereinigung folgt fiir eine endliche Wort-
menge W € A

hw)=J h({w}).
weW

Die Michtigkeit einer Menge M wird durch |M | symbolisiert; folglich ist |h({w })| die
Anzahl der ersten Ableitungen von w.
Es sei bemerkt, dal3 es zu je zwei natiirlichen Zahlen  und p einen (x, ;+)-Endomorphis-
mus gibt; beispielsweise ist A mit { x } — {z" } (z € A) fiir jede natiirliche Zahl i € Ny
ein (k, 1)-Endomorphismus.
Es sei 1o € Ny eine natiirliche Zahl. Dann gilt fiir alle natiirlichen Zahlen p = p:

po[o,L,0-1] S pfo,,0.1].
2.3. Folgerung: Jeder (k, j1)-Endomorphismus ist auch ein (k, i+ 1)-Endomorphismus.

Der Parameter « gibt eine Langendnderung beim Ableiten an; im Falle x = 0 heif3t der
Endomorphismus lingenkontrahierend, im Falle x = 1 lingenkonstant und im Falle x > 1
langenexpandierend. Der Parameter p ist eine obere Schranke fiir die Breitenéinderung
beim Ableiten.

Sind bei einem (k, ;)-Endomorphismus £ die atomaren Bilder einelementig, so hat jedes
Wort genau eine Ableitung; die Mengenzeichen werden in diesem Falle weggelassen:
h(w) =w'.

2.4 Ketten-Code-Bild-Systeme

In diesem Abschnitt werden synchrone, deterministisch-tabellierte Ketten-Code-Bild-Sy-
steme (sDTOL-Systeme) definiert, die dann in Zusammenhang mit synchrone, determi-
nistische sowie synchrone, einfach-nichtdeterministische Ketten-Code-Bild-Systeme ge-
bracht werden.



2.4.1 sDTOL-Systeme

Ein synchrones, deterministisch-tabelliertes, kontextfreies Ketten-Code-Bild-System (ge-
nannt sDTOL-System) ist ein Tripel

G=(Ahw)

mit dem Alphabet A = {r,[,u,d }, einer endlichen, nichtleeren Menge h ={ hy,...,hp, },
wobei jedes Element h; fiir i = 1,...,m einen (k;, j1;)-Endomorphismus darstellt und
das Bild h;({z }) jedes Buchstaben x € A einelementig ist (die Mengenzeichen werden
weggelassen: h;(x) = ') sowie einem nichtleeren Startwort (Axiom) w € A™.

Mit h™ sei die Menge aller n-stelligen Verkniipfungen von Elementen aus h bezeichnet:

h"={hjo---ohi, |i;€{l,...om};j=1,...,n};

desweiteren sei h"({ w }) die Menge aller Worter, die durch die Elemente von A" entste-
hen:

h*"({w}) ={h«(w) [ he € A" }.

Die von einem sDTOL-System G erzeugte Bildsprache B ist die Menge aller Bilder von
Ableitungen des Axioms w:

BG:{p(W) ‘Wehn({W}),RENO}.

Ein sDTOL-System heifit lingenexpandierend, wenn mindestens ein (x;, 4;)-Endomor-
phismus ©; € h lingenexpandierend ist. Es heiflt lingenkontrahierend, wenn alle Endo-
morphismen aus h lingenkontrahierend sind. Andernfalls ist mindestens ein Endomor-
phismus aus h lingenkonstant; alle anderen sind lingenkontrahierend. Diese sDTOL-Sy-
steme sollen lingenkonstant heif3en.

Gibt es zu einem sDTOL-System G zwei natiirliche Zahlen «, p, so daB alle auftretenden
Endomorphismen (k, u)-Endomorphismen sind, so heiit G rein, andernfalls gemischt.
Es sei angemerkt, dafl langenkontrahierende sDTOL-Systeme stets reine Systeme sind.
Bei einem reinen, langenkonstanten sDTOL-System sind alle auftretenden Endmorphis-
men (1, )-Endomorphismen; bei einem gemischten, lingenkonstanten sDTOL-System
tritt mindestens ein (1, zt)- und mindestens ein (0, x)-Endomorphismus auf.

2.4.2 Deterministische Untersysteme

Analog zu sOL-Systemen werden auch zu sDTOL-Systemen deterministische Untersy-
steme eingefiihrt: Ein sDOL-System U = (A, ho,w) heiBt deterministisches Untersystem
eines SDTOL-System G (geschrieben U E (), wenn jede Ableitung eines Wortes w € A*
mittels U auch Ableitung mittels G ist.

2.4. Folgerung: Ein sDTOL-System G = (A, h,w) mit h = { hy,...,hy, } hat genau die
deterministischen Untersysteme U; = (A, h;,w) fiiri =1,...,m.



Beweis: Zunichst ist klar, daB3 jede Ableitung mittels eines deterministischen Untersy-
stems U; auch Ableitung mittels G ist (da h}' € h™ gilt). Angenommen, es gibt ein anderes
deterministisches Untersystem U, = (A, h,,w). Dann gilt einerseits A, ¢ h. Da aber jede
Ableitung mittels U, auch Ableitung mittels G ist, gilt andererseits h, € h, was einen
Widerspruch darstellt.

Daher gibt es kein anderes deterministisches Untersystem. *

Ein deterministisches Untersystem U; = (A, h;,w) erzeugt die Bildsprache

By, = {p(w) |w = hi'(w),n € No}.

2.5. Folgerung: Die von einem deterministischen Untersystem eines sDTOL-Systems G
erzeugte Bildsprache ist eine Teilmenge der von G erzeugten Bildsprache.

Beweis: Es seien G = (A, h,w) ein sDTOL-System, wobei h = { hy,...,hy, } ist, und
Ui = (A, hj,w) ein deterministisches Untersystem von G. Da fiir jede Ableitungsstufe
n € Ny die n-stellige Verkniipfung h!' Element von A" ist, gilt fiir die Bildsprache By;:

By, ={pw) |w="hi(w),neNo} < {p(w)|weh"{w}),neNo} = Bg.
Damit ist die Behauptung bewiesen. *

Folgendes Beispiel, angelehnt an jenes zu deterministischen Untersystemen in [T03], soll
den Zusammenhang illustrieren:

2.6. Beispiel: Es seien iy, hy zwei (2, 1)-Endomorphismen mit
hi(u) = wludru, hy(u) = urudlu, hi(x) = hy(z) = xa fir z # u.

Desweiteren seien h = { hy,hy } und G das sDTOL-System (A, h,u). Die beiden sDOL-
Systeme Uy = (A, hi,u), Uy = (A, ha,u) sind die einzigen deterministischen Untersyste-
me von G.

Nach zweimaligem Ableiten des Startwortes u mittels GG liegen folgende schlichte, ge-
richtete Gittergraphen vor:

zuu | zuh({u}) | zu R2({u})

IR
o B

Die Gittergraphen, die durch zweimaliges Ableiten mittels Uy bzw. U, entstehen, sind
durch o bzw. [0 markiert. Andere Graphen entstehen bei zweimaligem Ableiten nicht. ©
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2.4.3 Einfach-nichtdeterministische Obersysteme

Um Untersuchungsergebnisse von einfach-nichtdeterministischen Systemen nutzen zu
konnen, werden einfach-nichtdeterministische Obersysteme definiert.

Ein sOL-System S = (A, ho,w) heifit einfach-nichtdeterministisches Obersystem (auch
sOL-Obersystem genannt) eines deterministisch-tabellierten Ketten-Code-Bild-Systems
(G (geschrieben S 2 (7), wenn jede Ableitung eines Wortes w € A* mittels G auch Ablei-
tung mittels .S ist. Ein sOL-Obersystem S = (A, ho,w) zu einem sDTOL-System

G=(A{ht, .. . },w)

heiBt minimal, wenn fiir jede atomare Ableitung 2’ € ho({ z }) (x € A) mittels S ein Index
i€{1,...,m} existiert, so daB =’ auch Ableitung durch h; ist: h;(x) = 2. Das folgende
Lemma trifft Aussagen iiber die Existenz von sOL-Obersystemen.

2.7. Lemma: Es sei G = (A,{ hi,...,hn },w) ein SDTOL-System. Dann gelten folgende
Aussagen:

1. Das System G hat genau dann ein sOL-Obersystem, wenn es zwei natiirliche Zahlen
K, 1 gibt, so daf3 jeder (K;, ji;)-Endomorphismus h; (i = 1,...,m) auch ein (k,pu)-
Endomorphismus ist.

2. Wenn G ein sOL-Obersystem hat, so hat es genau ein minimales sOL-Obersystem
S = (A, ho,w); dabei gilt

(a) Vee A:ho({x}) ={h1(2),....hm(x)},
(b) Ywe AVie{l,...,m}:hij(w) €ho({w}).

Beweis: Es sei G = (A,{ hy,...,hm },w) ein sSDTOL-System.

1. Zunichst seien mindestens zwei x-Parameter verschieden. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit seien dies x; und k. Angenommen, es gibe ein sOL-Obersystem
S = (A, ho,w) zu G. Dann miissen die Ableitungen A (z) und hy(z) zu ho({z })
(z € A) gehoren, da jede Ableitung mittels G auch Ableitung mittels S sein soll.
Aber es gibt keine natiirliche Zahl «, so daB h, die Bedingungen fiir einen (x, j1)-
Endomorphismus erfiillt (bei beliebigem p-Parameter), folglich gibt es auch kein
sOL-Obersystem fiir G.
Es sei nun G derart, daf} jedes h; ein (k,p;)-Endomorphismus ist. Nach Folge-
rung 2.3 ist jedes h; auch ein (k,pu)-Endomorphismus mit 2 > max{ py,. .., tm }-
Damit ist auch ho mit ho({z }) = {hi(x),...,hp(z)} ein (k,)-Endmorphismus
und das System S = (A, ho,w) ist ein sOL-Obersystem zu G.

2. Essei S = (A, ho,w) ein sOL-Obersystem zu G.

(a) Wegen S 2 G gilt { hi(x),...,hp(x)} S ho({x}) fiir alle x € A. Das sOL-Sy-
stem S ist genau dann minimales sOL-Obersystem zu (G, wenn

ho({2}) € {hi(@),.... () }

gilt. Daraus folgt, da3 S genau dann minimal ist, wenn die Gleichheit gilt. Da
ho eindeutig bestimmt ist, hat G genau ein minimales sOL-Obersystem.
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(b) Esseieni € {1,....m} und w € Al Aus der Operationstreue der beteiligten
Endomorphismen ergibt sich fiir: =1,...,m

hi(w) = hi(wi) -~ hi(wi) € ho({wi }) - ho({wi }) = ho({w }).
%*

Die erste Aussage des Lemmas besagt, daf} ein sDTOL-System genau dann ein sOL-Ober-
system hat, wenn es ein reines sSDTOL-System ist. Das folgende Beispiel soll verdeutli-
chen, daf} ein gemischtes sDTOL-System kein sOL-Obersystem hat.

2.8. Beispiel: Es sei G = (A, { hy,h; },7) ein sSDTOL-System mit zwei Endomorphismen
hi, ha, wobei folgendes gelten soll: hy : 7 — rud,z — z(z # r) und hy : x — -7+,
Der Endomorphismus h; erfiillt die Bedingungen fiir einen (1, 1)-Endomorphismus, h;
fiir einen (0, 1)-Endomorphismus. Gibe es ein sOL-Obersystem S = (A, ho,r) zu G,
miiBte { rud,ud } eine Teilmenge von ho({r}) sein. Auf Grund der ersten Synchroni-
sationsbedingung (s. S. 6) gibe es dann eine natiirliche Zahl «, die sowohl die Glei-
chung (rud)(o) = k(1,0) als auch die Gleichung (ud)(0) = x(1,0) erfiillt. Die erste Glei-
chung ist wegen (rud)(o) = (1,0) nur fiir k = 1, die zweite wegen (ud)(0) = o nur fiir
r = 0 erfiillt. Da es keine Zahl « gibt, die beide Gleichungen erfiillt, ist h, kein (k, p)-
Endomorphismus; folglich gibt es kein sOL-Obersystem zu G. @

Aus dem vorangegangenen Lemma kann man folgende Schluf3folgerung iiber die Bezie-
hung zwischen Bildsprachen ziehen.

2.9. Folgerung: Hat ein sDTOL-System G ein sOL-Obersystem, dann ist die von G er-
zeugte Bildsprache Bg eine Teilmenge jener Bildsprache Bg, die von dem minimalen
SOL-Obersystem S zu G erzeugt wird.

Beweis: Es seien G = (A, h,w) ein sDTOL-System mit einer Endomorphismen-Menge
h={hi,...,hp } und S = (A, ho,w) das minimale sOL-Obersystem von G.
Desweiteren sei w eine n-te Ableitung des Axioms w mittels G: w € h"({w }). Dann
existieren Indices i1, ...,i, € {1,...,m}, so daB

w = (hj, ohj0---0h;, )(w)

in
gilt. Mit Lemma 2.7 ergibt sich

eho({ hinfl (hin72(‘ ° hil
Gho(ho({ hinfz(‘ .. hil (w ...

~ .
S—
~—

chs({w}),
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also kurz w € h({w }). Damit ist jede n-te Ableitung von w mittels G auch eine mittels S
und es gilt fiir die erzeugten Bildsprachen

Be={pw)weh"({w})neNo} < {p(w)|wehs({w}),neNo} = Bs,
was die Behauptung besagt. %
Das folgende Beispiel erweitert jenes zu deterministischen Untersystemen (Beispiel 2.6):

2.10. Beispiel: Es seien hi, h; die beiden (2, 1)-Endomorphismen aus dem Beispiel zu
deterministischen Untersystemen:

hi(u) = wludru, hy(u) = urudlu, hi(x) = hy(z) = xx fir z # u.

Das System G = (A, { h1,hy },u) ist ein SDTOL-System und hat als minimales sOL-Ober-
system S = (A, h,w), wobei h jener (2, 1)-Endomorphismus mit

h({z}) = { hi(x), ha(x) }
ist. Folglich gilt
h({u}) = {wludru,urudlu } und h({z }) = {zz } fir x # u.

Nach zweimaligem Ableiten des Startwortes u mittels S liegen folgende schlichte, ge-
richtete Gittergraphen vor:

zuu | zuh({u}) | zu R2({u})

S mow s

- MJ

' .;*L%PLFJJ

mee B S ol ol
T o

Jene Gittergraphen, die durch zweimaliges Ableiten mittels GG entstehen, sind durch das
Zeichen « markiert. Die beiden sDOL-Systeme U; = (A, hy,u) und Uy = (A, hy,u) sind
auch von S die einzigen deterministischen Untersysteme (s. [TO3]). Durch zweimaliges
Ableiten mittels U; bzw. U; entstehen die durch o bzw. [J markierten Gittergraphen. An-
dere Graphen entstehen bei zweimaligem Ableiten nicht. @
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3 Endlichkeitsuntersuchungen

Bei Aufgaben, in denen Ketten-Code-Bild-Systeme eine Rolle spielen, muf} geklirt wer-
den, ob ein gegebenes System eine endliche oder unendliche Bildsprache erzeugt oder
welche Systeme Bildsprachen mit gewissen Eigenschaften erzeugen.

In diesem Abschnitt werden Bedingungen hergeleitet, anhand derer entschieden werden
kann, ob ein sDTOL-System eine endliche Bildsprache erzeugt oder nicht.

3.1 Langenkontrahierende Ketten-Code-Bild-Systeme

Es sei G = (A, h,w) ein lingenkontrahierendes sDTOL-System mit einer endlichen, nicht-
leeren Menge h = { hj,...,hy } von (0, 1)-Endomorphismen. Zunichst stellt jedes h;
einen (0, 11;)-Endomorphismus dar. Es sei x4 sei das Maximum aller y;:

p=max{u|i=1,...,m}.

Nach Folgerung 2.3 ist jedes h; auch ein (0, )-Endomorphismus.

Das minimale sOL-Obersystem S = (A, ho,w) zu G ist ein lingenkontrahierendes sOL-Sy-
stem, dessen Endomorphismus h, ebenfalls ein (0, ;1)-Endomorphismus ist. Die Bildspra-
che Bg enthilt nach Satz 3.1 aus [T03] hochstens (14 1)*4- 1 Elemente. Mit Lemma 2.7
folgt, daB B¢ ebenfalls hochstens (2 + 1)* 4 1 Elemente enthilt.

3.1. Satz: Jedes lingenkontrahierende sDTOL-System G = (A,{ hi,...,hpy },w), wobei
Jjeder Endomorphismus h; (i=1,...,m) ein (0, u)-Endomorphismus ist, erzeugt eine end-
liche Bildsprache Bg. Sie enthdlt hichstens (p141)* 4 1 Elemente:

|Ba| < (u+1)*+1 < .

3.2 Lingenexpandierende Ketten-Code-Bild-Systeme

Es sei G = (A, h,w) ein lingenexpandierendes sDTOL-System mit h = { hy,...,hy },
dann ist mindestens einer der Endomorphismen h; liangenexpandierend; ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit sei dies etwa hj. Daher ist das deterministische Untersystem
U = (A, h,w) lingenexpandierend. In [T02] wurde gezeigt, daB die Bildsprache jedes
langenexpandierenden sDOL-Systems unendlich ist. Da die von U erzeugte Bildsprache
eine Teilmenge der von G erzeugten ist (Folg. 2.5), ist auch die Bildsprache des sDTOL-
Systems GG unendlich.

3.2. Satz: Jedes lingenexpandierende sDTOL-System erzeugt eine unendliche Bildspra-
che.

3.3 Lingenkonstante Ketten-Code-Bild-Systeme

Léangenkonstante sDTOL-Systeme konnen wie lingenkonstante sDOL-Systeme und lidn-
genkonstante sOL-Systeme sowohl endliche als auch unendliche Bildsprachen erzeugen.
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Bei deterministischen Systemen ist die erzeugte Bildsprache genau dann endlich, wenn
die schlichten, gerichteten Gittergraphen der zweiten und dritten Ableitungen iiberein-
stimmen. Stimmen bei deterministisch-tabellierten Systemen die schlichten, gerichteten
Gittergraphen zu den zweiten und dritten Ableitungen nicht {iberein, so kann die Bild-
sprache trotzdem endlich sein.

3.3. Beispiel: Es sei G = (A,{ hy,h,h3 },r) ein lingenkonstantes sDTOL-System, wo-
bei fiir die Endomorphismen folgendes gilt: h(r) = udr, hy(r) = dur, ha(r) = rdu und
hi(z) = hy(z) = ha(z) = x fiir © # r. Die Endomorphismen hy, hy, h3 erfiillen die Be-
dingungen fiir einen (1, 1)-Endomorphismus. Damit ist G 1angenkonstant. Die schlichten,

gerichteten Gittergraphen sind — zu 7 und L, 1_>, j zu den ersten Ableitungen von
r. Die neuen Graphen der zweiten Ableitungen sind P 1_] und ﬁ Die dritten Ablei-

tungen liefern als neuen Graphen h Unter den schlichten, gerichteten Gittergraphen der

3. Ableitungen tritt h auf, unter denen der 2. Ableitungen jedoch nicht. Trotzdem ist die
Bildsprache B¢ endlich:

BGZ{’L’F’T’F’H’H’H}'

Bei einfach nichtdeterministischen Systemen kann man die Endlichkeit mittels der deter-
ministischen Untersysteme bestimmen. Erzeugt jedes deterministische Untersystem eine
endliche Bildsprache, ist auch die Bildsprache des sOL-Systems endlich. Bei sDTOL-Sy-
stemen ist dies hingegen nicht der Fall. Erzeugen alle deterministischen Untersysteme
eines sDTOL-Systems eine endliche Bildsprache, so kann die Bildsprache des sDTOL-Sy-
stems trotzdem unendlich sein, wie das folgende Beispiel zeigt.

3.4. Beispiel: Es sei G = (A,{ h1,hy },ru) ein sSDTOL-System mit den (1, 1)-Endomor-
phismen Ay, hy, fiir die

hy: r—rud, x—z (z#r) und
hy: u—url, z—x (r#u)

gilt. Das deterministische Untersystem U} = (A, hy,ru) erzeugt die Bildsprache

BIZ{J}7

das deterministische Untersystem U, = (A, hy, ru) erzeugt die Bildsprache
By={_, I}
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Beide Bildsprachen sind endlich. Die Bildsprache von G ist jedoch unendlich:

BF{J,I,f,JI,...}-

Q

Wie die letzten beiden Beispiele zeigen, sind die in [T02] bzw. [T03] hergeleiteten Ent-
scheidungskriterien auf sDTOL-Systeme nicht anwendbar. Folglich miissen andere gefun-
den werden. Dazu werden reine und gemischte Systeme getrennt untersucht.

3.3.1 Reine, Liingenkonstante Systeme

Es sei G = (A, h,w) ein sSDTOL-System; dabei stelle h = { hy,..., h,, } eine Menge von
(1, ;)-Endomorphismen h; dar. Desweiteren sei @ = max { p1,..., fty, }. Dann ist jeder
Endomorphismus /; auch ein (1, z)-Endomorphismus. Nach Lemma 2.7 hat G genau ein
minimales sOL-Obersystem S = (A, hg,w), wobei hg({z }) = { hi(x),..., hp(x) } fiir
alle Buchstaben z € A gilt.

Nach Folgerung 2.9 ist die von GG erzeugte Bildsprache B¢ eine Teilmenge der von S
erzeugten Bildsprache Bg.

3.5. Folgerung: Die Bildsprache B¢ eines reinen, lingenkonstanten sDTOL-Systems G
ist endlich, wenn die von seinem minimalen sOL-Obersystem S erzeugte Bildsprache Bg
endlich ist.

Moge nun S eine unendliche Bildsprache Bg erzeugen. Dann besitzt S ein determini-
stisches Untersystem U = (A, hyy,w), welches ebenfalls eine unendliche Bildsprache er-
zeugt (Satz 3.3 aus [T03]). Fiir alle z € A gilt hyy(z) € hg({x }) (folgt aus der Definition
von deterministischen Untersystemen zu sOL-Systemen in [T03]). Demzufolge gibt es zu
jedem x € A einen Index i, € {1,...,m}, so daB hy(z) = h;,(z) gilt. Da die von U
erzeugte Bildsprache By unendlich ist, gibt es nach [T02] (Satz 3.12 und Folgerung 3.9)
einen Buchstaben x € [h?;(w)], so daB eine der Kantenmengen ||y (2), ||hF;(2), [|h3 ()
eine von (o0,z) verschiedene z-Kante enthilt:

Sw € [ ()3 € {123} : o # o (@),

Es seien nun = € A und [ € {1,2,3} die kleinste Ableitungsstufe derart, daf} fiir sie
|22 # ||+ht;(2) gilt. Nach [ lassen sich drei Fille unterscheiden:

1. [ =1:Dann gilt ||,z # ||zhy(z) und ||z # ||zhi, (). Damitist D = (A, h;,,w) ein
sDOL-System und erzeugt nach Folgerung 3.10 aus [T02] eine unendliche Bildspra-
che Bp. Da D ein deterministisches Untersystem von G ist, ist nach Folgerung 2.5
auch die Bildsprache von G unendlich: |Bg| = oc.

2. | =2:Dann gilt ||;z = ||zhy(x) und |2 # ||zh# (). Folglich entsteht die neue -
Kante durch Ableiten eines anderen Buchstaben y # x. Wegen h;, (x) = hy(z) und
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hi,(y) = hu(y), ist besagte neue x-Kante Element von |[;h;, (i, (z)). Damit tritt
bei wiederholtem Anwenden von h;, o h;, wieder eine neue z-Kante auf. Daraus
folgt, daB das sDTOL-System G’ = (A, { hi,,hi, } ,w) eine unendliche Bildspra-
che B¢ erzeugt. Da die Menge { h;,, h;, } eine Teilmenge von h ist, ist B¢y eine
Teilmenge von Bg. Folglich ist auch diesem Falle | Bg| = oc.

3. 1 =3: Dann gilt ||,z = ||shy () = ||zh# (x) und ||z # ||k (x). Folglich entsteht
die neue z-Kante durch Ableiten eines Buchstaben z # x, welcher wiederum durch
einen anderen Buchstaben y (y # = und y # z) entsteht, der in der Ableitung von x
auftritt. Wegen h;, (z) = hy(z), hi, (y) = hy(y) und h;, (2) = hy(2), ist die neue
r-Kante Element von ||;h;, (hi, (i, ())). Damit tritt bei wiederholtem Anwenden
von h;, o h;, o h;, wieder eine neue r-Kante auf. Daraus folgt, daB das sDTOL-Sy-
stem G” = (A, { hi,,hi,, hi, } ,w) eine unendliche Bildsprache B erzeugt. Da
die Menge { hiy s iy, hi, } eine Teilmenge von h ist, ist auch B eine Teilmenge
von Bg. Folglich ist auch diesem Falle | Bg| = oc.

Andere Fille gibt es nicht, so dal dieses Ergebnis wie folgt zusammengefalit werden
kann.

3.6. Folgerung: Die Bildsprache Bg eines reinen, lingenkonstanten sDTOL-Systems G
ist unendlich, wenn die von seinem minimalen sOL-Obersystem S erzeugte Bildsprache
Bg unendlich ist.

Zusammen fiihren die Folgerungen 3.5 und 3.6 zu folgendem Satz.

3.7. Satz: Es sei G = (A, h,w) ein reines, lingenkonstantes sSDTOL-System. Die erzeug-
te Bildsprache ist genau dann endlich, wenn das minimale sOL-Obersystem zu G eine
endliche Bildsprache erzeugt.

3.3.2 Gemischte, liingenkonstante Systeme

Im folgenden werden gemischte, langenkonstante sDTOL-Systeme betrachtet, also solche,
bei denen mindestens ein (0, z1)-Endomorphismus und mindestens ein (1, z2)-Endomor-
phismus auftritt. Dazu sei G = (A, f,w) ein sSDTOL-System mit einer Menge f = gUh
von ldngenkontrahierenden und -konstanten Endomorphismen. Die ldngenkontrahieren-
den Endomorphismen seien in der Menge g = { g1,...,9m, }, die lingenkonstanten En-
domorphismen in der Menge h = { hi,..., Ay, } zusammengefait. Ein sDTOL-System
T = (A, f,w) mit f € goder f < histein reines SDTOL-System. Da jede Ableitung mit-
tels 7" auch eine mittels G ist, erzeugt 7" eine Teilmenge der Bildsprache von G

Br={pw)|we f"(w),neNy} € {pw)|we f*(w),neNy}=Bg.

Dabher soll 7" reines Teilsystem von G heiflen. Gilt f = g oder f = h, soll 7" maximal hei-
Ben. Damit sind (A, g,w) ein maximales, reines, lgngenkontrahierendes Teilsystem und
(A, h,w) ein maximales, reines, lingenkonstantes Teilsystem von G. Es sei angemerkt,
daB sie eindeutig bestimmt sind. Im folgenden soll das maximale, reine, lingenkonstante
Teilsystem eines sDTOL-Systems G kurz das Eins-System von GG genannt werden.
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3.8. Folgerung: Es seien G ein sDTOL-System und 'T" sein Eins-System. Die von " er-
zeugte Bildsprache ist eine Teilmenge der von G erzeugten Bildsprache.

Aus dieser Teilmengenbeziehung ergibt sich die nédchste Folgerung.

3.9. Folgerung: Es seien G ein sDTOL-System und T sein Eins-System. Wenn T eine
unendliche Bildsprache erzeugt, so ist auch die von G unendlich.

Ist jedoch die von 7' erzeugte Bildsprache endlich, so kann man nicht auf die Endlichkeit
von G schlieBen. Dies zeigt das folgende Beispiel.

3.10. Beispiel: Es sei G = (A,{ g,h },r) ein sSDTOL-System mit einem (0, 1)-Endomor-
phismus ¢ und einem (1, 1)-Endomorphismus A, fiir die folgendes gilt:

g: r—ud, u—rl, [—\ d—\
h: r—dur, u—u, [—I, d—d.

Das Eins-System zu G ist T' = (A, h,r). Es erzeugt die Worter
r, dur, dudur, ..., (du)ir,
Ihnen entsprechen die schlichten gerichteten Gittergraphen — fiir r und f» fiir alle Ab-

leitungen von r. Die erzeugte Bildsprache ist somit endlich:

&:{’T}

Mittels G werden neben — und f» auch die schlichten gerichteten Gittergraphen ! (zu

g(r)), — (zu g*(r)), L (zu g(h(r))) und *.—V (zu h(g(h(r)))) erzeugt. Aus diesen Git-

tergraphen entstehen durch Ableiten keine neuen. Daher ist auch die Bildsprache von G
endlich:

BGZ{T,L_,L,H.

Andert man h derart ab, daB h(l) = uld gilt, so hat dies beziiglich T auf die Wortmenge
und damit auch auf die Bildsprache keine Auswirkungen. Mittels GG jedoch gehort zur
erzeugten Wortmenge auch das Wort

g(h(r)) = g(dur) =rlud.
Zu diesem Wort gehort der gerichtete Gittergraph
(0,1)
0 (1,0).

Durch Ableiten entsteht das Wort h(rlud) = duruldud. Der zugehorige schlichte gerich-
tete Gittergraph ist
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(0,1) (1,1)

(0

(07_1)

Der Buchstabe [ im Wort duruldud geht aus dem [ in rlud hervor. Folglich geht aus der
[-Kante in ||rlud — sie fithrt von (1,0) zum Nullpunkt — die Kante

(0g+ 0y, +0,4+0,,0) = (0, +0,,0) = ((1,1),1) € ||h(rlud)

hervor. Bei nochmaligem Ableiten entsteht daraus die (-Kante ((1,2),/) usw. In jedem
Ableitungsschritt entsteht eine [-Kante, die gegeniiber der ,,produzierenden* verschoben
ist. Folglich ist die Menge der erzeugten schlichten gerichteten Gittergraphen unendlich:

H,F,I,H,L,P,B,D,... -

Obwohl die Bildsprache B des Eins-Systems endlich ist, ist die Bildsprache Bg von G

unendlich:
el

An dem vorangegangenen Beispiel erkennt man folgendes: Ist die Bildsprache von dem
Eins-System 7" endlich, die Bildsprache von G jedoch unendlich, so gibt es einen Buch-
staben = € A, der in keinem durch 7" erzeugten Wort auftritt aber bei GG die Unendlichkeit
liefert. Zunichst wird gezeigt, dall jeder durch G erzeugte Buchstabe spitestens bei der
zweiten Ableitung entsteht.

Bg =

’li’ 2
Q©

3.11. Folgerung: Jeder Buchstabe, der nach mehr als zweimaligem Ableiten des Axioms
w mittels G entsteht, kommt bereits in einer zweiten Ableitung mittels G vor.

Beweis: Es seien 1 € Ny eine natiirliche Zahl, g = { g1,. .., gm, } eine endliche, nichtleere
Menge von (0, ;1)-Endomorphismen, h = { hy,..., hy, } eine endliche, nichtleere Menge
von (1, )-Endomorphismen, f = gUh die Vereinigung beider Mengen und G = (A, f,w)
ein sSDTOL-System. Da mindestens einer der Endomorhismen aus f lingenkonstant ist,
gilt nach Folgerung 3.1 aus [TO03] fiir alle Buchstaben x € A

rvelf({z})]

19



und allgemein fiir w € A*

[ Ew IS [ ({w ).

Daraus kann man mittels vollstandiger Induktion iiber die Ableitungsstufe zeigen, daf}
sich die Buchstabenmenge nicht mehr dndert, wenn sie in einem Ableitungsschritt unver-
andert bleibt: Wenn [f"({w })] = [f*T1({w})], so gilt auch [f*({w })] = [f"T*({w})]
fiir alle k € N.

Es sei = € [w] ein Buchstabe im Axiom w. Die folgenden Fallunterschiede sind durch die
Synchronisationsbedingungen begriindet.

1.

TJO [gi(x)] = (. Alle lingenkontrahierenden Endomorphismen bilden z auf das Leer-
;\:/ért ab:
gi(r)=XA (i=1,...,mp).
Damit gilt
my

[f{z D))= Ulhi(x))-

i=1
Fiir die Buchstabenmengen beim Ableiten mittels der ldngenkonstanten Endomor-
phismen gibt es vier Moglichkeiten.

mp

@ U [hi(x)] = {x }.
1=
Fiir alle lingenkonstanten Endomorphismen h; gilt h;j(z) =z (i =1,...,my).
In diesem Falle gilt f*({x}) = {\,z} fiir alle n Z 1. Daher besteht die er-
zeugte Buchstabenmenge in jedem Ableitungsschritt aus dem Buchstaben x:

[f"({x})] ={x}. Also gilt insbesondere
[Pz =1"{=z})]

fiir n = 2.
(b) u] [hi(2)] = {2, }.

ﬁ diesem Falle gilt

mi

P = U@ Uh@)] = (.50 U (@),
1=1 i=1

i=1
Es werden zwei Fille unterschieden:
i. Durch den Buchstaben Z entstehen keine neuen Buchstaben, also gilt

m

Uhi@)] < {7},

1=1
Damit gilt [f*({z })] = [f(
F{z DI =["{=}

N

{x})] und fiir alle Ableitungsstufen n > 2 folgt
N={z7}.
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ii. Der Buchstabe z liefert einen neuen Bnlllchstaben. Dann enstehen 2 und
1
Tt gleichzeitig, also gilt { z-, 2+ } S U [hi(Z)]. Daraus folgt fiir alle Ab-
i=1
leitungsstufen n = 2

el =1"{a )] =

Damit gilt auch in diesem Falle fiir n = 2
TECESNEVECED)

(c) U {x b }
In dlesem Falle gllt

mi

()= Ulki)u U[m(fn g U[m(ﬁ]

1=1

Es werden wieder zwei Fille unterschieden:

i. Aus 2T und Z* entsteht kein neuer Buchstabe. Dann gilt

Pz P =1F({x})]

und fiir alle Ableitungsstufen n > 2 folgt

A =) = {zat 3" }.

ii. Aus 2’ und Z entsteht ein neuer Buchstabe. Dies kann nur Z sein. Folglich
gilt fiir alle Ableitungsstufen n = 2

2] ="z )] =

Auch hier gilt fiirn = 2
PPl =1 {2 D)

@ U] =4

i)_ann gilt auch fiir alle weiteren Ableitungen
Uz =["{z )] =
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2. U [gi(x {31:L Tt } Damit gilt

m

[f{z})]= U[hi(x)]u{xL,aZ*L }.

1=1

Fiir die Buchstabenmengen beim Ableiten mittels der lingenkonstanten Endomor-
phismen gibt es vier Moglichkeiten.

@ Ulhi()] = (=} Damist [f({})) = {w.at2 ).
Folghch gilt

{2 )] = [f{a DIV DIVIF {l’l}
={zat 2 uf({= HIU[F{ 2t }))
Nun gibt es zwei Moglichkeiten:

i. dEs eptstel;;[ kein Z: 7 ¢ [f>({2})]. Dann gilt [f({z})] = [f?({z})] und
amit auc

F{zDl=1"{=})]

fiir alle weiteren Ableitungsstufen.

ii. Es entsteht ein . Dann ist [f2({z})] = A, und es gilt fiir alle weiteren
Ableitungen

Uz N =["{z})] =
Somit gilt in diesem Falle ebenfalls fiir alle n = 2
2] =" ({2 })).

(b) T[LJ] [hi(z)] = {x,z}. Damitist [f({z })] = A, und es gilt fiir n > 2
i=1

Uz =["{a )] =

(c) nCJl [hi(z)] = { z, 2,z }. Damitist [f({2 })] = { z,z,Z" } und es gibt zwei
%:éillle:
i. Esentstehtkein Z: 7 ¢ [f>({ 2 })]. Dann gilt [f2({z })] = [f({ 2 })] und fiir
alle weiteren Ableitungen

*{e D)=zl

ii. Es entsteht ein : 7 € [f2({2})]. Dann gilt [f>({z})] = A und fiir alle
weiteren Ableitungen

" {e )] =
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In beiden Fillen erhilt man fiir alle n = 2
[FPHzP] =1"{ =)

(d) TJI [hi(z)] = A. In diesem Falle gilt [f({ « })] = A und somit ist auch
i=1

({2 })]=A
fiir alle n = 2.

In jedem Falle gilt [f?({x })] = [f™({ = })] fiir alle Ableitungsstufen n > 2. Fiir ein belie-
biges Wort w = wy - - - w; gilt dann

AW =" wi h) - " {w })]

= ["Rwr DIV U {wi })]
=[PP DU Ul ({w})]
=[({wi}) - fP{wi})]
=[7({w})].

Damit ist gezeigt, dal jeder iiberhaupt auftretende Buchstabe bereits in einer zweiten
Ableitung vorkommt. Dies besagt gerade die Behauptung. %

Wenn 7' = (A, h,w) das Eins-System zu G ist, so soll das reine sDTOL-System 7, mit
T, = (A, h,z) fiir einen beliebigen Buchstaben x € A das z-Eins-System von G heifen.
Im folgenden wird gezeigt, dal das sDTOL-System G genau dann eine unendliche Bild-
menge erzeugt, wenn in einer zweiten Ableitung des Axioms ein Buchstabe x auftritt, so
dal3 das z-Eins-System zu G eine unendliche Bildmenge erzeugt.

Es sei w” =XzX € f?({w}) eine zweite Ableitung des Axioms. Das 2-Eins-System von
G erzeugt die Bildmenge

By = {pw) |weh"({z}),neNo} :{p(h(n)(x)) ‘ n € No, h™ ¢ h”}.

Die Menge B, bestehe aus den Bildern zu jenen Wortern, die aus w” mittels der lingen-
konstanten Endomorphismen ableitbar sind:

Bur = {p(w) |w e n"({&" }).n €N} = { p(h™ (")) ‘ neNoh™en |,

Da w” € f?({w}) eine zweite Ableitung des Axioms ist und fiir alle Ableitungsstu-
fen n die Endomorphismen aus A" auch in f” sind (h"™ S f"), ist jede n-te Ableitung
w € h"({w”}) von w” mittels lingenkonstanter Endomorphismen auch eine (n + 2)-te
Ableitung von w mittels G:

we " {wl).

23



Somit ist B~ eine Teilmenge von Bg:
B, < Bg.

Fiir das Bild zu einer beliebigen Ableitung von «” mittels der Endomorphismen aus h
erhélt man durch Folgerung 2.4 in [T02]

p(h™ (@) = p(h™) () Up ™" O () () U EEE) () ().

Jedes Bild p(h(™(z)) ist demnach ein Teilbild von p(h(™ (")) (ein Teilbild ist ein mdgli-
cherweise um einen Punkt verschobener Untergraph). Wenn die Bildmenge B, unendlich
ist, ist auch B,,» unendlich, da jedes Bild nur endlich viele Teilbilder besitzt. Folglich ist
auch die Bildmenge B unendlich. Dieses Ergebnis ist in folgendem Lemma festgehalten.

3.12. Lemma: Es seien G = (A, f,w) ein sSDTOL-System und T, sein x-Eins-System fiir
einen Buchstaben x € [f>({w})), der in einer zweiten Ableitung mittels G auftritt. Wenn
T, eine unendliche Bildsprache erzeugt, so ist auch die Bildsprache Bg von G unendlich.

Nachfolgend wird die Umkehrung betrachtet. Dazu erzeuge fiir jeden in einer zweiten
Ableitung auftretenden Buchstaben z € [f?({w})] das x-Eins-System T}, von G eine
endliche Bildmenge.

Zu einem Mengensystem K von Kantenmengen sei K® jenes Mengensystem von Kan-
tenmengen, das durch Verschieben der Kantenmengen aus dem Mengensystem /& um den
Punkt a entsteht: K = { ||w | |[w € K }. Ein Mengensystem von Kantenmengen wird im
folgenden Kantensystem genannt. Auf nichtleeren Kantensystemen sei die direkte Verei-
nigung (in Zeichen W) erklért:

KUulL={VUuw|VeKudWeL}.

Aus dieser Konstruktion folgt, da} die direkte Vereinigung zweier endlicher Kantensyste-
me ebenfalls endlich ist.

Fiir alle Worter w € Al, die keinen anderen Buchstaben enthalten als die zweiten Ablei-
tungen von w, seien T, das reine sDTOL-System T}, = (A, h,w) und K, sein Kantensy-
stem. Insbesondere ist K, das Kantensystem des x-Eins-Systems 7). Es sei w € Al ein
Wort, das keinen anderen Buchstaben enthilt als die zweiten Ableitungen von w. Dann
tritt jeder Buchstabe w; (: = 1,...,!) in einer zweiten Ableitung von w auf:

wi € [FP({w})]:

Fiir das Kantensystem K, gilt
Ko = { I(h") () ’ neNo,h™ e |
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Ein Bild ist hochstens endlich vielen Kantenmengen zugeordnet: Wenn in einem Bild B
zwischen zwei Knoten p und x(p) eine Kante existiert, so liegt auch in jedem schlichten,
gerichteten Gittergraphen, denen das Bild B zugeordnet ist, eine Kante zwischen p und
x(p). Da es keine Mehrfachkanten gibt, tritt einer von drei Fillen ein:

e Die z-Kante (p,x) gehort zur Kantenmenge, aber nicht die Z-Kante (z(p), ).
e Die z-Kante (z(p),Z) gehort zur Kantenmenge, aber nicht die z-Kante (p, ).

e Zur Kantenmenge gehort sowohl die z-Kante (p, x) als auch die z-Kante (x(p), z).

Somit gibt es fiir jede Bildkante hochstens drei Entstehungsmoglichkeiten; ein Bild mit &
Kanten ist demzufolge hochstens 3% schlichten, gerichteten Gittergraphen zugeordnet.
Da die z-Eins-Systeme endliche Bildmengen erzeugen, sind auch die Kantensysteme

K 111)0:71(0) endlich. Daher ist auch das Kantensystem K,, endlich.
Es seien K, K, K, drei Kantensysteme. Dabei bestehe K}, aus den Kantenmengen jener
Ableitungen von w, bei denen alle angewendeten Endmorphismen ldngenkonstant sind

Kp={|w|lweh"{w}),neNy}.

Das Kantensystem /<, bestehe aus den Kantenmengen zu jenen Ableitungen von w, bei
denen der zuletzt angewendete Endomorphismus ein lingenkontrahierender ist

Ky ={lw|we (fMeg){w}),meNo}.

Ferner bestehe K, aus den Kantenmengen zu jenen Ableitungen von w, bei denen minde-
stens einmal ein lingenkontrahierender Endomorphismus angewendet wird

Ky={|wlwe (fM"ogoh™)({w}),m,neNy}.

Das Kantensystem K}, stimmt mit dem Kantensystem [, iiberein. Da jeder Buchstabe
von w auch in einer zweiten Ableitung auftritt, ist den obigen Uberlegungen zufolge K,
endlich und damit auch K,

Zu jeder Kantenmenge K aus K, gibt es zwei Worter v, w, wobei v eine m-te Ableitung
des Axioms ist: v € f™({w}), das Wort w die Ableitung von v mittels eines lingenkon-
trahierenden Endomorphismus g; € g ist: w = g;(v) und die Kantenmenge von w gerade
K ist (||w = K). Aus der Definition von (0, 1)-Endomorphismen folgt fiir alle v € A* und
Endomorphismen g; € g:

lgi(v) = U llgi(y).

y€E[V]

In jeder Kantenmenge liegen daher alle Kanten auf folgendem Kreuz
(0, 1)
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Somit ist das Kantensystem K, endlich.

Wenn eine Kantenmenge K zu K, gehort, dann existieren zwei Worter v, w, so daf3 die
Kantenmenge von v gerade K ist, v durch n-maliges Ableiten von w mittels /& entsteht und
w durch (m + 1)-maliges Ableiten des Axioms entsteht, wobei der zuletzt angewendete
Endomorphismus ein langenkontrahierender ist; auBerdem liegt dann die Kantenmenge
lw von w in K:

KeKy= v:|v=K
undv € (fMogoh™)({w})

undv € 2" ((f™og)({w}))
und Iw:veh"({w})Awe (fMog){w})Alwe K.

Ist umgekehrt K eine Kantenmenge aus /K, dann gibt es ein Wort w, so dal K die Kan-
tenmenge von w ist. Folglich gilt w € (f™og)({w}) und fiir jede Ableitung v von w
mittels h giltv e A" ({w}) S (f™ogoh™)({w}), also gehort die Kantenmenge von v zu
Ky

KeKy=3w:|w=K

und w € (f™og)({w})
und W:veh"({w}) = |lve K,.

Daher kann man fiir das Kantensystem K, auch schreiben

Kg={llvlvenr"{w})we (f"og)({w}),n,meNo}.

Stimmen die Kantenmengen zweier Worter iiberein, so stimmen auch die Kantenmengen
ihrer Ableitungen mittels A liberein. Um dies zu zeigen, sei w € Al ein Wort der Linge .
Dann gilt fiir seine Kantenmenge

lw = flwoy U™y U U 1

= { (0,w1),(171>(0)7w2)w--a(m@)aW)}-

Die Kantenmenge einer n-ten Ableitung A (w) mit h(™) € h" ist

1A (w) = [|A™ (w) U B @D RO () U U B @D M) ()
= (1K™ (w1 ) U T O R0 (1) U - - U PO ) (1),
wobei (A (w}))(0) = wj(o0) aus der Definition von (1, )-Endomorphismen folgt. Man

erkennt, da} die Kantenmenge einer Ableitung entsteht, indem die Ausgangskanten durch
die Kantenmengen der entsprechenden Ableitungen ersetzt werden:

" w)y = |J 119" ().

(9,2)€(|w

26



Stimmen fiir zwei Worter u, v die Kantenmengen iiberein, so folgt fiir h(™ e pn

= U 119" @)= U %" (@) =" ).

(9,2)€fu (q,2)€lv

Damit gilt fiir K:
Ky = { 1A (w) ‘ n e No,h™ e h", ||lw € K, }

Stimmen die Kantenmengen zweier Worter u, v iiberein, so stimmen auch die Kantensy-
steme K, K, (s. oben) iiberein. Also ist K; die Vereinigung der Mengen K, iiber alle
Worter w, deren Kantenmenge in K liegt:

Ko= |J Ku.
lwe K

Da K, endlich ist und jede Menge K,, ebenfalls endlich ist, ist auch K, endlich.

Das Kantensystem K von GG besteht aus den Kantenmengen zu Ableitungen von w, bei
denen alle angewendeten Endmorphismen ldngenkonstant sind oder mindestens einmal
ein lingenkontrahierender Endomorphismus angewendet wird. Also setzt sich K¢ aus
den Mengen K, und K, zusammen:

Kg=KyUK,.

Da die Mengen K, und K, endlich sind, ist auch K¢ endlich. Damit ist auch die Bild-
menge B¢ endlich. Mit diesen Uberlegungen ist das folgende Lemma bewiesen.

3.13. Lemma: Es sei G = (A, f,w) ein sSDTOL-System. Wenn jedes x-Eins-System T, von
G mit v € [f>({w})] eine endliche Bildsprache erzeugt, so ist auch die Bildsprache Bg
von G endlich.

Diese Lemma fiihrt zusammen mit Lemma 3.12 zu folgendem Endlichkeitskriterium.

3.14. Satz: Es sei G = (A, f,w) ein gemischtes, lingenkonstantes sDTOL-System. Die
Menge der auftretenden ldngenkonstanten Endomorphismen sei h. Die von G erzeugte
Bildsprache Bg ist genau dann endlich, wenn fiir jeden Buchstaben x € [f?({w})], der
in einer zweiten Ableitung mittels G auftritt, das x-Eins-System T, = (A, h,x) von G eine
endliche Bildsprache erzeugt.

4 Zusammenfassung
In der vorliegenden Arbeit werden synchrone, deterministisch-tabellierte Ketten-Code-

Bild-Systeme iiber dem Alphabet { r,u,[,d } hinsichtlich der Endlichkeit der von ihnen
erzeugten Bildsprachen untersucht.
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Die Untersuchungen beruhen auf einer Abstrahierungshierarchie aus [T02]. Es wird nach-
gewiesen, daBl es entscheidbar ist, ob ein synchrones, deterministisch-tabelliertes Ketten-
Code-Bild-System eine endliche oder unendliche Bildsprache erzeugt.
Ketten-Code-Bild-Systeme werden in lingenkontrahierende, -konstante und -expandie-
rende Systeme eingeteilt, wobei noch zwischen reinen und gemischten Systemen unter-
schieden wird. Liangenkontrahierende Ketten-Code-Bild-Systeme erzeugen eine endliche,
langenexpandierende eine unendliche Bildsprache. Unter den ldngenkonstanten Ketten-
Code-Bild-Systemen gibt es sowohl Systeme, die eine endliche Bildsprache liefern, als
auch solche, die eine unendliche Bildsprache erzeugen. Ein reines, ldangenkonstantes de-
terministisch-tabelliertes Ketten-Code-Bild-System hat genau dann eine unendliche Bild-
sprache, wenn sein minimales sOL-Obersystem eine unendliche Bildsprache erzeugt. Ein
gemischtes, lingenkonstantes System hat genau dann eine unendliche Bildsprache, wenn
eines seiner z-Eins-Systeme eine unendliche Bildsprache erzeugt.
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